1.4 Nejistoty vysledkii méreni

V této kapitole je provedeno porovnani postupu pro ur¢ovani nejistot a zavadéné termino-
logie spolec¢nosti EURACHEM s terminologii statistické analyzy. Zvoleny pristup je silné
zavisly na predpokladech o vzniku a vlastnostech jednotlivych nejistot. Nejistoty v tomto
pojeti predstavuji ve statistické analyze vlastng intervaly spolehlivosti. Zakladni rozdil je ve
vyuziti neexperimentalnich informaci o zdrojich variability.

1.4.1 Porovnani pristupu k vypo¢tu nejistot:

A. PFima méfeni: pro piipad fady zdroji chyb méficiho systému pro pfima méfeni je
situace znazornéna obr. 10
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Obr. 10 Blokové schéma méfticiho systému pro pfiméa méteni

Zde p je méfena veli€ina, g, €, ... , €, jsou Sumové sloZky (externi zdroje nejistot) a funkce
g(g, &, -, €, I) SOUVisi s modelem puisobeni Sumovych slozek (aditivni, multipikativni a
kombinovany).

1. Analyza nejistot podle standardni statistické analyzy, cit. '>'%

a) Odhad veliciny u (bodovy),

b) Odhad rozptylu *(bodovy),

¢) Odhad intervalu spolehlivosti (1IS) pro u,

d) Odhad vychyleni b = E(u - i).
Obecné je tieba pripustit, Ze odhad [i je vychyleny, tj. stfedni hodnota E( i) # p. Pak je
mirou celkové variability stredni kvadraticka chyba MSE, pro kterou plati

MSE = E(n - 4)* = E[p - EQ) + E[f - EQ) = D(@) + b*

Jde o soucet rozptylu D(fi) a &tverce vychyleni 57,

2. Analyza nejistot podle EURACHEM, cit. ' '%
a) Odhad veliciny p (bodovy): i kdyz v literatufe EURACHEM neni model specialné

m
uveden, pouziva se ziejmé x;, = pu + E g,, kde Sumy maji nulové stfedni hodnoty
i=1
E(e;) = 0 a konstantni rozptyly D(e,) = 6.°. Pak rezultuje zndmy odhad stfedni hodnoty ve
formé aritmetického priméru, i = x.
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b) Odhad rozptylu D({1): ptedpoklada se nezavislost (ptipadné pouze linedrni zavislost
vsech slozek Sumu) g; . Jsou uzivany nasledujici miry rozptyleni:

Standardni nejistota typu A, u,,, tj. smérodatna odchylka meérené Sumové slozky se
pocita standardn€ jako odmocnina z vybérového rozptylu.

Standardni nejistota typu B, u, tj. smérodatna odchylka nemérené (v experimentu
nesledované) Ssumové slozky se odhaduje jako smérodatna odchylka, odpovidajici jejimu
apriorné vybranému rozdéleni. Rada odhadi pro apriorni rozdéleni rovnomérné, trojthel-
nikové, lichob&znikové a normélni je uvedena v literature'" "%

Misto odhadu D([i) se pouziva kombinovand standardni nejistota u,vychazejici
z platnosti vySe uvedeného aditivniho modelu

ul=Xu,;’ +2uy’.
Pro zavislé zdroje nejistot se pricitaji jesté kovariance.
¢) Odhad intervalu spolehlivosti (1S) pro p: pfedpoklada se ptiblizna normalita, zfejme
plynouci z centralni limitni véty. Rozsirend nejistota, formalné totiz polovicni Sitka intervalu
spolehlivosti pro p, je pak U = 2 u.. Problémem vsak je, Ze v fad¢ ptipadi nekteré standardni
nejistoty dominuji a pak jiz pfedstava normality z centralni limitni véty nefunguje dobfe.
d) Odhad vychyleni b = E(u - [i): vibec se neuvazuje. Pfedpoklada se, ze vychyleni
U je odstranéno v ramci metody méfeni. V préci Phillipse a ost.'" je navrzen postup vypoctu
nejistot pro pfipady, kdy vychyleni b eliminovano neni. Jednoduse se vytvoii dvé rozsifené
nejistoty
U,=U-bproU-b>0, resp. U, =0
U =U+bproU+b>0, respU =0.
To pak pochopitelné vede k nesymetrickému intervalu spolehlivosti.

B. Nepiima méreni

Vysledek analyzy f{u,, ..., u,) je vytvoren znamou funkci skute¢nych vysledkti ptimych
meéfeni Wy, ..., WL, , (napt. métime polomer a chceme znat plochu pti¢ného fezu kruhovych
vléken). K dispozici jsou odhady parametrd (fi;, fi,, ..., i, ) a piislu§né odhady rozptylt

resp. ¢tvercl nejistot D(f,), D(Q,), ..., D(fi,,).

1. Analyza nejistot podle standardni statistické analyzy, cit. '>'%
a) Odhady z odhadii i, i=1, ..., m,
b) Odhad rozptylu D(p),
¢) Odhad intervalu spolehlivosti pro y.

2. Analyza nejistot podle EURACHEM, cit. '"'%
a) Odhad y z odhadi [\, i =1, ..., m: neni feSen pfimo, ale velmi aproximativné se
predpoklada
Y= Sy By s 1)

b) Odhad rozptylu D(y): je to vlastné rozsifend nejistota u(y). Vychazi se z
predpokladu, Ze f{x) 1ze nahradit linearizaci Taylorovym rozvojem v okoli p



y = fx) = fiw) + Y (%] o - )

i-1 ;

m 2

1

m 2
ul(y) = Z [@) uz(xl.) + cov(...)
i=1 dx i
D(y) se nespravné oznacuje jako zdakon Sireni nejistot. V pripad¢€, Ze zdroje nejistot jsou
linearné zavislé, provadi se korekce s vyuzitim kovarianci cov(...).
Upozornéni: Linearizace miize byt v radé pripadii velmi nepresnd.

¢) Odhad intervalu spolehlivosti pro y: predpoklada se témér vzdy nekorektné pfiblizna
normalita. (Nelinearni funkce normalné rozdélenych nahodnych veli¢in totiz normalni
rozdéleni nemad). Polovina 95%niho intervalu spolehlivosti €ili 7ozsiFend nejistota je potom
U =2 u(y). Zde 2 ¢i ptesnéji 1.98 predstavuje kvantil normovaného normalniho rozdeleni.
Pro nelinearni transformaci vSak rezultuji nesymetricka rozdéleni, coz vede k nesymetric-
kému intervalu spolehlivosti. Ve specialnich pfipadech (napf. stopova analyza v analytické
chemii) to muze vyrazné ovlivnit zaveéry: pro positivné seSikmend rozdéleni vyjde totiz ve
smeru k nizsim hodnotam korekinéjsi interval uzsi a ve sméru k vyssim hodnotam $irsi.

1.4.2 Kritické poznamky k vypoctu nejistot

a) Poznamky terminologické: nasledujici pfevodni tabulka ukazuje, Ze terminy doporuco-
vané spole¢nosti EURACHEM odpovidaji vlastné béznym pojmim, uZivanym ve statistice:

EURACHEM: Statistika:

Standardni nejistota A smérodatna odchylka mérené Sumové slozky
Standardni nejistota B smérodatna odchylka (odhadnutd) Sumové slozky
Kombinovanda nejistota smérodatna odchylka funkce y

RozsiFena nejistota polovina intervalu spolehlivosti

Faktor pokryti kvantil normovaného normdalniho rozdéleni

b) PoznamKy statistické: vypoéty EURACHEM vychazeji z nasledujicich predpokladd,
které vSak nejsou v procesu navrhovaného vypoctu nikterak ovéfovany:

a) aditivni model méfeni resp. plisobeni Sumovych slozek (zdroju nejistot),

b) konstantni rozptyl méfeni (resp. zdroju nejistot),

¢) normalita nelinearni funkce normalné rozdélenych proménnych (pro urceni rozsifené
nejistoty resp. intervalu spolehlivosti IS),

d) nekorelovanost méfent,

¢) malé nelinearita funkce f{x), umoziujici pouziti jeji linearizace,
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Problémem je nekorektnost pti konstrukei a interpretaci rozsirené nejistoty U (resp. intervalu
spolehlivosti IS). Klasicka statistika vede totiz k tomu, ze pro n - « je 100(1 - a))%ni interval
spolehlivosti parametru | roven vyrazu
i+ u_,, VD().

Pii vypo&tu pomoci nejistot neni kombinovand nejistota u,pouze odhadem rozptylu D( {i),
ale obsahuje jesté dalsi slozky. Pak vyjde rozsirfena nejistota U systematicky vyssi nez
polovina intervalu spolehlivosti, hodnota 2 zde nezajistuje ptiblizné 95%ni pokryti a
interpretace takového intervalu je nesnadna.

¢) Poznamky vypocetni:

Misto ndhrady derivaci diferencemi, jak se ¢asto doporucuje v riznych piiruckach, by bylo
podstatné jednodussi uzit simulace nebo tzv. Bootstrap odhadii, zejména pak uziva-li se
pocitac.

Priklad 1.13 Vypocet nejistoty vysledku aritmetickych operaci pribliznych Cisel
Vypoctéte nejistotu vysledku y po provedeni fady operaci s pfibliznymi Cisly:

J - A10(0.02) X 0.0050(0.0001) _
1.97(0.04)

0.0104 = 0.0003

| (143(02) - 11.6(202)) x 50.0(0.1)) _
7 42.3(0.4)

32+03

1.4.3 Pristup intervalové analyzy k nejistotam

V praxi obvykle neni zndmo rozdéleni métenych veli¢in x resp. chyb méfeni A, takze analyza
nejistot zalozena na pravdépodobnostnich predpokladech je tak silné omezena. Pfi
intervalové analyze se k “primérnému” vysledku méfeni kI musi definovat mezni odchylka
(chyba) d a vysledek vyjadrit jako interval. Zde X oznacuje tzv. intervalovou proménnou
X =[x -d,x +d].

V ptipadg, Ze se vyjadfuje interval neurditosti absolutni chyby je x = 0 a plati, ze
X = [-d, +d]. V obecnéjsim pripadé mize byt hrani¢ni chyba funkci urovné mérené veliciny
d = d(x). Pak dostavame intervalovou proménnou jako funkci

X(x) = [x - d(x), x + d(X)].

Ucelem je pro vysledek neprimych méfeni y = f{x, ..., x,) stanovit odpovidajici interval
neurditosti (mezni chybu), cit. '*:

Y=1[y,y =X, .., X)=1{(x,..,x)prox €X,x, €X, . }

Hodnoty y~, y" jsou maximem a minimem vyrazu

f(Xy or X)) = f(5, + Ax,, oy X, + Ax,) kde Ax, = p - d,

kde y, je skute¢na hodnota veli¢iny x. Na zakladé¢ linearizace pomoci Taylorova rozvoje lze
dospét ke vztahu



1’ n o dx. i
a tedy by l-y=+d
— = _ ~ n Sf _
kde y = f(xX}, . X,) @ d =Y. S G %) d
X

Tento algoritmus je sice zjednodusSeny, ale umoziiuje praci s hraniénimi chybami d, které
nemaji pravdépodobnostni charakter. Zajimavé je, ze pro piipad linearni funkce f{x), kdy
af

X,

1

v pravdépodobnostni interpretaci znamena variantu linearné korelovanych Sumovych slozek.

jsou derivace =1 je celkova odchylka d souctem dil¢ich odchylek, coz

Priklad 1.14 Vypocet nejistoty teploty mérené rtutovym teplomeérem
Cilem je stanovit nejistotu méfeni teploty rtutovym teplomérem dle specifikace nejistot typu
B. Priklad ilustruje jednak rizné moznosti vypoctu nejistot, jednak i zasadni fakt, Ze lze
stanovit nejistotu bez znalosti konkrétniho méfeni.
Data: zdroje nejistot typu B: x, je chyba teploméru dle udaju vyrobce [+ 0.1 °C], x je
nejistota kalibrace dle Gdaju vyrobee [+ 1 °C], x; je nejistota odectu teploty, odhad
[£0.25 °C]
Resent:
a) Predpoklad rovnomérného rozdéleni nejistot v daném intervalu
Nejistota pro zdroj x, je o,, = 0.5774 * 0.1 = 0.05774,
Nejistota pro zdroj x,je o, = 0.5774 *1 = 0.5744,
Nejistota pro zdroj x;je 6,; = 0.14435,

Kombinovanda nejistota (€ili celkova chyba) pro nekorelované zdroje nejistot

G, = yfo., + o) + ooy = 0.59796

Rozsirend nejistota U =2 c,=1.1958
Kombinovana nejistota (€ili celkova chyba) pro korelované zdroje nejistot

+ o, = 0.77949

Gc - Gx] * GXZ

Rozsirena nejistota U= 2 o,= 1.5588

b) Piedpoklad trojithelnikového rozdéleni nejistot v daném intervalu

Nejistota pro zdroj x,je o,; = 0.2041 * 0.1 = 0.02041,

Nejistota pro zdroj x,je 6,, = 0.20410 *1 = 0.20410,

Nejistota pro zdroj x;je o, = 0.05102,
Kombinovana nejistota (Cili celkova chyba) pro nekorelované zdroje 6 ,= 0.21136,
Rozsirena nejistota U= 2 o= 0.42227,
Kombinovanad nejistota (Cili celkova chyba) pro korelované zdroje 6, = 0.2755,
Rozsirena nejistota U= 2 ¢,= 0.5510.
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¢) Nepravdépodobnostni odhad nejistot (intervalové promeénné)
Celkova odchylka d= 0.1 + 1.0 + 0.25 = 1.35 a interval neurcitosti je roven

[y, y]=y+d=+135

Zaver: Volba rozdé€leni nejistot hraje ziejmé rozhodujici roli ve vypoctu nejistot. Navic je
velmi pravdépodobné, Ze zdroje nejistot x; a x, budou mit spise systematicky nez nadhodny
charakter.

r wr

1.4.4 Zaokrouhlovani ¢isel

Zaokrouhlovanim se nedopoustime vétsi chyby nez poloviny jednotky odpovidajici fadu
posledni ponechané Cislice. Relativni chyba zaokrouhleného ¢isla je mens$i nebo rovna

N S
2.4 .100 "

<

Sre/

kde 4 je prvni platna Cislice a » je pocet platnych Cislic v zaokrouhleném ¢isle.
Napt. 10500 = 1.05 x 10* je 4 = 1.05 a pii zaokrouhleni na dvé platnd mistajen=2 a
hodnota 10500 ma pak relativni chybu
b (x100%) = L (x 100%) = 5%
2.1.10%°! 20

srel

zatimco pii zaokrouhleni na #7% platna mista je n = 3 bude relativni chyba

< b (x100%) = — (x 100%) = 0.5%
3-1 200

2.1.10

Srel

U cisel, jejichz prvni platna Cislice je 9 jsou relativni chyby pii zaokrouhleni na dveé
platna mista mensi nez 0.56%, na # platna mista mensi nez 0.056% a na ¢tyri platna mista
mensi nez 0.0056%.
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