9
INTERPOLACE A APROXIMACE

Vzorova tloha 9.1 Nahrada funkce exp(x)
Naleznéte interpolaéni polynom, ktery aproximuje funkci exp(x) v intervalu {0, 1} tak, ze
v krajnich bodech x;, = 0 a x, = 1 souhlasi s touto funkci ve funkénich hodnotach
a hodnotach prvnich derivaci.
Reseni: Ur&ime stupet interpola¢niho polynomu m =2 + 2 - 1 = 3. Koeficienty ¢, ¢, , ¢, a ¢
interpolaéniho polynomu g(x) = ¢, + ¢, x + ¢; ¥* + ¢, X’ uréime po dosazeni do rovnice
podminky. Na zakladé zadani 1ze tvodni rovnici vyjadfit ve tvaru

exp(0)=1=¢,,

exp(0) = 1 = ¢,

exp(1)=2.718 = ¢, + ¢)(1) + c3(1)* + ¢,(1)°
a exp'(1)=2718=c,+2¢c;(1) +3 c,(1),
kde exp'(x) = d exp(x)/dx je prvni derivace funkce exp(x). Z prvnich dvou rovnic jsou ¢, =
1 a ¢, = 1. Zbylé¢ koeficienty se vycisli ze dvou linearnich rovnic o dvou nezndmych 0.718
=¢, + ¢, 1.718 = 2¢, + 3¢,. Redenim je ¢, = 0.436 a ¢, = 0.282. Interpolaéni polynom ma
pak tvar g(x) =1+x+0.436 x° +0.282 .
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Obr. 9.1 Graf chyby A aproximace funkce exp(x) polynomem g(x).

Na obr. 9.1 je pro tento polynom zndzornén graf chyby aproximace A = exp(x) - g(x).
Zaver: Uloha interpolace zde vede na tilohu hledani feSeni soustavy linearnich rovnic.
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Vzorova tloha 9.2 Nahrada funkce exp(x)

Naleznéte interpolacni polynom, ktery aproximuje funkci exp(x) a prochazi uzly

o hodnotachx, =0,x,=05ax;=1.

Reseni: Pro uréeni interpolaéniho polynomu druhého stupné vyuzijeme Newtonovy formule.
Postupné diference

X; Vi Prvni diference Druha dife-
rence
0 1
1.298
0.5 1.649 0.84
2.138
1 2.718

Postupné diference jsou v tabulce. Hledany interpola¢ni polynom ma potom tvar
Px)=1+1298(x-0)+0.84(x - 0)(x-0.5)=
=1+0.878 x+0.84 x°.
Pribéh chyby aproximace A funkce f{x) timto interpolacnim polynomem je znazornén na
obr. 9.3.
0.02

A

0.00

-0.02
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Obr. 9.3 Chyba A aproximace funkce exp(x)
polynomem P(x).

Zavér: Pouziti Newtonovy interpolacni formule je s vyuzitim tabulky proménnych diferenci
jednoduché. Ptidani dalsiho bodu znamena pouze pfidani dalsiho ¢lenu do interpolacni
formule.

Vzorova uloha 9.3 Aproximace racionalni funkce

Aproximujte funkei f{x) = 1/(1 + 25 x*) interpolaénimi polynomy L(x) na intervalu {-1, 1}
pii volbé n = 10 (polynom stupné m = 9) a n = 16 (polynom stupné m = 15). Déleni
uzlovych bodu volte ekvidistantni.

Reseni: Programem ADSTAT byly uréeny oba interpolaéni polynomy, které jsou spolu se
skute¢nym prubéhem f{x) zndzornény na obr. 9.4.
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Obr. 9.4 Interpolace funkce f(x) (plnou ¢arou) polynomy 9. (arkované) a 15.
(teCkovan€) stupné.

Zaver: Pouziti interpolacnich polynomi vyssich stupiii nemusi jeSt€ znamenat zpfesnéni
aproximace funkce f(x).

Vzorova uloha 9.4 Hermitovska interpolace funkce exp(x)
Reste vzorovou tlohu 9.1 vyuzitim Hermitovské interpolacni formule.

Reseni: Plyne, ze g - x&l1 . 1 &x, g'(x) " &l,
0&1
SN T —— T x g "1
? 1&o 77

adaleplati 7,(x) " [1 & 2x] (x & 1% hyx) " [1%2(x & D] x> a
B " x (x & 17 ) " (x & 1) x? .

Po pfimém dosazeni vychazi
Hyx)=[1+2x](1-x)*+2.718 [1-2(x-1)] ¥ +
+x(1-x) +2.718 (x- 1) x* =1 +x +0.436 x* + 0.282 x°.
Zaver: Polynom H,(x) je pochopitelné totozny s polynomem g(x), nalezenym ve vzorové
uloze 9.1.

Vzorova uloha 9.5 Racionalni interpolace funkce exp(x)
Naleznéte racionalni interpolacni polynom, ktery aproximuje funkci exp(x) a prochazi uzly
o hodnotachx, =0,x,=05ax;=1.
Reseni: Podle uvedeného postupu je
Rix)=0,=1,
R (x,) = 1.649,
R, (x;) =2.718,



05&0 .

b, " R(x,) " —=%7 0.7704,
2 Ax) 1.649 & 1
pak
1&0
R(x) " —=7 = 0.58207
Ax) 2718 & 1
a konecné b, " Rx) " —305 - gr66 .
0.582 & 0.77

Po apravé vyjde
by by by % by (x & x) % b, (x & x,)

R(x) *
b, by % (x & x,)
. 1.659x % 2.5478
25478 & x
0.010
A
0.000
-0.010
0.0 0.5 X 1.0

Obr. 9.5 Graf chyby aproximace funkce exp(x) racionalni lomenou funkei.

Zaver: Na obr. 9.5 je znazornén prubéh chyby aproximace A = R(x) - exp(x), vystihujici
kvalitu provedené aproximace.

Vzorova tloha 9.6 Linearni B-spline
Odvod'te tvar B-spline B, ; a zakreslete vSechny spline patfici do intervalu 4 ,, &,.
Reseni: Z definice je patrné, Ze B,; je definovano na intervalu §;, <&, <¢&, vztahem

o (G &)y & (G & X), & (Sig1 & Xy & (G0 & XYy,
2
! & & S a1 & Sigo

A TS D B &y
o & Gao |G & G & & Gy & & &g

Pfi ureni B, ;(x) bylo pouZito rekurentniho vztahu pro postupné diference

(Giar & x)y %



- B 518 & [Ger Gail 8
5 & Ga

PiepiSme si B, (x) jako funkce definované v intervalu [, = (§,, &) a [, = (&, &). Pro
interval [, plati

G G &) €

BQJ(X) "1 X E.sj&l
éj&l & ‘:j&2 ‘:j&l & éj&Z

Jde o rovnici piimky nabyvajici v mist€ &, hodnoty B, (§,) = 0 a v mist¢ &, hodnoty
B, (&) = 1. Pro interval /; plati

é/’ & X
§aL, L&g,
Jde také o rovnici pfimky nabyvajici v mist¢ &, hodnoty B, (&) = 1 a v mist€ & hodnoty

B, (&) = 0. Ve smyslu definice je tedy B,,; pro m = 2 spline polynom S§; (x) ureny polynomy
prvniho stupné, které jsou ze tfidy C’ [, &1 a jsou spojité pouze ve funkénich hodnotéach.

By(X)

, pro z’;jm Hx# éj&l

B, (x) * . pro &g #x#E .

2,1 2 2+

éj-2 éj_1 ‘toj X

Obr. 9.7 Elementarni linearni B-spline.

Na obr. 9.7 je znazornén B-spline B, (x) spolu se sousednim B-spline, ktere jsou nenulové
na intervalu & ,, &

Zaver: Konstrukce B-spline je pro nizké hodnoty m mozna ptimo z definice. Pfi pouziti
pocitace je vSak vyhodngjsi rekurentni formule.

Vzorova tloha 9.7 Lokalni kubicka interpolace stupnovité zavislosti
Naleznéte lokalni C'-kubickou interpolaci pro zadan4 data s vyuzitim derivaci pogitanych
z rovnice pro veli¢inu d;. Urcete 1 hodnoty derivace a integralu ve vSech uzlovych bodech.
Data: n=10

X, 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

5, 1 1 1 1 12 12 20 20 20 20
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Obr. 9.10 C'-interpolace vyuzivajici derivaci .

Reseni: Byl uréen pribéh interpolaéni funkce pro piipad bez omezeni derivaci. Vysledek
je znazornén na obr. 9.10. Pti znalosti koeficienti ¢, az ¢, pro vSechny lokalni kubické
polynomy je snadné urcit analyticky jak prvni derivaci, tak i integral v libovolném bodé
intervalu x, #x # x,. V tabulce 9.3 jsou uvedeny hodnoty prvni derivace a integralu,
odpovidajici C'-interpolaci znazornéné pro uzlové body na obr. 9.10.

Tabulka 9.3 Hodnoty derivaci a integralu v uzlovych bodech.

X; 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Derivace 0 0 0 0.089  0.089  0.121 0.121 0 0 0
Integral 0 1 2 2.99 9.49 21.5 37.5 57.5 715 97.5

Zaver: Z obr. 9.10 je patrné, ze pouziti tfibodové formule vede pro tento ptipad k zavislosti
zachovavajici lokalni monoténnost dat.

Vzorova uloha 9.8 Akimova interpolace schodovité zavislosti

Pro data ze vzorové ulohy 9.7 naleznéte C' -interpolagni formuli vyuZitim Akimova vztahu
pro derivace a vypocitejte derivace a integraly ve vSech uzlovych bodech.

Reseni: Byl vypoéten priibéh interpolaéni funkce pro piipad bez omezeni derivaci (obr.
9.11). V tabulce jsou uvedeny hodnoty derivace a integralu této zavislosti v uzlovych
bodech. Je patrné, Ze v tomto piipadé jiz C'-interpolace neodpovida lokalnimu chovéni dat.
Upravou derivaci dle Fritche a Carlsona® vyjdou viechna d, = 0 a priibéh interpolované
zavislosti je pak shodny s obr. 9.10.

Hodnoty derivaci a integralu v uzlovych bodech.
X; 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

i

Derivace 0 0 0 0 4.63 4.63 0 0 0 0
Integral 0 1 2 3 9.11 21.11 37.5 57.5 71.5 97.5
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Obr. 9.11 C'-Akimova interpolace.

Zaver: Je patrné, ze Akimova interpolace nezajistuje souhlas s lokalnim chovanim dat.
Tento problém lze snadno odstranit pouzitim technik pro Gpravu derivaci.

Vzorova uloha 9.9 Spline interpolace schodovité zavislosti

Pro data uvedena ve vzorové tiloze 9.7 naleznéte kubicky spline s okrajovymi podminkami

a vypocitejte prvni derivace v uzlovych bodech.

Reseni: Vyuzitim programu SPLINE byl uréen pribéh kubického interpola¢niho spline

S,(x), ktery je zakreslen na obr. 9.12. Prvni derivace v uzlovych bodech jsou v tabulce.
22.0

y

0.0
0.0 6.0 X 12.0

Obr. 9.12 C*-kubicky spline interpolace.

Hodnoty prvni derivace v uzlovych bodech
; 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Derivace 0 0.56 -1.97 7.34 5.61 3.20 5.57 -1.5 0.429 -0.21
Zaver: Kubicky spline tvofi vSude tam, kde dochédzi k nahlym zménam kiivosti
interpolované zavislosti, falesné extrémy.

X,

Vzorova tloha 9.10 Interpolace pomoci spline pod napétim
Pro data uvedena ve vzorové uloze 9.7 naleznéte spline pod napétim S (x) pii volbé A =50
a dale pii optimalni volbé podle Rentropa.
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Reseni: Byly uréeny priib&hy S,(x) pro optimalni A, podle Rentropa (obr. 9.13a) a dale pro A,
=50,i=1, ..., n (obr. 9.13b). V tabulce jsou uvedeny hodnoty prvni derivace v uzlovych
bodech.

22.0
22.0
a b
y y
11.0 11.0
0.0 0.0
0.0 6.0 12.0 0.0 6.0 X 12.0

X

Obr. 9.13 Interpolace pomoci spline pod napétim pfi (a) volbé A dle Rentropa, (b) volbé & =50,i=1, ..., n.

Hodnoty prvni derivace v uzlovych bodech
’ 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Derivace (A dle 0 0004 -0.16 2.7 6.6 3.82 1.91 -0.008 0.003 -2'10*
Rentropa)

Derivace 0 0.004 -0.047 5.54 5.51 3.99 4.03 -0.034 210" -4'10°
(L =50)
Pfi porovnani obr. 9.13 s 9.12 (spline pod napétim pro A = 0) je patrné, ze Rentroptv postup
vede v vyraznému zvyseni hladkosti. Neni vSak zajisténa lokalni monotonnost interpolujici
funkce. Pfi veliké hodnoté napéti (A = 50) mtize dojit az ke stavu, kdy se interpolujici funkce
jevi jako linedrni lomena zévislost a poloméry kiivosti jsou pfili§ malé.
Zavér: Vhodnou volbou napéti A, lze tvar interpolujicitho spline pod napétim "Fidit"
v $irokych mezich.

X,

Vzorova uloha 9.11 Aproximace funkce exp(x)

Stanovte kvadraticky aproximacni polynom, ktery ve smyslu Z, -normy nejlépe aproximuje
funkci exp(x) v intervalu (0, 2).

Reseni: Pro uréeni aproximacni paraboly vyuzijeme tabulky. Pro integraly J, az L, pii x* =
x - I plati

exp(2) & 1 .
2

1
I, 05 mexp(l % xO dx "
&1

3.1945

1
1,705 xCexp(1%x9de * [e" (% DR &[T 1,
&1



1
L7 05 x@exp(l %x0) dr ” %2)&5 " 1.1945
&1

Pouzitim druhého tadku tabulky, pro m = 3, pak pfimo dostaneme 4 =2.70825, b, =3 ah
= 1.45875. Aproximaéni polynom ma tvar g(x ) = 2.70825 + 3 x + 1.45875 x*. Po zp&tné
transformaci na proménnou x pak vyjde g(x) = 1.167 + 0.08248 x + 1.45875 x° Pro vypocet
sttedni kvadratické odchylky je tfeba jesté urcit integral

2

mexp(2 x) dx " 0.5 (exp(4) & 1)

0

a pak dosadit do rovnice

SE " 0.5 (exp(4) & 1) & 2.70825 3.1945 & 3 & 1.45875 1.1945 *
" 0.0745 .
Zaver: Aproximace funkce f{x) je pfi pouziti tabulky velmi jednoducha. Vyzaduje pouze

analytické ¢i numerické urceni integrald.

Vzorova tiloha 9.12 Cebysevova aproximace funkce exp(x)

Stanovte Ceby3evovu aproximaci funkce exp(x) v intervalu +0, 2, polynomem druhého
stupné pro n = 5 bodu.

Reseni: V tabulce jsou uvedeny Cebysevovy uzly x;", Z" a hodnoty funkce exp(Z").

Zadani hodnot pro aproximace exp(x)

J % A ep(z))

1 -0.9511 0.0489 1.0502
2 -0.5878 0.4122 1.5102
3 0 1 2.7183
4 0.5878 1.5878 4.8929
5 0.9511 1.9511 7.0361

Plyne, 72 T,=1, T, =xa T, = 2 x¥* - 1. Rovnice m4 konkrétni tvar

g(x)'co%clx%cz(sz&l).

. S exp(Z)
Z rovnic pak vycislime ¢, " B / " 3.4415
J1
3 exp(Z< s 2xP & 1) expzt
o "2 §xf PE) 3.0725,02'2j( L ) PED) w7380 .
7 5 yad! 5

Po upravach vyjde pro interval [-1, 1] aproximaéni polynom
g(x) =2.7035 +3.0725 x + 1.476 .
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Pfevedenim do ptivodniho intervalu (0 # x # 2) dostavame

g(x) = 1.107 +0.1205 x + 1.476 x*.
Stfedni kvadratickd odchylka je rovna SE = 0.0843. Na obr. 9.14 je znazornén prub¢eh chyby
aproximace A = exp(x) - g(x), z g(x) vyjadiené ve vzorové uloze 9.11.

0.2

0.0

-0.2

0.0 1.0 X 2.0

Obr. 9.14 Chyba A aproximace exp(x) pomoci CebySevovy (plna ¢ara) a L,-aproximace
(¢arkovang).

Z hlediska celkového pfiiblizeni je leps$i polynom uréeny z integralniho kritéria L,-
aproximace. Cebysevovska aproximace viak vede k minimalni maximalni odchylce.
Zaver: Pokud 1ze predem volit soufadnice aproximované funkce ¢i zavislosti na ose x, je
snadné urcit aproximacni polynom optimalni v minimaxnim smyslu, tj. minimalizujici
maximalni absolutni odchylku.

Vzorova uloha 9.13 Hledani nejlepsiho poméru polynomii
Nalezeni nejlepSitho modelu poméru dvou polynomi, mezi stovkami vSech moznych
transformacnich modeld, se provede na zaklad¢ kritéria dosazeni co nejtésnéjsiho prolozeni.
Nalezeny model je podroben detailni regresni analyze. Na nezavisle proménnou x a zavisle
proménnou y Ize uzit také rozli¢né transformace, ¢imz se paleta testovanych modell rozsiii
az na nékolik set. Obecny model poméru polynomi zapiseme vztahem

. ay % oa fix) % azfz(x) % a3f3(x) % af(x) % af(x) y
b
1 % b,(x) % byf2(x) % byf*(x) % b,/ (x) % bof>(x)

kde g(y) a f(x) pfedstavuje mocninné transformace y a x nebo logaritmy, odmocniny, atd.
Neznamé parametry g, , @, , ..., as a b, , by , ..., b; jsou odhadovany z dat, g znaci nahodnou
chybu. Rada parametr v§ak mtize byt nulovych a model se pak zjednodusi.

Pravidla vystavby modelu: 1. Prvni zasadou je nalézt model co nejjednodussi, s co nejmensim poctem neznamych
parametrtl. 2. Druhou zasadou je pozadavek, aby testovany model mél v €itateli vzdy polynom nizsiho stupné nez
ma polynom ve jmenovateli.

Data: jsou uvedena v tabulce predikce; jde o popis dvou chromatografickych piku.
Reseni:

g

Pribéh minimaliza¢niho procesu
It.  Suma chyb
A A a, a, a, a,
0 70.81162  0.00004  11.78766 -0.2798519 5.809555E-03  -4.172031E-05
1 70.73225  0.16 11.78725 -0.2798166 5.810308E-03  -4.172031E-05
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9 70.50236  0.1048576 11.79268

10 70.49983 0.4194304 11.79228

Bylo dosazeno maximalniho poc¢tu povolenych iteraci.

-0.2795659
-0.279557

5.810308E-03
5.810308E-03

-4.172031E-05
-4.172031E-05

Odhady parametri modelu

Parametr Odhad Asymptoticka Dolni mez Horni mez
parametru smér. odchylka 95 % i. s. 95 % i. s.

a, 11.79254 1.012715 9.750206 13.83488

a, -0.2795364 9.166186E-02 -0.4643901 -9.468261E-02

a, 5.810308E-03 3.516727E-03 -1.281847E-03 1.290246E-02

a, -4.172031E-05 2.863182E-05 -9.946187E-05 1.602125E-05

b, -0.0783304 2.020337E-03 -8.240479E-02 -0.074256

b, 2.391857E-03 4.689093E-05 2.297292E-03 2.486421E-03

b, -2.86472E-05 4.332001E-06 -3.738351E-05 -1.991088E-05

b, 1.171313E-07 1.025966E-06 -1.951927E-06 2.186189E-06

Zavisle proménna: v

Nezavisle proménna: x

Model: y=(ay+ax+ax+ax)/(1+bx+bX +hxX +hx)

R’ 0.990159

Pocet iteraci: 10
Model numericky: ((11.79254-(.2795364)*(x)+(5.810308E-03)*(x)"2-(4.172031E-05)*(x)"3)/(1-
(.0783304)*(x)+(2.391857E-03)*(x)"2-(2.86472E-05)*(x)"3+(1.171313E-07)*(x)"4))

Asymptoticka korela¢ni matice parametri

a, a, a, ay b, b, b, b,
a, 1.000000 -0.668342 0.251252 -0.126446 0.045937 0.033491 -0.444426 0.769239
a, -0.668342 1.000000 -0.826039 0.725516 0.586512 -0.664699 -0.127771 -0.364811
a, 0251252 -0.826039 1.000000 -0.986996 -0.937223 0.967391 0.655601 0.217490
as -0.126446 0.725516 -0.986996 1.000000 0.978499 -0.991658 -0.765633 -0.176658
b, 0.045937 0.586512  -0.937223 0.978499  1.000000 -0.989097 -0.867018 -0.095811
b, 0.033491 -0.664699 0.967391 -0.991658 -0.989097 1.000000 0.801153 0.123138
b, -0.444426 -0.127771 0.655601 -0.765633 -0.867018 0.801153  1.000000 -0.139159
b, 0.769239  -0.364811 0.217490 -0.176658 -0.095811 0.123138 -0.139159 1.000000

Je-li absolutni hodnota korelace vy$si nez 0.95, je pfesnost parametru podeziela.

Predikované hodnoty a analyza klasickych rezidui

Radek Predikce Dolni mez Horni mez

X y Vp 95.0% 1i. s. 95.0% 1i. s. Reziduum
1 10.69182 21.76471 23.39933 20.2282 26.57045 -1.634617
2 12.26415 26.47059 26.25687 23.30506 29.20868 0.2137172
3 13.83648 31.17647 29.50871 26.70471 32.31271 1.667763
4 15.4088 35.88235 33.16126 30.38701 35.93551 2.721093
5 16.98113 38.23529 37.18533 34.38747 39.98318 1.04997
6 18.55346 40.58823 41.49773 38.6993 44.29615 -0.9094926
7 20.12579 4294118 45.94416 43.17859 48.70974 -3.002987
8 20.12579 4529412 4594416 43.17859 48.70974 -0.6500469
9 21.69811 47.64706 50.29161 47.55496 53.02825 -2.644546
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23.27044
24.84277
26.41509
27.98742
29.55975
27.98742
21.69811
32.7044
34.27673
34.27673
35.84906
37.42138
37.42138
38.99371
40.56604
42.13836
43.71069
45.28302
46.85535
48.42767
50.000
53.14465
57.86164
59.43396
62.45283
66.47799
73.92453
81.16982
78.59119
77.01887
75.44654
69.09434
71.71069
82.57861
83.78616
85.19497
86.40252
87.61006
89.22012
91.03145
91.83648
92.64151

54.70588
57.05882
59.41177
61.76471
61.76471
59.41177
52.35294
59.41177
57.05882
54.70588
52.35294
50.000

47.64706
45.29412
42.94118
40.58823
40.58823
38.23529
35.88235
35.88235
33.52941
31.17647
29.70588
29.70588
29.41177
28.52941
28.52941
31.76471
30.29412
29.11765
29.11765
2794118
27.79412
31.76471
31.17647
30.29412
29.26471
27.79412
26.32353
24.85294
23.38235
22.05882

54.24173
57.47352
59.71032
60.78881
60.69903
60.78881
50.29161
57.6542

55.19875
55.19875
52.45885
49.63521
49.63521
46.8722

44.26291
41.86002
39.68738
37.74997
36.04123
34.54837
33.25569
31.2057

29.2488

28.84581
28.36928
28.26572
29.31248
30.7306

30.34191
30.00762
29.65103
28.47773
28.87128
30.78054
30.67746
30.32524
29.76715
28.91596
27.23518
24.48924
22.96273
21.2528

51.50516
54.71762
56.93428
58.00365
57.92286
58.00365
47.55496
54.93171
52.49294
52.49294
49.75431
46.9237

46.9237

44.15504
41.54681
39.15155
36.98952
35.06122
33.35659
31.86112
30.5592

28.47747
26.47584
26.06691
25.59633
25.5267

26.57718
27.96259
27.55837
27.23381
26.89622
25.75909
26.15429
28.0286

27.92962
27.55765
26.96264
26.07486
24.39041
21.65272
20.02536
18.05387

56.97831
60.22942
62.48635
63.57397
63.4752

63.57397
53.02825
60.37669
57.90457
57.90457
55.16339
52.34673
52.34673
49.58937
46.97902
44.56849
42.38524
40.43872
38.72587
37.23561
35.95218
33.93393
32.02176
31.62471
31.14223
31.00475
32.04779
33.49862
33.12545
32.78143
32.40585
31.19637
31.58828
33.53248
33.4253

33.09282
32.57165
31.75706
30.07995
27.32576
25.90011
24.45173

0.4641487
-0.4146998
-0.2985483
0.9758998
1.065677
-1.37704
2.061334
1.757568
1.860069
-0.4928702
-0.1059121
0.364788
-1.988152
-1.578087
-1.321735
-1.271782
0.9008505
0.4853272
-0.158876
1.33399
0.273719
-2.923354E-02
0.4570828
0.8600686
1.042489
0.2636867
-0.7830742
1.034105
-4.778932E-02
-0.8899736
-0.5333864
-0.5365493
-1.077167
0.9841667
0.4990151
-3.111753E-02
-0.5024396
-1.121842
-0.9116499
0.3637006
0.4196216
0.8060208
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Plot of Y = PolyRatio(X, 3, 4) Normal Probability Plot of Residuals of Y
70.0 3.0

55.0 1.3
>
S
@
> 40.0 T .05
=
w
]
25.0 23
10.0 -4.0
0.0 25.0 50.0 75.0 100.0 3.0 1.5 0.0 1.5 3.0
X Expected Normals
Obr. 9.15a Tésnost prolozeni experimentalnich bodu Obr. 9.15b Q-0 graf rezidui.

modelem.

Zaver: Jelikoz jsou pasy intervalu spolehlivosti predikce pomérné€ izké a rovnomérné, lze
povazovat nalezené odhady parametrii a regresni model za konecné.

Vzorova uloha 9.14 Aproximace piku

Aproximujte pik, zadany diskrétnimi hodnotami, vyuzitim linearni, kvadratické a kubické
spline regrese pro piipad, Ze v kazdém intervalu / ma leZet pét bodi. Stanovte také plochu
pod timto pikem.

15.0 15.0
o
y y
7.5 7.5
00L° 0.0
. . 22.0
0.0 11.0 X 22.0 0.0 11.0 X
Obr. 9.17a Linearni spline aproximace. Obr. 9.17b Kvadraticka spline aproximace.
Data: n=14
X; 1 3 4 6 7 9 10 11.5 13.5 14.5 16 17 19 21
¥, 1 1 3 4 10 11 14 12 12.5 7.5 6 2 2 1

Reseni: Vysledek C’-regrese s modelem ve tvaru linearniho spline je zndzornén na obr.
9.17a. Pii znalosti koeficientt linearniho spline 1ze snadno analyticky urcit integral 7 od x
=1dox=21,7=130.269. Vysledek C'-regrese s modelem ve tvaru kvadratického spline
je znazornén na obr. 9.17b. Stejnym zptisobem jako u linearnich spline byla uréena plocha
pod pikem 7 = 126.068. Na obr. 9.18 je zndzornén vysledek C -regrese s modelem ve tvaru
kubického spline. Plocha pod pikem je v tomto ptipad€ rovna /= 111.43.
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15.00

7.50

0.00
0.00 11.00 X 22.00

Obr. 9.18 Kubicka spline aproximace.

Zaver: 1 kdyz neni zvolené déleni ani pocet uzlovych bodt optimalni, ukazuje tento piiklad
rozdily mezi spline modely riznych stupnti. Pro ptipad, kdy se pozaduje urceni derivace, je
vhodné volit kvadraticky ¢i kubicky model.

Vzorova tloha 9.15 Aplikace postupu usekové polynomické regrese

Na datech dlohy S9.08 je tieba aproximovat body neasociativni zavislosti a nalézt oba
uzlové body zvratu u tif vétvi prokladané kiivky typu linearni-linearni-linedrni vétve.
Data: pouzijeme data alohy S9.08.

Reseni: Je uveden minimalizaéni proces postupného zjemiiovani odhadii nezndmych
parametrd a postupné snizovani hodnoty minimalizované sumy Ctverct rezidui U az k
dosazeni minima U, .

Pritbéh minimaliza¢niho procesu sumy ¢tverci rezidui

Iterace Suma ¢tverci

Rezidui A B C D
0 91978.17 13.73333 1.396706 0.0000 32.7044
1 128.7423 -22.38974 1.439365 -1.41563 32.7044
2 98.84669 -18.73867 1.417875 -1.451389 31.90939
3 97.88834 -18.97554 1.433407 -1.477436 31.87549
4 97.88829 -18.97609 1.43342 -1.477446 31.87606

Dosazeno konvergenéniho kritéria.

Po dosazeni minima sumy ¢tverct rezidui je ti$téna tabulka nejlepsich odhadt stanovovanych parametrii regresniho
modelu vSech tii vétvi prokladané kiivky a hodnoty bodti zvratu prvni a druhé vétve a druhé a treti vétve kiivky.

Odhady parametri modelu

Parameter Odhad Asympt. Dolni mez Horni mez
parametru smér. odch. 95% i. s. 95% i. s.
A -18.97609 2.371069 -23.79468 -14.1575
B 1.43342 4.792372E-02  1.336028 1.530813
C -1.477446 5.087956E-02  -1.580845 -1.374046
D 31.87606 0.5111715 30.83723 32.91488
E 1.428675 4.940346E-02  1.328275 1.529075
F 55.26949 0.4470693 54.36093 56.17804
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Zavisle proménna: y

Nezavisle proménna: X

Model: y = Linear-Linear-Linear (x)
Koeficient determinace R*: 0.975292

Rovnice modelu: -18.97609+1.43342%x - 1.477446*(x - 31.87606)*SIGN(x - (31.87606) +
+1.428675%(x - 55.26949)*SSIGN(x - 55.26949)

Odhadované parametry:

y=a, +bx kdyz x <§,

y=a,+byx kdyz§ <x#§),

y=ay+byx, kdyzx > &,

kde a, = 12.89089, a, = 107.0812, a; =-50.84307, b, = 1.482191, b, =-1.4727, b, = 1.384649.

Hodnoty soufadnice x bodii zvratu: & = 31.87606 &, = 55.26949

Dolni a horni mez 95% intervalu spolehlivosti odhadovanych parametrii byla vy¢islena dle vzorce pro velké vybéry,
platici pro vice nez 25 bodi. Rovnice modelu s odhady neznamych parametri umoziuje predikovat zavisle
proménnou y pro libovolné hodnoty nezavisle proménné x. Odhadované parametry piinasi rovnice piimek viech
tif vétvi prokladané kiivky a ukazuje na soufadnici x obou bodu zvratu &, = 31.87606 a &, = 55.26949.

Asymptoticka korela¢ni matice odhadi parametra

A B C D E F
1.000000  -0.859286 0.199576  0.127212  -0.628010 -0.671159
-0.859286  1.000000  -0.501307 -0.411324 0.453763  0.463477
0.199576  -0.501307 1.000000  -0.110813  -0.543587 0.394458
0.127212  -0.411324 -0.110813  1.000000  0.513127  -0.257576
-0.628010 0.453763  -0.543587 0.513127  1.000000  0.043351
-0.671159  0.463477  0.394458  -0.257576  0.043351  1.000000

HE T AR >

Jsou-li korelace vysoké, napt. absolutni hodnota korela¢niho koeficientu je vyssi nez 0.95, pfesnost parametri je
podeziela.

Predikované hodnoty a analyza rezidui

Radek Predikovana  Dolni mez Horni mez
x y hodnota 95 % i. s. 95 % i.s. Reziduum
1 9.119497 26.47059 26.40772 22.50505 30.3104 6.286404E-02
2 10.69182 28.82353 28.73821 24.91603 32.5604 8.531865E-02
3 12.26415 31.17647 31.0687 27.31541 34.82199 0.1077657
4 13.83648 35.88235 33.39919 29.70256 37.09583 2.483162
5 16.98113 35.88235 38.06017 34.43795 41.6824 -2.177817
6 20.12579 40.58823 42.72115 39.11903 46.32327 -2.132915
7 21.69811 4529412 45.05164 41.43882 48.66445 0.2424791
8 24.84277 50.0000 49.71262 46.03753 53.38771 0.2873817
9 27.98742 57.05882 54.3736 50.58421 58.16299 2.685227
10 27.98742 52.35294 54.3736 50.58421 58.16299 -2.020656
11 31.13208 59.41177 59.03458 55.08336 62.98579 0.3771898
12 32.7044 59.41177 58.91739 54.82736 63.00743 0.4943722
13 35.84906 54.70588 54.28626 50.40296 58.16956 0.4196204
14 40.56604 47.64706 47.33957 43.67289 51.00624 0.3074946
15 43.71069 42.94118 42.70843 39.11507 46.30179 0.2327485
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16 43.71069 40.58823 42.70843 39.11507 46.30179 -2.120195

17 45.28302 38.23529 40.39286 36.81327 43.97246 -2.157569

18 46.85535 40.58823 38.0773 34.4959 41.65869 2.510936

19 46.85535 38.23529 38.0773 34.4959 41.65869 0.1579967

20 50.0000 33.52941 33.44617 29.81478 37.07755 0.0832449

21 51.57233 31.17647 31.1306 27.45165 34.80955 0.0458671

22 51.57233 28.82353 31.1306 27.45165 34.80955 -2.307069

23 53.14465 31.17647 28.81503 25.07418 32.55589 2.361433

24 54.71698 26.47059 26.49947 22.68307 30.31587 -2.888087E-02

25 57.86164 28.82353 29.27502 25.44972 33.10032 -0.4514848

26 59.43396 31.17647 31.45214 27.69921 35.20506 -0.2756702

27 62.57862 35.88235 35.80638 32.16622 39.44654 7.597418E-02

28 62.57862 38.23529 35.80638 32.16622 39.44654 2.428914

29 64.15094 38.23529 37.9835 34.38272 41.58427 0.2517979

30 65.72327 40.58823 40.16063 36.58738 43.73388 0.4276057

31 65.72327 42.94118 40.16063 36.58738 43.73388 2.780549

32 67.2956 40.58823 42.33775 38.77988 45.89562 -1.749516

33 67.2956 38.23529 42.33775 38.77988 45.89562 -4.102455

34 68.86793 4294118 44.51487 40.96008 48.06966 -1.573693

35 70.44025 47.64706 46.69199 43.12796 50.25602 0.9550684

36 73.58491 50.0000 51.04623 47.42723 54.66524 -1.046234

37 75.15723 54.70588 53.22335 49.55917 56.88755 1.482527

38 76.72956 57.05882 55.40048 51.67984 59.12111 1.658346

39 78.30189 57.05882 57.5776 53.78976 61.36543 -0.5187755

40 79.87421 59.41177 59.75472 55.88948 63.61995 -0.3429533
Plot of Y1=Linear-Linear-Linear (X1) Normal Probability Plot of Residuals of Y-

70.0 4.0

57.5 - 1.5
>
-
o
- 4 @
T 450 s 10
B}
‘»
Ll
32.5 x .35
o
20.0 -6.0
0.0 20.0 40.0 60.0 80.0 -3.0 -1.5 0.0 1.5 3.0
X1 Expected Normals
Obr. 9.19a Prolozeni tii linearnich vétvi kiivky usekovou Obr. 9.19b O-Q graf pii analyze rezidui.

regresi a hledani 2 bodt zvratu.

Zaver: Prolozeni tfi linearnich vétvi nalezenym regresnim mo
delem zadanymi body je dostatecné tésné. Soucasné byly nalezeny i oba body zvratu &, a &,.

Vzorova uloha 9.16 Urceni bodu ekvivalence u dvou vétvi titracni krivky
Na datech alohy C9.05 je tfeba urcit bod ekvivalence, ¢ili uzlovy bod zvratu dvou veétvi
titracni kiivky v instrumentalni analyze. Protoze vSak okoli bodu ekvivalence mize byt i
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nelinearniho (zakfiveného) charakteru, je tieba vySetiit, zda lze experimentalnimi body
titracni zavislosti aproximovat model s vétvemi linearni-linearni, linearni-kvadratickou,
kvadratickou-linearni a  kvadratickou-kvadratickou.  Titraéni  kiivka se tyka
konduktometrické titrace 0.1 M kyseliny chlorovodikové titrantem 0.1M hydroxidem
sodnym.

Data: pouzijeme data tlohy C9.05, kde x je objem pfidavaného titracniho ¢inidla 0.1M
NaOH a y = (100 - a)/a a a je odectena hodnota délky na odporovém mistku [mm].

Reseni: Byly testovany &tyfi regresni modely a vysledky piinasi tabulka. Protoze R’ neni
dostatecné rozliSovaci kritérium mezi testovanymi modely, byla dana pfednost grafické
analyze klasickych rezidui kvantil-kvantilovym Q-0 grafem. Tento graf ovétuje normalitu
rezidui, které je dosazeno jeding v piipadé spravného regresniho modelu.

Typ vétvi modelu Bod zvratu  Dolni mez Horni mez 100 R? Model je
regrese [ml] 95% i. s. [ml] 95% i. s. [ml]

Linearni-linearni 16.414 16.239 16.588 99.935 Zamitnut
Linearni-kvadraticka 16.402 16.152 16.652 99.935 Zamitnut
Kvadraticka-linearni 16.285 16.214 16.355 99.993 Pfijat
Kvadraticka-kvadraticka 16.273 16.174 16.371 99.993 Prijat

Plot of C905y=Linear-Linear (C905x) Normal Probabllity Plot of Residuals of C90

1.4 0.0
>
1.1 wn
o
D
o
z s
s 08 o
© S
=
0.5 > 00
(3
o
0.2 0.0
0.0 6.3 12.5 18.8 25.0 -2.0 -1.0 0.0 1.0 2.0
C905x Expected Normals
Obr. 9.20a Prolozeni dvou vétvi kiivky usekovou regresi Obr. 9.20b Q-Q graf pfi analyze rezidui.

typu linearni - linearni a hledani bodu zvratu.
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Plot of C905y=Linear-Quadratic (C905x) Normal Probability Plot of Residuals of C90

1.4
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C905x

Obr. 9.21a Prolozeni dvou vétvi kiivky usekovou regresi
typu lineéarni - kvadraticka a hledani bodu zvratu.

Plot of C905y=Quadratic-Linear (C905x)
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Obr. 9.22a Prolozeni dvou vétvi kiivky usekovou regresi
typu kvadraticka - linearni a hledani bodu zvratu.

Plot of C905y=Quadratic-Quadratic (C905
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Obr. 9.23a Prolozeni dvou vétvi kiivky usekovou regresi
typu kvadraticka - kvadratické a hledani bodu zvratu.

0.0

2.0 1.0 0.0 1.0 2.0
Expected Normals

Obr. 9.21b Q-Q graf pii analyze rezidui.

Normal Probability Plot of Residuals of C90
0.0

0.0
-2.0 -1.0 0.0 1.0 2.0

Expected Normals

Obr. 9.22b Q-Q graf pfi analyze rezidui.

Normal Probability Plot of Residuals of C90
0.0

0.0

0.0

0.0

0.0
-2.0 -1.0 1.0 2.0

0.0
Expected Normals

Obr. 9.23b O-Q graf pii analyze rezidui.

Zaver: Nejlepsi regresni model je model s vétvemi kvadraticka-linearni s bodem ekvivalence

(16.29 £ 0.07) ml.

Vzorova uloha 9.17 Vyhlazovani piku

algoritmem SPATH

Vyuzitim Spithova algoritmu urcete vyhlazujici spline pro instrumentéalni data piku za
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predpokladu, ze:

a)vahy B;=1,i=1, .., n

b) vahy B, =B, = 100 a ostatni B, = 1, tj. ptipad, kdy ma vyhlazujici funkce prochazet
body €. 7ac. 9.
Data: jsou uvedena v nasledujici tabulce {x, y}.
Reseni: Vyhlazujici spline pro piipad (a) je spolu s experimentalnimi body znazornén na obr.
9.24 a pro ptipad (b) na obr. 9.25. V tabulce jsou uvedeny hodnoty vyhlazené funkce, prvni
a druhé derivace a integralu v jednotlivych bodech pro ptipad (a).

XA

Vyhlazeni derivace a integral v zadanych bodech, kde 1(x;) * mg(x) dx

a

X, ¥ g(x) g"x) g7) Ix)
1 1 0.729 0.210 0 0
3 1 1.511 0.753 0.543 2.058
4 3 2.496 1.176 0.304 4.026
6 4 5.809 2314 0.834 11.951
7 10 8.282 2375 -0.710 18.991
9 11 11.845 1.304 -0.361 39.475
10 14 12.857 0.608 -1.081 51.884
11.5 12 12.875 -0.407 -0.323 71.374
13.5 12.5 10.877 -1.36 -1.129 95.61
14.5 7.5 8.656 -2.379 0.091 105.42
16 6 5.226 -2.17 0.187 115.79
17 2 3.289 -1.564 1.025 120.0
19 2 1.61 -0.417 0.122 124.51
21 1 0.939 -0.295 0 127.024
15.0 15.0
o
y y
7.5 7.5
0.0 0.0
0.0 110, 220 0.0 1o 220
Obr. 9.24 Kubicky vyhlazovaci spline Obr. 9.25 Kubicky vyhlazovaci spline
B;=1i=1,..,n). (B, =By = 100; B, =1 jinde).

Zaver: Volbou parametrt ; Ize ménit jak globalni, tak i lokalni vyhlazeni dle pfedbéznych
znalosti o vyhlazované zévislosti.

Vzorova uloha 9.18 Vyhlazovani piku algoritmem REINSCH

Vyuzitim Reinschova algoritmu urcete vyhlazujici spline pro data uvedené ve vzorové tloze
9.17. Vypocitejte i hodnoty prvnich dvou derivaci a integralu ve vSech bodech x; .
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Data: jsou uvedena v nasledujici tabulce {x, y}.

Reseni: Na zakladé predb&znych experimenti bylo zvoleno S = 18.72. Vysledny vyhlazujici
spline je spolu s experimentalnimi body znazornén na obr. 9.26. V tabulce jsou uvedeny
hodnoty vyhlazené funkce, prvnich dvou derivaci a integralu.

X,

Vyhlazeni, derivace a integrl v zadanych bodech, kde I(x,) " mg(x) dx

a

X Vi ax) &) g7(x) I(x)
1 1 0.505 0.43 0.0 0
3 1 1.653 0.862 0432 2014
4 3 272 1.26 0363 4168
6 4 6.088 2.093 047 12.648
7 10 8.226 2.144 -0.368 19.775
9 1 11.697 1285 -0.492 39.985
10 14 12,675 0.61 -0.859 52.228
115 12 12.743 -0.439 -0.54 71.488
135 125 10.634 -1.745 -0.765 95.30
145 75 8.623 2159 -0.062 104.96
16 6 6.435 2.159 0256 115.479
17 2 3.526 -1.527 0716 119.969
19 2 1.669 -0.598 0213 124.954
21 1 0.756 -0.385 0.0 127.308
15.0
o
y
7.5
0.0
0.0 1.0 x 220

Obr. 9.26 Kubicky vyhlazujici spline S = 18.72.

Zavér: Pri znalosti rezidualniho rozptylu, odpovidajiciho rozptylu chyb o2 lze volit S = o*(n
- 1). Jinak lze pouzitim Reinschova algoritmu dojit témeét ke stejnym vysledkim jako
Spathovym algoritmem.

Vzorova uloha 9.19 Optimalni vyhlazeni piku

Naleznéte optimalni parametr vyhlazeni pro data ze vzorové tlohy 9.17 pii uziti Silver-
manova postupu.

Reseni: Bylo uréeno ¢, = 1.5°10°. P¥i pouziti Spithova algoritmu bylo voleno w = 1, takze
B; = 1/a. Pro ur¢eni optimalniho parametru vyhlazeni a byla volena metoda ptleni intervalu
pro logaritmické déleni In a. Vyslo o = 3.3446, tj. B, = 0.2988, i = 1, ..., n. Pribc¢h
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optimalniho vyhlazujiciho spline je spolu s experimentalnimi body zobrazen na obr. 9.27.
15.00

y

7.50

0.00

0.00 11.00 X 22.00

Obr. 9.27 Optimalni vyhlazujici spline.

Zaver: Aproximativni Silvermantiv postup poskytuje pii své jednoduchosti v praxi
pouzitelné vysledky a je vhodny pro automatizovany vybér vhodného parametru vyhlazeni
s vyuzitim pocitace.

Vzorova uloha 9.20 Neparametricka regrese piku

Naleznéte neparametricky regresni model p(x) pro data ze vzorové ulohy 9.17 pfi vyuziti
rovnice modifikovaného vyhlazujiciho neparametrického regresniho modelu.

Reseni: Na obr. 9.28 je zndzornéna modifikovana neparametricka regrese pro & = 5.9, které
bylo urceno na zakladé vizualniho porovnani vysledkl pro nékolik hodnot §.

15.00
y o °
7.50
0.00
0.00 11.00 X 22.00

Obr. 9.28 Neparametricka regrese.

Zaveér: Také jednoduchy model neparametrické regrese umoziuje numerické vyhlazeni, jez
vyhovuje praktickym potfebam.

Vzorova uloha 9.21 Porovnani viastnosti linedarnich a nelinearnich filtru
Na sinusoidalnich datech, zatiZzenych jak ndhodnymi normalné rozdélenymi chybami, tak
1 hrubymi chybami, ovéite vlastnosti Hippeho filtru, dale filtru 53H a filtru 3T.

Data: n = 50. Pro stoupajici hodnoty i byly generovany hodnoty zavisle proménné y; dle
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vzorce y; =2 sin(i) + 0.5 N(0, 1) + & R, , kde N(0, 1) jsou ndhodné veliC¢iny s normalnim
rozdélenim, nulovou stfedni hodnotou a jednotkovym rozptylem. R; je ndhodna veli¢ina
nabyvajici hodnot 0 a 1 v zavislosti na hodnotach generatoru pseudondhodnych ¢isel a 6 =
7.5.

10

-10

0 5 i 10
Obr. 9.29 Vyhlazeni pomoci Hippeho filtru.

Reseni: Vysledky vyhlazeni jsou uvedeny na obrazcich 9.29, 9.30 a 9.31. Pro ilustraci jsou
hodnoty Z; spojeny linearnimi tseky. Obr. 9.29 ukazuje vyhlazeni pomoci Hippeho filtru.
Je patrné, Ze hrubé chyby zplisobuji znac¢né prekmitavani a ani vyhlazeni pro gaussovské
chyby neni pfili§ dokonalé. Obr. 9.30 ukazuje vyhlazeni pomoci nelineérniho filtru 53H. Je
patrna necitlivost na pfitomnost hrubych chyb. Obr. 9.31 ukazuje vyhlazeni pomoci
nelinearniho filtru 3T. Také zde neovlivituji hrubé chyby proces filtrace. Vznikaji vSak
lokalni linedrni Gseky.

10 10

-10 -10
0 5 i 10 0 5 i 10
Obr. 9.30 Vysledek vyhlazeni filtrem 53H. Obr. 9.31 Vysledek vyhlazeni filtrem 3T.

v

Zaver: Linearni filtry jsou obecné nerobustni. Z nelinearnich se jako nejvhodnéjsi jevi filtr
53H, ktery lze jednoduse zafadit do programi pro pfedzpracovani analytickych signald,
pokud Ize o¢ekavat vyskyt hrubych chyb.
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Vzorova tloha 9.22 Viiv délky regresniho filtru na vyhlazujici viastnosti Pro
data generovana ve vzorové tloze 9.21 sestrojte Cislicovy kvadraticky filtr (d = 2) o délce
F=2N+1="7ataké o délce F = 13.

Reseni: Vysledek vyhlazeni pro F = 7 je zndzornén plnou &arou na obr. 9.34, jez vznikla
spojenim vyhlazenych hodnot linearnimi useky.

10 -10

0 5 i 10 0 5 / 10
Obr. 9.34 Vyhlazeni kvadratickym regresnim filtrem Obr. 9.35 Vyhlazeni kvadratickym regresnim
délky N=17. filtrem délky N = 13.

Vyhlazeni pro F' = 13 je znazornéno na obr. 9.35.

Zaver: S rustem délky filtru dochadzi k omezeni vlivu hrubych chyb. Na druhé strané vsak
pfi nadmérném rdstu N roste nebezpecné "prevyhlazeni", vedouci az k odstranéni
i nendhodné lokélni zmény tvaru.

Vzorova uloha 9.23 Filtrace absorpcniho spektra fenolové cervené

Bylo prométeno spektrum fenolové ervené pii pH = 8.1 v rozsahu vinovych délek 390 az
660 nm s intervalem 10nm. Proved’te vyhlazeni pomoci klouzavych parabol.

Data: hodnoty absorbance zac¢inaji od 390 nm: 0.1114, 0.1091, 0.1259, 0.1438, 0.1606,
0.1742, 0.1837, 0.1906, 0.1959, 0.2083, 0.2284, 0.2632, 0.3149, 0.3845, 0.4723, 0.5717,
0.7103, 0.8960, 0.9735, 0.7030, 0.3291, 0.1224, 0.0424, 0.0159, 0.0069, 0.0037, 0.0025,
0.0020.

Reseni: Na obr. 9.36 je ptivodni naméfené spektrum. Pro SMP . 7je F . 5a N = 2.
Vyhlazené hodnoty jsou na obrazku znazornény hvézdickami.
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Obr. 9.36 Vyhlazeni bodi spektra (kolecka) pomoci klouzavych parabol N = 2 (hvézdicky).

Zaver: Kvalita vyhlazeni zavisi na volbé délky (2N+1).

Vzorova uloha 9.24 Vypocet hustoty kyseliny fosforecné
Pro laboratorni vypocet je tieba znat hustotu 68%ni kyseliny fosforecné. V tabulkach jsou
vSak uvedeny hustoty s intervalem 5 hm. %. Urcete pozadovany tidaj vyuzitim spline
interpolace.
Data: V rozmezi 60 az 80 hm. % byly z tabulek odeéteny nasledujici hodnoty

¢ [hm. %] 60 65 70 75 80

5 10° [kg m”] 1.426 1.475 1526 1.579 1.633

Reseni: Programem Spline byla uréena hustota 68%ni H,PO, rovna 1505 kg. m.
Zaver: Program SPLINE lze pouZzit nejenom pro zndzornéni grafu interpolujici funkce,
vypocet derivaci, resp. integralu, ale také pro interpolaci v tabulkach.

Vzorova uloha 9.25 Urceni chybéjici hodnoty v infracervenem spektru

Pfi méfeni infraéerveného spektra methylsulfonylchloridu doslo k vypadku registra¢niho
zafizeni tiskarny a nebyla zaznamenéna hodnota pro vlnoget v= 1165 cm™. Urcete chyb&jici
hodnotu.

Data: n=10
Vem] 1160 1161 1162 1163 1164 1166 1167 1168 1169 1170
A 0.0466  0.0539  0.0631  0.0744 00883  0.1254  .1482  0.17112 0.1907  0.2023

Reseni: Protoze lze otekavat, ze naméfené hodnoty absorbance nebudou zcela piesné, byl
pouzit program pro spline regresi, vyuZivajici parabolickych spline. Stupen blizkosti modelu
k experimentalnim bodim se fidi vybérem uzlovych bodui. Byla zvolena strategic
automatického vkladani uzlt tak, aby mezi nimi byly stejné vzdalenosti (tzv. konstantni
uzlové intervaly).

Vliv poétu uzlt kvadratické spline regrese na hodnotu absorbance pfi vinoétu ¥ = 1165 cm™!
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3 4 5 6 7 8

Pocet uzli 2
0.10555 0.10507  0.105288  0.105201  0.105271  0.105264

A pro V=1165 0.10462

Zaver: Z tabulky je patrné, Ze s ristem poctu uzli se stabilizuje hodnota absorbance.
Vyhodou spline regrese je jeji flexibilita, coz umoziuje pouziti i pro komplikované

nelinearni zavislosti.



