9
INTERPOLACE A APROXIMACE

Interpolace a aproximace funkci nebo experimentélnich dat zahrnuje fadu technik. Ugelem
je provést nahradu funkcee f{x), zadané hodnotami {x,, y;}, i = 1, ..., n, vhodnou aproximujici
funkci g(x). Za aproximujici funkci g(x) se Casto voli linearni kombinace m-tice
elementarnich funkci g;(x)

g(x) c; gx) .
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Ptikladem elementarnich funkei g (x) jsou polynomy, racionalni funkee, podily polynomil,
trigonometrické funkce, exponencialni funkce atd. Aproximujici funkce souvisi se zadanim
dané ulohy a ovliviiuje stupen aproximace. Ten se obycejn¢ vyjadiuje jako vzdalenost mezi
aproximujici funkci g(x) a aproximovanou funkci f{x), resp. diskrétnimi hodnotami y;.

Zvlastnim ptipadem aproximace je interpolace: pii interpolaci zavislosti se sestrojuje
funkce g(x) tak, aby prochéazela zadanymi body {x, y.,}, i = 1, ..., n, a spliiovala ptitom
podminky tykajici se jejiho tvaru.

Pti interpolaci funkci musi byt v definovanych bodech &, i = 1, ..., n, nazvanych uzlové
body interpolace, funkce f(x) a g(x) spojité ve funk¢nich hodnotach a hodnotach zvolenych
derivaci

ﬂ/)(a";i) " g(/)(a";l.), i1, .,n  jTO0, ..

Zde % oznauje j-tou derivaci a 7, je maximalni derivace v i-tém uzlu, ve které jsou obg,
aproximovana a aproximujici funkce, totozné.

Interpolace se v technické praxi vyuziva pro

(a) zespojiténi tabeldarnich udaji, naptiklad teplotni zavislosti fyzikalné chemickych
konstant, jako jsou rozpustnost, hustota, iontovy soucin, relativni permitivita, soucin
rozpustnosti atd.;

(b) ndhradu slozitych funkci f(x) nebo funkci, které nelze ptimo vy¢islit. Pfikladem jsou
Besselovy funkce, funkce Gamma, nekone¢né fady atd.;

(¢) numerickou derivaci a integraci,

(d) kresleni grafu zavislosti zadané tabulkou.

Ptedpokladem interpolace zévislosti jsou deterministické hodnoty soufadnice x a jim
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vané) hodnoty (napf. Cas, teplota) a y; jsou jim odpovidajici experimentalné¢ zméfené
hodnoty (napf. koncentrace, absorbance, napéti, proud atd.). Experimen-talni hodnoty y jsou
pak zatizeny ndhodnymi chybami.

Pfi aproximaci zavislosti se predpoklada aditivni piisobeni chyb typu

yi ©oely) %y .

Pokud je druh funkce g(x) pfedem znam, prechazi tiloha aproximace na ulohu (ne)linedrni
regrese. Pokud se voli g(x) ve tvaru linearni kombinace elementarnich funkci, jde o tlohu
linedrni regrese. Rovnéz uloha aproximace funkce se ptevadi na tlohu regrese, kde se vSak
soucty nahrazuji integraly.

Aproximace se v technické praxi vyuziva k

(a) vyhlazovani zavislosti, tj. k eliminaci nahodnych chyb g.. Pokud se data y, pouze
nahrazuji hodnotami g(x,) a x,., - x, = A, i = 1, ..., n - 1, jde o tlohu cislicové filtrace.
Vyhlazeni se uzivaji k ur€eni vyhlazenych hodnot g(x) nebo ke kresleni graft;

(b) nahrade rozsahlych souborii dat funkcemi, obsahujicimi mén¢ parametrt, k u¢elim
uchovani informaci o datech, napt. v paméti pocitace;

(¢) numerické derivaci a integraci experimentalnich dat, zatizenych nahodnymi
chybami;

(d) tvorbe specialnich empirickych modelii regresniho typu, jako je spline-regrese.

V tad¢ technickych uloh je interpolace a aproximace dil¢i ¢asti postupu zpracovani dat.
V této kapitole jsou uvedeny vybrané, nejvice uzivané techniky aproximace a interpolace
funkci, resp. zavislosti. Vedle klasickych postupti jsou uvedeny i postupy, které vyuzivaji
po castech definovanych funkci (piecewise-funkci).

9.1 Klasické interpolacni postupy

Ulohou interpolace je nalezeni funkce g(x) tak, aby pro n hodnot x, < x, < ... <x, (v piipadé
zavislosti), nebo pro n uzld & < &, < ... <&, (v ptipad¢ funkci) platila ivodni rovnice.
Protoze plati x; = £, budeme oznacovat uzly také symbolem x,. Mezi nejznaméjsi postupy
patii polynomickd interpolace, ktera hleda polynom g(x), spliujici tvodni podminku
F9E) = g¥(&). Hledany polynom je stupné nejvyse

m r,%né&l.

1

Pokud je pozadavkem shoda pouze ve funkénich hodnotéch, jsour =0,i=1, ..., n, a n-tice
bod je interpolovéana jednoznacné polynomem (# - 1)niho stupné. Z tvodni podminky se
sestavi m linedrnich rovnic, ze kterych se vypoctou odpovidajici koeficienty c; .
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9.1.1 Lagrangeova a Newtonova interpola¢ni formule

Formule se uzivaji pro ptipad r;, = 0, kdy se konstruuje polynom stupné nejvySe m =n - 1,
interpolujici n uzlovych bodd, a kdy plati y; = f(x,) = g(x,). Interpolacni polynom spliujici

tyto podminky Ize vyjadfit jako linearni kombinaci vech y hodnot L, (x) * R gj(x),kde
[l
g(x) jsou polynomy stupné¢ (n - 1) takové, Ze g (x) "0 pro

viechna j .. i, g(x)" 1. Tyto podminky zajiSt'uji, Ze L, (x) je interpolacni polynom (n -

1). stupn€. Funkce g;(x) je znazornéna na obr. 9.2.
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Obr. 9.2 Jednoduchy Lagrangetv polynom.

Polynomy g;(x), splitujici tyto podminky, lze vyjadfit ve tvaru
gj(x) " w; x&x)x&x) .. (x & xj&l)(x & xj%l) w(x&x) "

" W (x & x).
li jl

. 1
< (v, & x)
i1

i

kde normaliza¢ni koeficient w; je roven w; . Lagrangetiv interpola¢ni

polynom ma pOtOl’l’l tvar
L ( ) . n n ( & ) . n noox & 'xi
m X m YW X xl. B
I EAg Fk
i.j i

xi&xj

Tato formulace Lagrangeova interpola¢niho polynomu se hodi pouze pro mald n
a jednoduché rucni vypoéty. Pro vypoclty s vyuzitim pocitace se doporucuje tzv.
barycentrickd reprezentace ve tvaru



n Wj
. 7'1 Y x & X;
L, (x) - pro  x ..x; ,
-
7'1 x & X;

L,(x) "y prox™x .
Tato reprezentace interpolacniho polynomu je numericky stabilni a navic lze pro rizna
déleni uzlti x,, i = 1, ..., n, uréit normaliza¢ni koeficienty w, analyticky’.
V pfipad¢, ze byl Lagrangetv interpolacni polynom pouzit pro interpolaci n-tice
funkénich hodnot f{x,) znamé funkce f{x), plati pro chybu interpolace v libovolném bod¢ x
vztah

) & Ly " L9 S g
71 !

n!
kde x, < a <x,. Nevyhodou tradi¢niho vyjadfeni interpolacniho polynomu v Lagrangeové
tvaru je pozadavek na opétovné piepocitani vSech ¢lent pfi pfidani dalsiho bodu x,,,, 3., -
Z tohoto hlediska je pii postupném piidavani uzli vyhodnéjs$i Newtonova interpolacni
formule, pro kterou plati
j&l

P .(x) " a; < (x &x) .
17kt
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Pfidani bodu x,,,, v,., pak vede k interpola¢nimu polynomu
Pm%l(x) ’ Pm(x) % A (x & xk) .
k"1

Z této rovnice vychazi pii dosazeni za x = x; pro koeficient a,., vztah

n%1 n%1
. . Vi
an%l Jl Wi yi Jl n%1
i 7
(x. & x,)
1 ! J

J
joi

Pro ostatni koeficienty a,, k=1, 2, ..., n polynomu P, plati

k n%1
ak'jlwfyi (O &x) .

J k%1

Koeficienty a, se nazyvaji postupné diference funkce f{x) a nulta postupna diference je g,
= y,. Ostatni postupné diference 1ze definovat rekurentné. Pro prvni postupnou diferenci
plati

. g % g . &y
x, & x, x, & x, x, & x,

[x,, x,1f -



Pro druhou postupnou diferenci je
3 &3 o 22 &0
Lo & X, I, X &x,  x, &x

x, & x| x, & x|

3

a pro i-tou postupnou diferenci a,,, plati
o gy o XU & [xg, o x(If

Qi1 )

Xopt & X,

a, (o &x) 0 ....0||4

Jj"2 ’
a4, d,

i, & x;) x, & x) . ... 0

. Jj"3 T3
. . . . J

a1 (x, &x,) (x,&x) . ...0 nél
Dl 1 A N

Pfi sestavovani postupnych diferenci se s vyhodou sestavuje tabulka, jejiz diagonalu tvori
koeficienty a,. Tak jsou definovany vztahy mezi koeficienty @ Newtonovy formule
a koeficienty w, y, = d, Lagrangeovy formule. Pfi znalosti koeficientll ¢, miizeme stanovit
koeficienty d, feSenim soustavy » linearnich rovnic®.
Postup efektivniho vypostu d,, i =1, ..., n, z této soustavy rovnic je popsan v praci’.
Na jeho zakladé byl odvozen algoritmus pro efektivni vypocet normalizacnich koeficienti
w;, j =1, ..., n, ktery lze vyjadfit posloupnosti vztahi:
aV=1, qV=0, k=2,..,n,

a” = a,"V/(x, - x), k=1,2,..,i-1,
afV=q®-a i=2,3,..0m,
w, =a.

Uzitim tohoto schématu je pocet operaci potiebnych pro vy¢isleni polynomu v Lagrangeove
tvaru shodny s poétem operaci pro vyéisleni koeficienti v Newtonové tvaru’.

Vytvafeni postupnych diferenci

Data Prvni diference Druhé diference ... (n-1)ni diference
N
beo ¥, 1S
X, [x3, x5 x,1 f
(x5, X1 f
X3 V3 [ X5, X,] f

[y X311
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9.1.2 Hermitovska interpolace

Pfi této interpolaci se pozaduje, aby interpolac¢ni polynom H, se svou prvni derivaci
souhlasil ve vSech uzlovych bodech s danou funkci a jeji prvni derivaci. To znamena, Ze 7;
=1,i=1, ..., n ainterpola¢ni polynom je stupné (2 n - 1). Oznacime-li hodnoty derivaci
v uzlovych bodech x; jako y';, mizeme psat

n n

O FUCEN RO

1

kde h(x) " [1 & 2(x & x)) g)(x)] g/(x) a h(x) " (x & x,) g/ (x).V tchto vztazich jsou

g,(x) elementarni Lagrangeovy polynomy. Pro Hermitovskou interpolaci je vhodné pouzit

barycentrického tvaru
w, w, w, )
&vi| v %w, Vi
x&x

n
7'1x&xi ;

H,(x) *

pro  x .. x;

n
Pro koeficienty v, plati® v, 2w § , i " 1,2, ..,n. V praci’ je uveden
J
i
efektivni algoritmus simultanniho postupného urcovani koeficientt w; a v;.

9.1.3 Racionalni interpolace

Pfi této aproximaci je interpolujici funkce R, (x) definovéna jako podil polynomu stupné m
(v citateli) a polynomu stupné / (ve jmenovateli)
P, (x)

R, ()" % .
!

Tato aproximace nahrazuje klasickou polynomickou interpolaci stupné (m + 1). S vyhodou
se pouziva racionadlni aproximace typu Padé



x & x,
R(x) " b, %

x & x,
b, %

by % x & xg

be % .

Misto tohoto zapisu se pouziva i zkracena forma

x&x x&x, x & x4,
R(x) * b, %
b, % b, % b,
Pro uréeni koeficientt b, ..., b, tak, aby R(x) interpolovala zadanou funkci v n uzlech, se
pouziva rekurentnich formuli
R * b %S
X o
1 1 R,(x)
R * by % 20
X 0
2 2 R
x & x,
R(x) " b, % ——
Ry (%)
R(x " b,

Za ptedpokladu, ze R,,,(x) ... 0, dostavame, Ze

b, " R(x), proi " 1, .., n .

Pro interpolaci musi jesté platit omezeni, ze

RE) "y, i"1, .,n.

Z této rovnice ptimo plyne, ze b, = y,. Z ptedeslych rovnic lze také urcit, ze plati
x; & X;

Ry (x) " —— i "j%1,;%2 ...n.
o1 (%) R() &b, J J

Vyuzitim této rovnice lze proj =1, 2, ..., n - 1, po€itat R;,,(x) proi=j+1,j+2, .., n,
aurcovat b, = R;,,(x;,)). Timto postupem se jednoduSe ur¢i koeficienty Padé interpolace.
Pokud vyjde R,,(x)) proj =1, ..., n - 2 rovno nule, nelze tento postup pouzit.

9.2 Spline interpolace

Uzivani polynomialnich interpola¢nich formuli ma fadu nevyhod. Jsou totiz sloZeny
z elementarnich funkci definovanych na celé realné ose, coz vede u interpolac¢nich formuli
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vyssich rada ke vzniku fady lokalnich minim, maxim a inflexnich bodu, které¢ neodpovidaji
prubéhu funkce f{x) Ci tabelované zavislosti {x; y;}, i =1, ..., n. Pfi interpolaci fyzikalnich
zavislosti se stava, ze chovani v jistém intervalu se vyrazné 1isi od jejich chovani
v intervalech sousednich. Jde o zavislost tzv. neasociativni povahy. Z téchto uvah plyne, ze
pro ucely interpolace, ale i aproximace, bude vyhodnéjsi volit lokalné definované funkce,
které budou v mistech vzajemného styku, tj. v uzlech, spojité ve funkénich hodnotach
a hodnotach zadanych derivaci.

Vhodné interpolacni funkce tohoto typu jsou sloZeny z polynomickych tisekt a plati pro
né, ze jsou ze tiidy C"[a, b]. Obecné jsou funkce tiidy C"[a, b] na intervalu [a, b] spojité
v prvnich m derivacich a funkénich hodnotach. Na obr. 9.6 jsou schematicky znazornény
funkce ttidy C°, C', C* a odpovidajici prvni a druhé derivace. Z obr. 9.6 plyne, Ze hladké
jsou viechny funkce od tiidy C'. Pro funkce tiidy C "plati, ze m-ta derivace je linearni
lomena zavislost, (m + 1) derivace je po Castech konstantni a (m + 2) derivace je po ¢astech
nulova, tj. neni definovana v uzlovych bodech &.

c® ct c?
‘S H H
f(x) % i
Y \/ N
— S H
f(x)(1 0 E 0 E/ 0 -
: . S
(2 :
f(x) : /\
0—)<——~---):¢-‘—‘—ae 0 :r: ————— Q----i------

Obr. 9.6 Priklady funkci C°, C', C? a jejich derivaci: H zna¢i hladkd, S znaéi spojité kfivka.

Vyuzitim uvedenych vlastnosti funkci ze tiidy C"/a, b] mizeme definovat obecné
polynomicky spline S,,(x) suzly a =&, <&, <&; <... <&, = b. Tento spline je na kazdém
tseku [§, &1,/ =1, ..., n - 1, reprezentovan polynomem maximéln€ m-t€ho stupné. Pokud
je v n&jakém bodé x, néktera derivace S,”(,) nespojita, jde o defektni spline. Vlastnosti
spline S,,(&,) zavisi na

(a) fadu polynomu m, pficemz se obvykle voli kubicky spline m = 3;

(b) poctu a polohach uzli & <, <...<¢&;

(c) defektech v uzlovych bodech.

Z defektnich spline se omezime na klasické spline, které¢ maji minimalni defekt roven k=1,
tj. patii do tfidy C™'[a, b]. Pro ucely Hermitovské interpolace je vyhodné pouzit spline
defektu k = 2, ktery patif do tfidy C"?[a, b]. Defekt k = 1 umoZiiuje zadat podminky
interpolace a defekt £ = 2 jesté navic podminky tykajici se hodnot prvnich derivaci.

Klasické spline polynomy S, (x) ze tfidy C™'[a, b] je mozno definovat nékolika
zpusoby. Nejjednodussi je pro kazdy interval ;0 [§;,,, &1,/ = 1,2, ..., n - 1, definovat lokalni



m

polynom Pj(x) ", % ; c, (x & éi)k, pro x O I, . Tento zapis je redundantni, protoze
1

P,(x) obsahuje v k.alirdém (m + 1) intervalu parametrt ¢, a celkoveé pak n (m + 1) parametru.

Nejefektivnéjsi je vyjadfeni spline S,,(x) jako linearni kombinace bazovych B-spli-ne
s minimalni podporou. Bdzovy B-spline B,,; je definovan v (m + 1) uzlovych bodech &, <

Emn < ... < & jako normalizovand m-td pomérna diference useknutého polynomu
m&l

g8 7 (€ & x)y
B, " (& & &,) [Eg, - §l gV praxi se pro vypocet normalizovanych B-spline

. Vyuzitim formalnitho zapisu postupné diference muizeme psat

pouziva rekurentni formule

x & & & x
B, ) 5

YR
éj&l & E_;j&m &1,&1 & &

B, ’/.(x) .
5 E-’j&m%l

Zacina se od B, (x), pro kter¢ plati

. 1 pro 5,/&1 Hx# &/
B, (x) .
0 jinde
Bazové B-spline m-tého fadu maji zajimavé vlastnosti:
(a) jsou kladné pouze v intervalu & ,, <x <& a vSude jinde nabyvaji nulovych hodnot,

B,(x) > 0 pro &, <x<§g
BmJ(x) "0 jinde

(b) jsou normalizované, tj. J(/—) BmJ(x) "1 pro vSechna & <x <& ;
(c) na intervalu (§,,,, &) je B,,;(x) spline polynom stupné€ (m - 2) s uzlovymi body (&,
&Eimets -+ §)- To znamend, ze v kazdém intervalu je mezi dvojici uzlovych bodii vyjadien spoj

polynomem stupné maximalné (m - 1) a patii do tfidy funkci C""z[i_,-,m, &1. Tato vlastnost
plati, pokud jsou vSechny uzlove body & navzajem riizne.

9.2.2 Kubické spline

Kubické spline, nazyvané také krivitkové funkce, patii k nejznaméjSim predstavitelim spline
polynomii. Jejich zakladni vyhodou je, Ze jsou spojité v prvnich dvou derivacich, coz
umozinuje sestrojeni hladké kiivky v prvni derivaci (obr. 9.6). Pouzivaji se hojné ve vSech
oblastech pocitacové grafiky, v systémech CAD/CAM i pro aproximaci funkci, kde maji
fadu vhodnych vlastnosti.

Plati, ze pii aproximaci funkce f(x) kubickym splinem S,(x) je zajisténa minimalni
norma 2@ (x) - S;(x)2 . Dale S;(x) spliuji i podminku

b

m[S3(x)]2dx 6 min,

a
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coZ znamena, ze jistym zpusobem minimalizuji celkovou kfivost interpolujici funkce.
Fyzikalné si 1ze spline predstavit jako idealni elasticky nosnik, se zanedbatelnou hmotnosti,
ktery je zatizen nebo podepten v uzlovych bodech {x,, y;},i=1, ..., n. Tento nosnik zaujme
tvar odpovidajici minimu potencialni energie. Interpola¢ni kubicky spline lze sestrojit pfi
volbé m = 3 piimo z definice. Numericky nejvyhodnéjsi je vSak pouziti B-spline B, (x),
znazornénych na obr. 9.9. Pro ilustraci je vyhodné vyjit ptimo z definice S;(x) jako
polynomické funkee tiidy C*[a, b]. Kubicky spline je pak definovan podminkami

(a) podminkou interpolace, tj. Sy(x) "y, i "1, ..,n ,

(b) podminkami spojitosti ve funkénich hodnotach a hodnotach prvni i druhé derivace.
Funkce S(x), S”(x) a S?(x) jsou spojité v celém intervalu [a, b];

(c) podminkou po &astech konstantni treti derivace ¥ (x) vSude kromé uzlovych bodi
x,i=1,..,n

(d) podminkou nulové &tvrté derivace S (x) = 0 viude kromé uzlovych bodti x, i = 1,
weey 1.
Z téchto podminek plyne, Ze S;(x) je v kazdém intervalu /; O [x;,, x;] definovina
kubickym polynomem. Pro jednoznacné urceni vSech Ctvefic koeficientti ¢, az ¢, ve vSech
(n - 1) intervalech J; je potom nutné sestavit 4(n - 1) nezavislych podminek. Z podminek
spojitosti plyne, Ze

. I . p0 2 . S0
Pyx) Pigy (X)), Pj( )(xi) Pj&l)(xi)’ Pj( )(xi) Pj&l)(xi)

pro vSechnai=2, ..., n - 1, coz vede na 3(n - 2) vazebnych rovnic. Z podminky interpolace
vychazi dalSich n rovnic. Celkové vede pouziti podminek definice S;(x) k sestaveni (4 n -
6) linearnich rovnic. Dvé rovnice pro jednoznacné urceni S;(x) vSak jesté schazeji. Tyto
vazebné rovnice se vyuzivaji pro definici okrajovych podminek uréujicich chovani spline
v mist¢ x, a x, Casto byvaji voleny tzv. pfirozené okrajové podminky

S3(2)(x1) " S;z)(xn) " 0. Odpovidajici podminky pro prvni derivace

d " SV, d, 7 SsPx,)

3 &
(yn yn&l) & dn&l

. Nazev

30, &
maji tvar d;, " 0.5 %

1 n&l

&dz} d, " 05

"ptirozené" zde vystihuje fyzikalni smysl prostého podepieni, kdy vné posledni podpory x
, resp. x, zaujima nosnik pfimkovy tvar.

Obecné lze definovat okrajové podminky typu I, kdy se urCuji d, , d, a okrajové
podminky typu II, kdy se uréuji druhé derivace S;” (x,) a S;” (x,). Piehled rtiznych typh
okrajovych podminek, které ovliviiuji chovani spline S;(x) pouze lokdlné¢, je uveden
v praci'?.

Ozna¢me druhé derivace kubického spline M, = S;?(x,) a prvni derivace d, = S;”(x,).
Pro urceni kubického spline postacuje nalezeni derivaci d, , ..., d,, . Vyjadiime-li
koeficienty ¢, az ¢, pomoci derivaci d,; , d,., , M, , M,,, , mizeme z podminky spojitosti
druhych derivaci v misté x; dospét po Upravach ke vztahu

o dg BB, d %y dy " 6, %2 .,n&l,

3
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kde a, " L, B, " #, y, " 1
hi&l hi&l % hi hi
a 5 " 3 Yi &zyzm % Vi ‘j‘yi
hi&l hi
Zapis predstavuje tridiagonalni soustavu (n - 2) linearnich rovnic pro nezndmé d, ..., d,, Pfi

pouziti okrajovych podminek pak dostavame soustavu n linearnich rovnic s # neznamymi,
kdy je matice koeficientd tridiagonalni. Pro jeji feSeni lze vyuzit napt. kompaktnich
algoritmil vychazejicich z Gaussovy eliminace'.

Zakladnim problémem pii pouziti kubickych spline pro rekonstrukci zavislosti je jejich
tendence k prekmitavani pii nahlych zménach kfivosti interpolované zavislosti. Pro
odstranéni této nevyhody je vhodné pouzit tzv. spline pod napétim (exponencialni spline),
ktera umoziuji lokalni fizeni tvaru interpolujici funkce pomoci parametru napéti. Spline pod
napétim jsou feSenim diferencialni rovnice'

S & 22 SPx) " 0

prox =x;, i=1, ..., n. Symbol A oznacuje parametr napéti. Ten mize byt obecné v kazdém
uzlovém bodg jiny a roven A,. ReSenim uvedené diferencidlni rovnice je spline pod napétim
s témito vlastnostmi:

(a) v kazdém intervalu [, O[x;.,, x;] je

SAx) " a% bx % exp(h x) % exp(&\ x) .

(b) S;(x) je ze tiidy funkci C*[a, b],
(c) plati podminka interpolace Sy(x,) =y,, i=1, ..., n,
(d) S x,) = 8\ (x,) =0, tj. plati pfirozené okrajové podminky.

Pro hrani¢ni hodnoty parametru napéti A plati, ze

(a) pro A 6 0 je Sy(x) klasicky kubicky spline;

(b) pro A 6 4 je Sy(x) linearni spline, tj. lomena ¢ara spojujici uzlové body.
Pro praktické ugely se vyuziva toho, Ze rozdil S,%(x) - 4> S;(x) je v kazdém intervalu /,
linearni funkci x. Po dvoji integraci 1ze pak Sy(x) vyjadfit ve tvaru '

A/[i%l Slnh(”i t)
S T Y t%hy, 1 & D)% — | — & t| %
a2 | sinh(u,)
M. |sinh(n. (1 & ¢
gp 2o | S LS D) g () g |
X sinh(p,)

kde t = (x - x,)/h; a p, = A, b,. Symboly M, = 5;? (x,) oznacuji druhé derivace. Z této rovnice
je patrné, ze
(a) Sy(x) je vzhledem k M, , i=2, ..., n - 1, linearni;
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(b) pti znalosti M, , i=2, ..., n - 1, je S;(x) jednoznacné uréeno pro zvolena 4, i =1, ...,
n.
Uved’'me, ze funkce sinh(x) a cosh(x) lze vyjadrit vyuzitim funkce exp(x) ve tvaru
sinh(x) = 0.5 [exp(x) - exp(-x)],
cosh(x) = 0.5 [exp(x) + exp(-x)].
Analogicky jako u klasickych kubickych spline 1ze z podminky spojitosti prvnich derivaci
S, (x) v uzlovych bodech nalézt tridiagonélni soustavu linearnich rovnic

sinh(n,) & p

0‘:'/0 Mg, % (B:/o % Bj‘/zom) M; % 0‘:/021 My * 6:@ » kde aj'/:/ol ’ 271 h;
u; sinh(p,)
BZ/” . M, cosh(p) & sinh(y,) h 8‘;@ . Vo & & Vi & Y
u? sinh(p,) h; Pigs

Reseni této soustavy rovnic Ize provést stejné jednoduse jako u klasickych polynomickych
spline. Samostatnym problémem souvisejicim s pouzitim spline pod napétim je volba
parametr(i napéti. Rentrop'® vyuziva ve své procedufe testu, zda druhé postupné diference
[x.,, X;, X,,,] v = A* y, souhlasi co do znaménka s druhou derivaci M,. Pokud vyjde, Ze

M, A? y) (M, A? Ya) > 0, dosazuje se A, . 0. Neni-li tato podminka splnéna,

rozli$uji se dva pripady:
a)je-liy, =y, =0, volise A, = 15/h;

b) je-liy, =y, volise %, ~ hi 4% (0.1 % *yy, & y* max(y; v, )| .

i

9.3 Aproximace funkci

Pti aproximaci funkce f{x) vhodnou aproximujici funkci g(x) je tieba fesit dvé zakladni
ulohy: (a) vybér typu funkce g(x); (b) vyber kritéria pro vyjadieni blizkosti funkei f{x) a g(x).
S ohledem na jednoduchost zpracovani se Casto voli g(x) ve tvaru gi(x) = ¥,
polynomicka aproximace. Blizkost funkci f{x) a g(x) se vyjadfuje pomoci normy ve
zvoleném L ,-prostoru, pro kterou plati

b 1/P

S, " 2w(x) [fix) & gx)]2, " mw(x) *fix) & g(x)*’ dx

a

V této rovnici je w(x) vhodna vahova funkce a interval a #x # b urcuje oblast, ve které se
hleda aproximace funkce f{x) funkci g(x). Koeficienty ¢, se pak hledaji tak, aby bylo S,
minimalni. Pii volbé p = 1 jde o L,-aproximaci a minimalizuje se integral absolutnich
odchylek mezi f{x) a g(x),; pii volbé p =2 se minimalizuje integral ¢tverct odchylek a jde
0 L,-aproximaci, odpovidajici kritériu metody nejmensich ¢tverci pro diskrétni data.
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Koneéné pii volbé p 6 4 jde o minimaxni (Cebysevovu) aproximaci, minimalizujici kritérium
S, " max[wx)*fx) & gx)*], x 0 [a, b] .

Minimalizace kritéria S, vede obecné na tilohu nelinedrni optimalizace. Zde se omezime na
L,-normu. Jde o spojitou analogii tilohy linearni regrese, ktera je podrobné popsana v kap.
6.

Uvazujme pro jednoduchost w(x) = 1. Pro odhad koeficientd ¢ az ¢, se podobné¢, jako
v diskrétnim, ptipad€ vychazi z analytické minimalizace S,

—270, i1, ., m .

Po dosazeni obdrzime soustavu normalnich rovnic ve tvaru

[ 5 b b b
mfgl dx mgl2 dx mgl g dv . .. mg1 g, dx
b b b b (]
& dx Gg,dr gidr L g g, dy c:
b ) b b b C;
o & & & & & g g dx & & A ’
a a a a .
b b b b o
mfgm dx mg1 g, dx mg2 g, &x . . . mg,i dx

Je pouzito oznaceni /"= f(x) a g; = g/(x). Pokud méme analytické vyjadteni funkce f(x)
a zvolime vhodné g;(x), miizeme ur¢it jednotlivé integraly analyticky a feSit pak soustavu
m linedrnich rovnic o m neznamych stejné jako v diskrétnim piipadé (viz odd. 9.6). Pii
polynomické aproximaci je vyhodné provést transformaci nezavisle proménné tak, aby byl
integraéni obor v rozmezi [-1, 1]. Toho Ize docilit volbou

O 2x & a &b
b&a

Ulohou je pak uréeni koeficienttl polynomu  g(x €) * G b G&1 tak, aby byla ve smyslu
Tl

0
normy L, nejlépe aproximovana funkce f] ( aTM % bé&a x¢

5 v intervalu [-1, 1]. Pti
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sestavovani matice koeficientd uvedené maticové rovnice lze vyuzit znamych integrald

1 1

xVde v 2 , xH®lgy "o
m %1 m
&l &l
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Pro (m-1) sudé ptechazi tato maticova rovnice do tvaru

1 0 1 0 1 1
3 5 m % 1 L
1 5 b, 1,
0 — 0 = 0 0
3 5 b, I,
O O A N (X R
3 5 7 m % 3 ’
' _bm_ _Im&l_
L o1 o . _1
|m % 1 m %3 m% 5 2m & 1]

1
X 0
kde 1,705 xOp 280y b&a g,
m 2 2

V této rovnici jsou oproti predeslé rovnici vSechny koeficienty déleny dvéma tak, aby doslo
ke zjednoduseni matice koeficientll. Pro zvoleny stupent polynomické aproximace m lze urcit
koeficienty b, az b,, jako linearni kombinace znamych integralii. Obdobné lze postupovat
ipro (m - 1) liché. V tabulce jsou pro m = 2, 3, 4, 5 uvedeny vyrazy pro koeficienty b,.

Koeficienty aproximacnich polynomi g(x*) riznych stupnt (m - 1)

m b, b, by
2 I, 31, 0
3 15
3 26nes0) 31, 2 6ner
4 3(G1,&51) 51871 LENCYIA
1 1 4
5 5(1510&7012%6314) %(511&713) %(4212&4514&510)
b4 bs
2 0 0
3 0 0
35
4 T 5L &31) 0

5 2 snesn 22 61,8300,%351)
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Postacuje-li tedy aproximace polynomem maximalné c¢tvrtého stupné, Ize ur€it jeho
koeficienty piimo z tabulky. Pro vyjadfeni kvality aproximace se pocita stfedni kvadraticka
odchylka"”

b
. 1 2 .
SE %2 m(f(x) & g(x))” dx

b

L@ dr & b, Iy

1

. 1
b &a

a

9.4 Aproximace tabelarnich zavislosti

Uloha aproximace zavislosti, zadanych tabulkou {x;, y;}, i =1, ..., n, se od tilohy aproximace
funkci 1i8i pouze v tom, Ze misto integralu se v rovnici k vyjadreni kritéria S, uziva sumy.
Pro znamé g(x) a p = 2 jde o ulohu nelinearni nebo linedrni regrese, kterd je podrobné
popséana v kap. 8 a kap. 6.

9.4.1 Polynomicka aproximace

V kap. 6 je pojednano o odhadu parametrii v polynomickych modelech, hledani vhodného
stupné polynomu a vyuZiti ortogondlnich polynomt na dané posloupnosti hodnot x, x,, ...,
x,. Jde vzdy o metodu nejmensich Ctvercu odchylek, tj. L,-aproximaci. V fad¢é uloh
aproximace metoda nejmensich ¢tverct odchylek nevyhovuje a pozaduje se minimalizace
maximalni odchylky. Toho Ize pfi polynomické aproximaci docilit vyuzitim ortogondlnich
Cebysevovych polynomii. Cebysevovy polynomy T, (x) lze generovat podle rekurentni
formule

T " 2xT,(x)&T, (x) ,

Plati, e T,(x) = 1 a T(x) = 1. Ceby3evovy polynomy maji tyto zakladni vlastnosti'®:
(a) koeficient u maximalni mocniny x” je roven 2! - 1 prom $ 1 nebo 1 pro m =0,
(b) Cebysevovy polynomy jsou symetrické kolem pocatku, tj. plati

T,(&) * (&D)" T,(x) ,

(c) Cebyseviv polynom T, (x) méa v intervalu [-1, 1] pravé m nulovych bodi 7, (x) = 0
v mistech x/.*, které se nazyvaji CebySevovské uzlové body.
(d) Cebyseviiv polynom 7,,(x) ma v intervalu [-1, 1] pravé (m + 1) extrémi x", pro které
plati
% « COS(j ), % ow i .
X; — . T (xj) (&1Yy proj " 0,1, ..., m ,

> m
/ n

(e) pii zavedeni vahové funkce w(x) = 1//1 & x? jsou Cebysevovy polynomy
vzajemné ortogonalni na celém intervalu [-1, 1].
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(f) pokud se definuje (m + 1) bodi xj*, které jsou nulovymi body Cebysevova polynomu
T,..1(%), plati, ze

m%1 0 pro i .. k
3 T T = {4 05m% 1) pro i ™ k.0
71 ' m % 1 pro i "k~

Tato rovnice plati pro viechna i, k=0, ..., m, a ukazuje, Ze na Ceby3evovych uzlech jsou
Cebysevovy polynomy vzajemné ortogonalni.

(g) ze vSech polynomti m-tého stupné, které maji koeficient u mocniny ¥ roven 1, ma
normalizovany Cebyseviv polynom 7, (x)/2"! minimalni hodnotu normy S, v intervalu [-1,
1]. Pomoci Cebysevovych polynomil Ize aproximujici funkei g(x) vyjadfit ve tvaru

gx) - R T}(x) pro &1 # x # 1
J0

Pro zajisténi ortogonality funkci T;(x) se nejdiive urci Cebysevovy uzly dvoufizovym
postupem:

(a) pro zvolené n se urc1 uzlové body x* =0, ., 0 1 v intervalu {-1, 1},

(b) vyuzitim vztahu Z =05@+b)+05®- a) x se uréi Cebysevovy uzly Z
v intervalu [a, b].

Pro hodnoty Z se nasledné uréi bud’ funkéni hodnoty JZ *), nebo hodnoty zavislosti %
Vzhledem k ortogonahte jednotlivych T(x) pro Cebysevovy uzly lze uréit koeficienty G
snadno ze vztahl

f(Z‘

c, - - a ¢ "2 - T(X()f(Z()
0 . _— .
M j B
Ob¢ rovnice odpovidaji pouziti klasické metody nejmensich ctverct.

9.4.2 Usekova regrese

Pouziti klasickych polynomu jako aproximac¢nich modeld je nevhodné pii aproximaci
fyzikalnich zavislosti, které nejsou asociativni povahy. Pro komplikovanéjsi prabéhy
s n¢kolika extrémy maji navic tendenci oscilovat, ¢i vyrazné zkreslovat aproximovanou
zavislost. V téchto piipadech je vyhodnéjsi pouzit po ¢astech definovanych funkci. Kromé
zadanych n bodl {x,, y,}, i = 1, ..., n, kde se predpoklada, ze y, jsou ndhodné veliCiny
(méfené hodnoty), se jeSté uruji uzlove body &, j = 1, ..., k (resp. jeSté &, &, ). Uzlové body
tvofi hranice intervalti, kde jsou definovéany jednotlivé funkce. V kazdém intervalu Z,
ohranieném uzlovymi body &, §;, lze aproximujici funkei g(x) vyjadiit modelem g;(x),
takze plati:

gi) =g&ix) proxel,

gt =g proxel,

8(%) = g (X) prox & I,
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Funkce g;(x) jsou lokalné definovany pouze na intervalech [ . Kvalita aproximace zavisi na
poctu a polohach jednotlivych uzlovych bodii &, typu funkei g;(x) a na tom, ze které tridy
C" ma byt aproximujici funkce g(x). Ulohu lze pfevést na ulohu nelinearni regrese, kde se
hleda pocet uzlovych bodd, jejich polohy a koeficienty vSech lokalné definovanych funkci
g(x) metodou nejmensich ¢tvercl nebo obecnéji maximalni vérohodnosti. Takto definovana
uloha je znacné rozsahla, a proto se pouziva fada zjednoduseni.

y
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Obr. 9.16 Zadani usekové regrese.

||1

Obycejné si uzivatel voli poc€et uzlovych bodi a Casto i jejich polohy pfedem na zaklad¢
pribéhu aproximované zavislosti. Pokud jsou navic g (x), j = 1, ..., k + 1, linedrni vzhledem
k parametrim (polynomy), jde vlastné o tlohu linearni regrese s omezenimi, definovanymi
podminkami spojitosti ve funkénich hodnotach a hodnotach derivaci s ohledem na tidu C'

g'G) " g, ST Lok, 170 m

Jak bylo ukdzano v odd. 9.2, spliuji podminku spojitosti ve funkénich hodnotich
a hodnotach m derivaci spline polynomy (m + 1) stupné S, ,, (x), které jsou definovany jako
polynomy maximalniho stupné (m + 1). Za aproximujici funkci g(x) 1ze pouzit vhodnou
definici spline S,,.,(x) a hledat jeho koeficienty metodou nejmensich ctverca.

Pro ilustraci vyjdeme z predpokladu, Ze funkce g(x) je pozadovéna ze tiidy C°. Jako g(x)
pouzijeme vyjadieni linearniho spline ve tvaru useknutého polynomu.

gkx) - B] % Bzx % Bj%z (x & &j)% ’
1

.\hl e

Pokud plati aditivni model méteni y, " g(x) % g,,7 " 1, .., n, achyby g, jsou

nezavislé a stejné rozdélené ndhodné veli€iny s konstantnim rozptylem, lze ziskat odhady
b; parametri B, j = 1, ..., k + 1 minimalizaci kritéria metody nejmensich ctverct

Uu-r j1 b, & g()ci)]2 . Pfi znalosti poctu a poloh uzlovych bodil & jde o tlohu linearni
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regrese. Derivaci kritéria U podle jednotlivych parametrii 1ze dospét k soustavé normalnich

rovnic M b " Z . Soustava predstavuje (kK + 2) linearnich rovnic vzhledem

k hledanym b, ..., b, . Struktura matice M a vektoru Z je v§ak ovlivnéna specialnim typem
funkce g(x). Prvni fadek matice M ma tvar

I gx §&&&) .. g &gl
adruhy fadekje [ x; xl.2 o &Gy O &Gyl

V dalsich tadcich ma obecné prvni prvek tvar

My, = §&&)y .7 "1, ..k

druhy prvek ma tvar My, , " B x(x;, & é’;j)% , J L Lk

Dalsi prvky M, ;,, jsou

Myyso ™ § 0o &E) (&GN, j " 1wk, 71, k.

Vektor Z maslozky Z *© [j Vi §Yi% gV (x; & &)y oo §Y (x; & ék)%]T

Jednotlivé slozky matice M a vektoru Z jsou ovlivnény také tim, Ze se pracuje s useknutymi
polynomy. Pro zlepSeni numerické stability se doporucuje transformace soufadnic x do
intervalu [1, 2]. Pokud se pozaduje aproximace ze tfidy C', lze volit kvadraticky spline a pro
aproximaci ze tfidy C* kubicky spline atd. Pro v§echny modely tohoto typu lze sestavit
matici M i vektor Z a nalézt odhady parametrt B,, ..., B,,..; aproximacniho spline S {x).
Z numerického hlediska vSak neni pouziti reprezentace spline ve tvaru useknutych
polynomt pfili§ vhodné, protoze pro vétsi pocet uzlovych bodl je matice M Spatné
podminéna. Vyhodnéjsi je pouziti B-spline reprezentace.

Demonstrujme si pouziti této reprezentace spline na prikladu, kdy ma byt g(x) ze t¥idy
C’. Pti pouziti linedrnich B-spline je tieba definovat jesté pridavné body & a &, (viz obr.
9.16). Aproximujici model ma pak tvar

k%2

gx) © jl bj Bz,j(x) 5
J

kde B, (x) jsou konkrétné definovany ve vzorové tloze 9.6 a zakresleny na obr. 9.7.
Zaved'me zkracené oznaCeni N,; = B,;(x;). Po dosazeni g(x) do kritéria U a analytické
minimalizaci dosp&jeme opét k soustavé rovnic M b = Z. V tomto pfipadé ma vektor Z
slozky
Zj .jlyiNi,i’ g L, L k%2

Matice M ma vzhledem k lokalni definovanosti linearnich B-spline tridiagonalni strukturu.
Pro jeji prvni fadek plati M, , =X N\, , M;, =X N,;; N,; a M,;=0,j=3,..,k+2.Vj-tém
fadku jsou nenulové pouze diagonalni a prvni poddiagonalni resp. naddiagonalni prvky, pro
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které plati M, = X N°,,, M;,, =X N, N, , M,

-1
fadku jsou nenulové pouze posledni dva prvky

=2 N,; N, ;. Kone¢né v poslednim (k+2).

2
- —_ - —
Mk%2,k%l N | Nk%Z,i Nk%l,i a Mk%Z,k%Z B Nk%2,i

Tridiagonalni soustava rovnic se d4 feSit kompaktnimi algoritmy. Pro ptipad C'-
aproximace vede pouziti kvadratickych B-spline (viz obr. 9.8) k matici M s pétidiagonalni
strukturou. Pifpad C’-aproximace vede pfi pouziti kubickych B-spline (viz obr. 9.9) k matici
M se sedmidiagondlni strukturou. Také pfi volbé C"-aproximace pro vétsi m je vyhodné
pouziti B-spline reprezentace. Prehled dalSich moznosti pouziti spline regrese a zptsob
statistické analyzy téchto specidlnich linearnich modeld je popsan v Eubankové praci®.

Samostatnym problémem je volba uzlovych bodii §. V programu ADSTAT je mozné
vybrat mezi 4 alternativami:

(a) konstantnim délenim uzlovych bodd,

(b) umisténim uzlovych bodd tak, aby v kazdém intervalu [ byl stejny pocet
experimentalnich boda,

(c) volbou poloh uzlovych bodl uzivatelem,

(d) hledanim uzlového bodu programem, a to regresni optimalizaci.

Volba uzlovych bodii: Pti volbé uzlovych bodi uzivatelem lze v ptipadé kubické spline
regrese, kdy je aproximaéni funkce ze tiidy C, , pouZit nasledujici rimcova pravidla®':

L. Nejvhodnéjsi je volit co nejméné uzlovych bodil s tim, ze v kazdém intervalu I, by
meélo byt nejméné 4 az 5 bodu.

II. V intervalu /; by m€l byt maximéln€ jeden extrém (minimum nebo maximum) a jeden
inflexni bod.

III. Pokud je v [; extrém, mé&l by leZet piiblizn€ uprostied.

IV. Pokud je v intervalu /; inflexni bod, mél by leZet v blizkosti uzlového bodu.

Jistou nevyhodou modelil ve tvaru spline polynomu je pfi hledani vhodného poctu
a poloh uzlovych bodit opakované feSeni metody nejmensich ¢tverct. Tyto modely jsou
vhodné pfi interaktivni praci s obrazovkou pocitace, kde uzivatel snadno generuje rtizné
zplsoby rozmisténi uzlovych bodi tak, aby byl s vysledkem spokojen. V nékterych
pfipadech se vSak pozaduje jednoprichodovd metoda, kdy se jednotlivé uzlové body
zatrazuji postupné podle zvoleného statistického kritéria: v téchto ptipadech se voli jak tiida
funkei C”, tak i kritérium regrese. Demonstrujme si takovy postup na piipadu, kdy ma byt
aproximujici funkce ze tiidy C’ a jsou splnény podminky pro uziti metody nejmensich
¢tverct. Pro usekovou regresi se pak pouziva polynomu stupné (m + 3), tj. patého.

Pro zvolené ,; 1ze odpovidajici polynom p,(x) vyjadfit ve tvaru

6

1216 i } By (x & £

Pro odhad parametrti , az B, lze pouzit metody nejmensich ¢tverct, coz vede k feseni

soustavy rovnic B, " H 1&1 Z, , kde vektor Z, ma slozky

Z " gy &gy, L6,

Xl
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a matice H, ma prvky

Hy " § 0 &E) (r &EYY, 171, .6, %1, .6
xely

P1i konstrukcei ostatnich polynomt je tieba vzit v ivahu omezeni plynouci z pozadavku
spojitosti ve funk¢nich hodnotach a hodnotach prvnich dvou derivaci v uzlovych bodech.
Polynom p,(x) pro interval (&, # x # &,) O I, je nutné vyjadfit ve tvaru

2 & ! dl ‘ 6
P T 7i0 (r & &g Prei() % 7i4 B (x & éj&l)r&l

! !
dx x/ g1

V této rovnici jsou pouze tfi neznamé parametry f,, Bs, fs. Parametry Ize urcit metodou
nejmensich ¢tvercti. Oznac¢me prvni sc€itance této rovnice jako K(x). Formalné 1ze pak odhad

parametrQ b, vyjadfit ve tvaru b, " H k&l Z, , kde b, ma nyni pouze tii slozky.
Vektor Z, ma prvky

Z/ - J:[ [y,' (x[ & &k&])j & K(x,))] > ] - 39 47 5 b

amatice H, ma prvky H,; ~ j (r; & &)™ (x, & )% proj,1=4,5,6.Pro
’ x; 01

vypocet koeficientl polynomu p,(x) postacuje znalost pouze predchozich uzli &, ..., &,
a volba nového uzlu §,.

K urceni vhodného poctu a polohy &, existuje fada postupt vychazejicich z riznych
kritérii. Zakladni statistické kritérium sleduje, aby nevznikl nenahodny trend v reziduich
v intervalu /.. V piipadé, Ze v reziduich e, neni trend, mélo by platit

q&1 q él-z
= é. é,, H# =

i %1 >
7,13 7'17 Vg & p

kde p je index nejmensiho a g index nejvétsiho bodu v intervalu . Tedy x, = min(x) pro x
& I, . Podobné Ize definovat i x,. Z dalSich kritérii, popsanych v kap. 6, u vybéru vhodného
modelu se Casto pouziva MEP nebo AIC statistika.
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Usekova regrese programem NCSS2000

1. Model iisekové regrese: Usekova regrese v ¢asto uzivaném software NCSS2000 je
konstruovana kombinaci piimek a kvadratickych parabol, napf. Gsekovy polynomicky
regresni model linedrni-linedrni se tyka modelu o dvou linearnich rovnicich, kdyz kazda
plati v jiném useku proménné x. Modelt je celad fada: model, kde vétve jsou (a) linedrni-
linedrni, (b) linearni-kvadraticka, (¢) kvadraticka-linearni, (d) kvadraticka-kvadraticka, (e)
linearni-linearni-linedrni.

2. Uzlové body (body zvratu): bod zvratu nemusi byt uzivateli znam, ¢asto byva cilem
vypoctu. Piechod jedné vétve kiivky do druhé v bodu zvratu mtze byt (a) ostry, (b) vnitrni,
hladky prechod uvnitf praseciku kiivek, (c) vnéjsi, hladky, ale vné praseciku kiivek.

3. Promeénné: proménné x a y mohou byt pfedem transformovany mocninnou
transformaci, napt. zavisle proménna y je pfedem transformovana do tvaru 147, 1/, 15/,
In y, %, 37 a nezavisle proménna x do tvaru 1/%°, 1/x, 1", In x, x*?, X°.

4. Tabulka regresnich modelii vétvi prokladané krivky:

1. Model: linearni-linedrni vétve:

Regresni model: y=4 + Bx + C (x- D) sign (x - D)

Rovnice: y=a,+b x x<§

y=a,tbyxx>§
Odhadované parametry:

A= (a, +a)2, a=4A+DC, a,=4-DC,
B=(b, +b,)/2, b, =B-C, b, =B +C,
C=(b,-b)L2, &E=D

D=¢§

2. Model: linearni-kvadratické vétve:
Regresni model: y =4 + Bx + Cx* + (x - D) sign (x - D)[C(x + D) + E]
Rovnice: v=a,+b x x#¢§
y=a,+bhx+c, ¥ x>¢&
Odhadované parametry:

A= (a, +a)r2, a,=A+DC2+DE, a,=A-DC2-DE,
B = (b, +b,)2, b, =B-E, b,=B+E,

C=c¢)/2, &=D c,=2C

D=g

E=(b,-b)2

3. Model: kvadratické-linearni vétve:
Regresni model: y =4 + Bx + Cx* + (x - D) sign (x - D)[E - C(x + D)]
Rovnice: y=a, +bx+c X x#E
y=a,+byxx>§
Odhadované parametry:

A= (a, +a)2, a,=4A-DC2+DE, a,=A+DC2-DE,
B=(b, +b,)2, b, =B-E, b,=B+E,

C=c/n, &=D ¢, =2C

D=¢

E=(b,-b)2

4. Model: kvadratické-kvadratické vétve:
Regresni model: y =4 + Bx + Cx* + (x - D) sign (x - D)[E (x + D) + F]
Rovnice: y=a, +b x+c X x#E
y=a,+b,x+c, X, x>¢
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Odhadované parametry:

A= (a, +a)/2, a,=A-ED2+DF a,=A+ED2-DF,
B=(b, +b,)2, b, =B-F, b,=B+F,

C=(c, +c)2, =D

D=¢ ¢=C-FE =C+E
E=(c,-c)R

F=(b,-b)2

5. Model: linearni-linearni-linearni vétve:

Regresni model: y =4 + Bx + C (x - D) sign (x - D) + E (x - F) sign (x - F)
Rovnice: y=a, +bx x<§

y=a,tbyx, § <x#§

y=a;+byxx>§
Odhadované parametry:
A=(a,+a)R a,=A+DC+EF,ay,=A-DC-EF, a,=A-DC +EF,
B=(b, +b)2,bj=B-C-E b,=B+C-E b;=B+C+E
C=(b,-b)R,§=D,&=F
D=¢,
E=(by-by)2
F=¢&

9.5 Numerické vyhlazovani

Utelem numerického vyhlazovéani je odstranéni nahodnych §umd g. Pozaduje se, aby
vyhlazujici funkce g(x) méla pouze obecné vlastnosti, jako je spojitost ve zvoleném poctu
derivaci. Nejde v pravém slova smyslu o nalezeni konkrétniho funkéniho tvaru aproximujici
funkce g(x), ale o nalezeni rekonstruované bezsumove zavislosti predevsim k zobrazeni,
numerické derivaci a integraci. Pro numerické vyhlazeni Ize pouzit predevSim spline
vyhlazovani, pro které je charakteristické, Ze uzlové body &, jsou totozné s soufadnicemi x
zadanych experimentalnich dat {x, , y;} i =1, ..., n. S vyhlazujicimi spline Gizce souvisi tzv.
neparametricka regrese, kdy funkce g(x) je vhodn¢ vazena linearni kombinace veli¢in y, ,
i=1, ..., n,s vahami zavislymi na vzdalenostech x - x; .

V fad¢ pfipadl postacuje pouze nalezeni posloupnosti vyhlazenych hodnot g(x,)
z puvodnich hodnot y, Pro ekvidistantni déleni experimentalnich bodt na ose x, kdy 4 = x,,
-x;,=konst.,i=1, ..., n - 1, jde o Glohu ¢islicové filtrace. Ta je vhodna pro piedzpracovani
signall z riznych méficich pfistroji. V technické praxi je vyhodné vyuziti té€chto postupt
vSude tam, kde nezéavisi na typu vyhlazovaci funkce g(x), a kde je tfeba ziskat zavislost
s odstranénou Sumovou slozkou (chybami g;). Casto jde o ulohy derivace nebo integrace dat
zatizenych nahodnymi chybami.
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9.5.1 Spline vyhlazovani

Pti konstrukci vyhlazujicich spline se vychazi z pozadavku, aby se funkce g(x) pfiblizovala
co nejvice k experimentdlnim datim, a to ve smyslu zvolené L -normy (kap. 6). Jsou-li
chyby g; nezavislé a stejné rozdélené ndhodné veliciny s konstantnim rozptylem, je vhodné
volit L,-normu, vedouci ke kritériu metody nejmensich ¢tverct

Ug - v b, & gx)P*

kde w; jsou vahy jednotlivych bodl, zavislé na jejich "piesnosti" vyjadiené napt. pies
rozptyly. Dal§im pozadavkem je, aby vyhlazujici funkce byla dostate¢né hladka a spojita ve
dvakrat diferencovatelnd, tzn. ze tiidy C*a, b), kde a = x, a b = x,, Jak bylo uvedeno v odd.
9.2, je mozno kritérium hladkosti vyjadfit integralem

b
Ig) - m[g(z)(X)]2 dx

a

kde g?(x) je druh4 derivace vyhlazujici funkce. Integral I(g) souvisi s normou druhé
derivace a ozna&uje se jako mira hladkosti v kiivosti funkce g(x). Uelem je nalézt takovou
funkci g(x), ktera by méla dostatené malou hodnotu U(g), tj. byla v blizkosti
experimentalnich dat a pfitom méla malou hodnotu /(g), tj. byla dostate¢n¢ hladka a jeji
pribéh by nemél byt nadmérné zvinény. Pro stanoveni optimalni vyhlazujici funkce g(x)
muizeme sestavit dvé zakladni minimaliza¢ni Glohy:

I. Jde o minimalizaci modifikovaného souctu ctvercti odchylek

K " Ug %alg),

kde 0 # a # 4 je parametr vyhlazeni, ktery "tidi" pomér mezi hladkosti g(x) a jejim
priblizenim k experimentalnim bodtm.

II. Pfi splnéni podminky U(g) = S se hleda vyhlazujici funkce g(x) minimalizujici
integral /(g). Pro dané S existuje takovy parametr vyhlazeni a. = a(S), Ze teSeni ulohy I je
zaroven 1 feSenim Ulohy II. Divodem zavedeni Glohy II je fakt, ze parametr S mé vyznam
rezidualniho souétu étvercti a souvisi pfimo s odhadem rozptylu ndhodnych chyb g.

V tadé praci bylo odvozeno, ze funkce g(x) ze tiidy C’[a, b], kterd pro dané o
minimalizuje K, z vySe uvedené rovnice, ma nasledujici vlastnosti?:

1. Funkce g(x) je na kazdém intervalu / ¢ [x;,,, x,] polynomem tfetiho stupné.

2. Ve vsech mistech x; Cili uzlovych bodech je funkce g(x) spojitd ve funkcnich
hodnotach a hodnotach prvnich dvou derivaci, coz se zapiSe rovnici

gy " g®xy, i "2, ..n&1, k"0,1,2,

kde g(x,") je limita v bodé& x; zprava a g(x;) je limita v bodé x, zleva.
3. Ve tieti derivaci je vyhlazujici funkce nespojita a plati pro ni, Ze

%. - Wi
29" & g¥x — D & 2] -
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4.V rozmezi (- 4, a] a [b, 4) jsou druhé derivace g”(x) = 0. To znamena, Ze funkce g(x)
je mimo interval (a, b) linearni.

Vsechny funkce vyhovujici témto podminkam jsou kubické spline S (x) s uzly x, které
jsou pfi znalosti parametru vyhlazeni o jednozna¢né uréeny podminkou 3, nahrazujici
klasickou podminku interpolace u interpolacnich spline. Pokud se v rovnici /(g) nahradi
druha derivace m-tou derivaci, vychazi jako optimalni g(x) ve tiidé C"* [a, b] polynomicky
spline S,,, ;(x) stupné (2 m - 1). Podminka pak plati pro (2 & - 1). derivaci.

Misto kritéria metody nejmensich étverct U(g) 1ze pouzit i jina kritéria. Pokud se misto
¢tvercll pouzije pomaleji rostouci funkce (viz kap. 6), rezultuji robustni vyhlazujici spline.
Podobn¢ jako pfi spline interpolaci, 1ze i zde tidit hladkost vyhlazujici funkce zavedenim
parametrii napéti p;. Pro vyhlazujici spline pod napétim 1ze misto rovnice z podminky 3 psat

€D & p, eV & [P0 & p, gD~

w.
=y &gl
a

Detailni postup konstrukce vyhlazujicich spline pod napétim je uveden v praci®.

Ukazme postup konstrukce kubického vyhlazujiciho spline, jez minimalizuje rovnici
K, pfi znamé hodnoté parametru vyhlazeni o. Nejjednodussi je hledat vyhlazené funkéni
hodnoty g(x,) = g a druhé derivace g””(x,) = M,. Pii znalosti t&chto hodnot je mozné ur&it
koeficienty kubickych polynomd, které prochazeji body {x,, g;},i=1, ..., n. V odd. 9.2 bylo
ukazano, ze pro druhé derivace M; u klasickych interpolacnich spline plati soustava
linearnich rovnic

M, "0, M, "0,

g, h % hg, h, .
jT 81 % % M % zj Mg
. %%g{ﬂ&L] o S8 it . n&l.
hj ' hj hj&l &l

V maticovém zapisu ma tato soustava tvar 4 M D g , kde matice A i matice D jsou

tridiagonalni a vektor g = (g,, ..., g,) je vektor vyhlazenych hodnot. Matice 4 ma prvky

"4 "1 A -@ -hi%hi&l -hi

i,i&1 6 ii 3 Ai,i%l E :

Ostatni prvky této matice jsou nulové. Matice D ma prvni a posledni fadek slozen ze samych
nul. Déle je

1 &l 1 1
D."— D ."|*Ze&e—|, D, "=.
1,i&1 ii [ h h ] 1,i%]1 h

i &1 i
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Ostatni prvky této matice jsou opét nulové. S vyuzitim faktu, Ze téeti derivace kubického
spline v intervalu /, je rovna

My, & M,
g(3)(x) - %1 i ,

je mozno podminku 3. vyjadiitvetvaru g " y & v D' M ,kdev=(a/w, ..., a/w, ...,

a/w,)" je vektor parametrQ vyhlazeniay = (y,, ..., y)7 je vektor pivodnich nevyhlazenych
hodnot. Po dosazeni za g mtizeme nalézt vektor druhych derivaci M ze soustavy linearnich
rovnic

(A%DvDYM " Dy .

Soustava je pétidiagonalni a ma jednoznacné feSeni. K urceni M lze pouzit kompaktnich
algoritmti podobné jako u spline interpolace. Pfi znalosti hodnot druhych derivaci M lze
urcit vyhlazené hodnoty g pfimo dosazenim dle vztahu

g "y, &v, L, i"1 .,n,

- MZ&M] L - Mn&M}’l&l

1 h—l ’ n 2

kde

n&l

&1\4)&}%(1\4&1\4&1), it .n&l
i&1

%1

a Li'i(M
h;

Z této rovnice plyne, Ze vyhlazujici spline je linearni odhad, protoze plati
g " Hwoy .
Matice H(o) vyjde dle vztahu
Ho) " [E&v D" A% DI¥ .

Reinsch® uréil matici E - H(a) v kompaktnim tvaru

E&Ho) " QQ"0%pT® Q",

kde Q je nx(n - 2) dimenzionalni tridiagonalni matice, ktera vznikne vynechanim prvniho
a posledniho sloupce matice D*. Matice T je (n - 2)X(n - 2) dimenziondlni tridiagonalni
matice, kterd vznikne vynechdnim prvniho a posledniho sloupce i fadku matice 4 a
vynasobenim ostatnich prvkl matice 4 dvéma. Parametr p = 1/a plati pro ptipad stejnych
vah w; =1, i =1, ..., n. Matice H(a) ma fadu vlastnosti shodnych s projekéni matici H,

definovanou v kap. 6. Pro jeji diagonalni prvky plati dle Eubanka® 0 # H,(a) # 1
a mimodiagonalni prvky jsou

&l # Hij(a) # 1 proj . i .
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Navic plati, ze Hy(a) 1 .Podobné jako u klasicke projekcni matice, je i zde H; (o)

=

1

=1, pokud H; ... 0 pro v8echna i ... j. Chovani matice H(a) souvisi tzce s projekéni matici
H pro regresni ptimku (viz kap. 6). Projekéni matice H' zavisi pouze na hodnotach x; , i =
1, ..., n. Plati, ze

A Proa60: H(a)61 a H, (o) " 0 . Dale plyne, ze v tomto ptipad¢ jsou y:

= g(x,). Vyhlazujici funkce g(x) je totozna s klasickym interpolacnim kubickym spline S; (x),
ktery je nejhladsi.

B.Proa64: H( o) 6 H”( a Hyfa) " Hij( . Vyhlazujici funkce g(x) je totozna

s regresni pfimkou aproximujici experimentalni body ve smyslu nejmensich Etverci
odchylek. Pro pfipad, Ze se pouzije m-ta derivace a a 6 4, je vysledkem regresni polynom
stupné (m - 1). Vyhlazujici funkce se proto oznacuji jako zobecnéné polynomické regresni
modely.

Spiithiv algoritmus. Spéth* pouzil pii konstrukci algoritmu pro vyhlazujici kubicky spline
postup, ktery vychazi z rovnice pro g. Vyhlazujici spline vyjadiil ve tvaru lokalnich
kubickych polynomt a k feSeni pétidiagonalni soustavy linearnich rovnic vyuzil kompaktni
varianty Choleského metody. V programu SPATH jsou pouzity lokdlni parametry vyhlazeni
B, = w/a,, takze plati

(a)proB;6 0,i=1, ..., n, je potlacena podminka hladkosti a rezultuje funkce g(x) jako
regresni piimka;

(b) pro B; 6 4 prochazi vyhlazujici spline bodem {x;, y.}. Pokud je f; 6 4,i=1, ..., n,
rezultuje funkce g(x) jako kubicky interpola¢ni spline S; (x).

Volbou B, Ize proto fidit lokalni pfiblizeni vyhlazujici funkce k experimentalnim bodtim.

Reinschiiv algoritmus: Reinsch® fesil minimalizaci I(g) za podminky U(g) = S, a to
vyuzitim metody Lagrangeovych multiplikatorti, coz vede k minimalizaci funkcionalu

K, " I(g) hp (Ug % Z>&S) ,

kde p je Lagrangetiv multiplikator a Z je pomocna proménnd. Minimalizace funkcionalu K
vede ke kubickému vyhlazujicimu spline, coZ je pro znamé p iloha hledani feseni soustavy
linearnich rovnic s pétidiagonalni matici koeficientti. Optimalni p pro zadané S se hleda
iterativnim feSenim nelinedrni rovnice Newtonovou metodou. Pesto, Ze je tento algoritmus
i vahy jednotlivych bodt w; . Plati, ze

a) ¢im je S vétsi, tim vice se vyhlazujici funkce g(x) blizi k regresni pfimce,

b) ¢im jsou vahy w; vétsi, tim vice se vyhlazujici funkce g(x) blizi k experimentalnim
bodim.
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Volba parametru vyhlazeni a. Samostatnym problémem je volba parametru vyhlazeni o
a parametru S s ohledem na to, aby ve zvoleném statistickém smyslu vyhlazujici funkce g(x)
co nejlépe aproximovala experimentdlni data. Jsou-li vhodné vybrany vahy w; , jez
odpovidaji reciprokym hodnotam rozptyli v jednotlivych bodech, je mozno volit parametr
S v intervalu

M) &V2Z(n%I1) # S # (n%1)%y21n%1)

Dobr¢ vysledky poskytuje volba § = n + 1. K urceni optimalniho parametru o je nejcastéji
pouzivana stredni kvadraticka chyba predikce MEP(a), ktera je definovana vztahem

1" & gk))

MEP() = L
R | (1 & H (x)?

Misto kritéria MEP(a) 1ze uzit zobecnénou stiedni kvadratickou chybu predikce CEP(a), kde
se nahrazuje H,(a) stiedni hodnotou

o) *

S | =

i - 1
7'1 H (o) o Tr(H())
kde Tr(.) je stopa matice. Rovnice pro MEP(a) pak pfechazi na tvar

g} O & gx))

CEP - _
@ (1 & T(@)’

S | =

Optimalni parametr vyhlazeni o je pak takovy, pro ktery nabyva CEP(a) své minimalni
hodnoty. S vyuzitim této rovnice Ize kritérium CEP(a) vyjadfit pouze jako funkci hodnot
{x, v;},i=1, ..., n,vetvaru

1 2E & H() y2°

CEP(x) " :

n { 1
1 & L THH()
n

Postacuje nalézt pouze matice H(a), protoze Citatel v této rovnici je rezidualni soucet ¢tverct
odchylek e; =y, - g(x,), ktery lze pro dany parametr vyhlazeni o snadno vy¢islit. Efektivni
postup vycisleni stopy matice E - H(a) je popsan v Hutchinsonovych a de Hoogovych
pracich??®, Pti ekvidistantnim déleni bod{i na ose x je mozno T(a) vyjadfit ve tvaru

T(a) * j (1% o) .
71

S | =

Konstanty A, 1ze s minimalni ztratou pfesnosti vypocitat ze vztahti

AT A, 70,
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Pii znalosti T(a) lze vypocitat i CEP(a) a vhodnou numerickou metodou hledat jeho
minimum. Zobecnéni tohoto postupu pro libovolné déleni bodi na ose x navrhl Silverman®,
Veli¢ina T(a) se zde urcuje podle vztahu

n 4 1
T(w) * 2%lj{1%“—on(i&l.sy‘co}Ki ,

n n % n

kde konstanta ¢, se pocita z priblizného vzorce

84

b &a 3_2A1/4 (&4
T 7'1f (O] -

b
/4

0 T | o]

a

Zde f(f) je odhad hustoty pravdépodobnosti, ur¢eny z hodnot x; , i = 1, ..., n. Postup lze
formulovat ve dvou krocich:

y (b &) (&05)

(1) Urc¢i se hodnoty xj( " a %

, j "1, .. 32 .Mezni hodnoty

x & x x &x
1 . 1
. u , b x % =
n
n n

[a, b] se pocitaji podle vztahd a " x
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(2) Vypoctou se odhady hustoty pravdépodobnosti

2
5+ L aps[222]
X —-exp.
/ NV A

Parametr A urcuje hladkost odhadu hustoty pravdépodobnosti. Pro praktické ptipady
postacuje volba A = 1.06 n” s, kde s je smérodatna odchylka po¢itana z hodnot x, i =1, ...,
n. Uvedeny postup je sice pfiblizny, ale pro praktické ucely postacuje. Parametr ¢ nezavisi
na a a lze jej uréit pouze jednou. V Silvermanové praci®® je ukéazano, Ze pii volbé T(a)
vychazi CEP(a) vétsi nez pti pouziti presného vztahu, rozdil je vSak vyraznéjsi pouze pro
malé o. V jiné Silvermanové praci®' je uvedeno, jak rozsifit tento piistup i na piipad
nekonstantnich vah w, . Vyuzitim aproximace prvkti H,(a) ve tvaru’!

&1/4  83/4 ~&3/2 7;&3/4
Ha) . aftft n® 02 780

je mozné konstruovat i priblizné pdsy spolehlivosti predikce. Pro 95% pasy spolehlivosti
plati

Liy(x) = glx)+ 1.96 6 JH0) .

Tuto rovnici lze pouZit pro konstrukei pasi spolehlivosti pro libovolné x. Vlastn€ to
znamena vyd&islit pouze f(x). Zbyva jesté nalézt odhad rozptylu 6*. Byl navrzen vztah

1 ; & gx))
n (1 & T(a))

=

2 =

>

kde n T(a) jsou analogicky jako u linedrni regrese stupné volnosti, odpovidajici
vyhlazujicimu spline. Pro uréeni 62 se dosazuje o, jez minimalizuje kritérium CEP(a).
Veli¢ina T(a) se pak vycisli.

9.5.2 Neparametricka regrese

Vyhlazujici spline je linearni kombinaci vSech méfeni. Existuje takova vahova funkce G, (x,
X;), pro kterou je

g(x) y; Gx, x) .

I

S |-

Vahova funkce zavisi na konkrétnich hodnotach x; a parametru vyhlazeni a.
Predpokladejme, Ze lokalni hustota soufadnic na ose x je f{x), takze pocet bodi v intervalu
dx je f(x) dx. Za ptedpokladu, ze o neni ani piili§ veliké, ani prili§ malé, a x je dostate¢né
vzdalené od koncil intervalu [a, b], plati podle Silvermana®, Ze pro dostate¢né velika # je

G 1 1 X x & x;
) T Sy | e

Symbolem K(Z) je oznacena tzv. jadrova funkce, ktera ma pro tento pripad tvar
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Kz * L exp( &Z*) sin(*—\/Zg % 14 n)

Parametr 6(x,) uréuje lokalni vyhlazeni a plati pro néj vztah
8()6) - (11/4 n &l1/4 f&”“(x.) .

Z tohoto zapisu vyhlazujiciho spline plynou nasledujici dtilezité zavéry®':

(a) Vliv bodu {x;, y;} se projevuje pouze na lokalnim chovani vyhlazujici funkce g(x)
pro dostateén¢ blizka x k hodnoté€ x;.

(b) Z posledni rovnice pro d(x;) plyne, Ze parametr 6(x;) je umérny ctvrté odmocning a.
Velké zmény o se proto pfili§ neprojevi na velikosti lokalniho vyhlazeni 6(x;).

V dalsim vykladu piedpokladejme, ze soufadnice experimentalnich bodii na ose x jsou
linedrné transformovany, takze x, =0 ax,=1,adéaleplatix,, >x;,i=1,..,n-1. 1Po
ekvidistantné rozdelenda data se vyhlazujici neparametricky regresni model vyjadiuje ve
tvaru

W - 1" Kx&xl.
x — = .
g PR R W

2. Pro neekvidistantné rozdeélena data se pouziva modifikovany vyhlazujici nepara-
metricky regresni model

@ " ! x; & xig % x & x
X = ) ,
g . R 5

kde jadrova funkce K(Z) musi mit tyto vlastnosti:
(a) je nezaporna K(Z) $ 0,
(b) je symetricka kolem nuly K(Z) = K(-Z),
(c) mé vlastnosti hustoty pravdépobnosti, tj.

4 4
mK(Z) dz = 1 a sz(Z) dz <4 .
&4 &4

Optimalni K(Z) s ohledem na minimalizaci stfedni kvadratické chyby predikce je ve tvaru

KZ) " 07501 & Zz)% , kde (1 - Z°), je nenulové jen pro *Z* < 1. Pfehled dalgich

druhti jadrovych funkei je uveden v praci Bendettiové®™. K uréeni optimdiniho parametru
vyhlazeni 8, oznaCeného jako Sirka pasu, 1ze pouzit jak kritéria MEP, tak i kritéria CEP nebo
fady daldich®*. Pro modifikovany vyhlazujici neparametricky regresni model p(x) ma
kritérium st7edni kvadratické chyby predikce tvar

K(0 1 1
i (1 " —s(n)) i K(a_) Yo & PX)

1 2
MEP®) = —
n

n
7'1
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9.5.3 Cislicova filtrace

Cislicovad filtrace umoziuje priibéznou eliminaci $umové slozky ve zpracovavanych
signalech. V technické praxi se takova tiloha vyskytuje pfi digitalizaci idaji ze zapisovact
u spektrofotometrti, chromatografickych pfistrojti, polarografti atd. Vychazi se z dat y. ,
meétenych po ekvidistantnich, a to obycejné casovych nebo délkovych intervalech s = x,, -
x; . Uvazuje se zde aditivni model méfeni

yi.Zi(%gi s

kde Z" jsou skute¢né deterministické hodnoty a g; jsou ndhodné chyby. Pouzitim &islicové
filtrace se ziské sekvence filtrovanych hodnot Z,, které "rekonstruuje" neznamé veli¢iny Z,*:
1. Linedrni cislicovy filtr je mozno obecn¢ vyjadrit ve tvaru

i

w - 0 -
Z; A, ¢ Vigy % . ) 4 Zig; >

kde konstanty ¢; a d; urcuji typ filtru.
2. Pro nerekurzivni filtry plati, Ze vSechna d, = 0.
3. Pokud je alespofi jedno d, ... 0, jde o filtr rekurzivni.

Klasické digitalni filtry, které jsou ndhradou analogovych filtrd, jsou fyzikdlne
realizovatelné. Tyto filtry pouzivaji pro urceni filtrovanych hodnot pouze hodnot y; ; pro j
> 0, které byly ziskany aZ do daného ¢asového okamziku x; . Pro tyto filtry je vzdy ¢; = 0 pro
vSechna j < 0. Pokud se pfi vypoctu filtrované hodnoty pouzivaji i "budouci" udaje y,, , k=
1, 2, ..., jde o fyzikalné nerealizovatelné filtry oznacované jako "smoothers".

Nerekurzivni filtry.
(a) Z nerekurzivnich filtr pro ucely pfedzpracovani experimentalnich dat doporucuje
Marmet* opakované pouZiti jednoduchého Marmetova filtru

zZ; - % Oiar %22, % yuy)

(b) Dobré vyhlazovaci vlastnosti ma Hippeho filtr™
7 - & Wigo % Vi) N 4 (Vigy % ) % 6y,
! 12 ’

ktery byl vyuzit pro pfedzpracovani chromatografickych méteni.

Rekurzivni filtry. Rekurzivni filtry se oby¢ejné pouzivaji k vyhlazovani ¢asovych fad
a vstupu do cislicovych regulatort.
(a) Nejjednodussi je exponencialni filtr

Z. " Ky %(1&K) Zg ,

1

kde K je stupen zesileni filtru 0 < K < 1.
(b) Mezi rekurzivni patii také dvoustupriovy Holtuv filtr, definovany vztahy
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Z, " Kaq,%(1&K) Zg, ,

1

4 T Ky % (1 &K) gy »

kde K je konstanta zesileni. Spolecnou nevyhodou rekurzivnich filtrli je nutnost volby
parametru zesileni a dalSich konstant.

Robustni nelinearni filtry. Pro pripad, kdy lze v datech oc¢ekavat i hrubé nenahodné chyby
(outliers), jsou vhodné robustni nelinedarni filtry. Jsou to varianty robustnich vyhlazovacich
metod™.

(a) Mezi nejjednodussi patii nelinearni filtry L-typu’’, zalozené na pohyblivych
medianech. Median S(v, i) lichého stupné je definovan vztahem

S, i) T med(V;g, s Vi oo Vi) >

kde u = (v - 1)/2 a symbol med(.) oznacuje stfed podle velikosti setiidénych hodnot y. UzZiva
se medianu tfetiho stupné (v = 3) a patého stupné (v = 5). Mediany lichého stupné lze
kombinovat s pohyblivymi aritmetickymi priméry.

(b) Jednoduchy filtr 53H je dan vyrazem

;- S(5,i82) S5, &1) o S5, 0)
4 2 4

i

K zajisténi dokonalejsiho vyhlazeni se mediany pouzivaji opakovang.
(c) Z této skupiny je nejjednodussi filtr 3T, pro ktery je

Z. " med[S3, i&2), SG3, i&1) SG3, i)] .

Dalsi varianty pohyblivych mediant obsahuje Vellemannovy prace® . Na zakladé simula¢ni
studie bylo zji§téno, ze mezi nejvhodnéjsi patii filtr 53H, ktery je dostatecné robustni
a pritom neposkytuje "nadmérné" vyhlazené useky.

Linearni regresni filtry Sawitzkého-Golaye. Pozornost je vénovana také linedrnim
regresnim filtrim. Ty jsou ¢asto uzivany, napt. pod nazvem vyhlazeni Sawitzkého-Golaye®.
Tyto filtry jsou fyzikalné nerealizovatelné a Ize je vyjadiit ve tvaru

N
VA

i ,j&N € Vigj >
kde hodnota N oznacuje 7ad filtru a (2N+1) je délka filtru, ktera urCuje pocet naméfenych
daty;;, jez byla uZita k rekonstrukci hodnoty Z,. Filtr stupné d odpovida polynomickému
regresnimu modelu stupné d. Pokud je d $ 2N, plati, Ze existuje pouze jeden filtr stupné d,
pro ktery plati, ze ¢,= 1 a ostatni ¢, = 0. To znamena, ze Z = y; a nedochazi potom k filtraci.
V téchto piipadech prochazi polynomicky model vSemi hodnotami y;; . Pro d < 2N existuje
nekonecné mnoho filtri fadu N a stupné d, a to v zavislosti na konkrétnich hodnotach (2N -
d) nastavitelnych parametrii ¢, .

Za linearni regresni filtr pro kritérium nejmensich ¢tvercti odchylek se oznacuje takovy
filtr, kteréemu odpovida nejmensi soucet ¢tverch koeficientii ¢;, j = -N, ..., 0, ..., N. Vysledek
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filtrace pomoci tohoto filtru odpovida postupu, kdy je sekvence 2N+1 bodl {j, y; },/ = -N,
..., 0, ..., N, proloZena polynomem stupné d ve smyslu metody nejmensich ¢tvercii a za 7 se
bere hodnota tohoto regresniho polynomu v misté j = 0. Tento postup se oznacuje
v literatute jako pohyblivé nejmensi ctverce (moving least squares). Schematicky je pro d
=2 (. regresni paraboly) a N = 2 (tj. délka filtru rovna 5) zndzornéna na obr. 9.32.

-3 2 - 0 1

Obr. 9.32 Princip ¢innosti filtru stupné 2 a délky 5.

<

Pro realizaci ¢islicovych filtrii 1ze piimo pouzit metodu nejmensich ¢tvercii a odhadnout
koeficienty regresniho polynomu a nalézt predikci (vyhlazenou hodnotu) Z. Postup je vSak
jednodussi, protoZe Ize snadno urcit koeficienty ¢; vzhledem ke specialni volbé soutadnic
X.

Pokud je Z; polynom stupné d a chyby g; jsou stejné rozdélené nezavislé nahodné
veli¢iny s nulovou stfedni hodnotou a konstantnim rozptylem o, plati v souladu s teorii
linearni regrese, Ze

N
Ez) " 28 a DZ) " & § ¢ .
A
Vysledky Z, linearnich regresnich filtri jsou nevychylené odhady s minimalnim rozptylem.
Hodnota Z; odpovida absolutnimu ¢lenu b, regresniho polynomu

d
A %%;ﬁ”k,

protoze v misté i je j = 0. Ostatni koeficienty b, , k=1, 2, ..., d, pak odpovidaji hodnotam
prvni, druhé az d-t¢ derivace délené faktoridlem 1!, 2! az d!. S ohledem na specialni
sekvenci soufadnic nezavisle proménné j = -N, ..., 0, ..., N plati, Ze

%qu "0 pro g "2u%1, kde u"0,1,2, ..
J

Dusledkem je, ze odhad b, pro polynom stupné 2d je totozny s odhadem a, pro polynom
stupné (2 d + 1). Regresni filtr sudého stupné je zarovei regresnim filtrem vétsim o jeden
lichy stupent. Thrall’® ukazal, Ze pro koeficienty line4rnich regresnich filtrfi G,j=-N,..0,
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- 2q

d
..., N, stupné 2d plati ¢, § %/ Vektor a = (a, ..., o,)" je dan feSenim soustavy
q 0

J

rovnic Ha " e ,kdee=(1,0,.., 0)" a Hje symetrickd matice rozméru (d + 1)x(d

+ 1) s prvky

J

Mezi koeficienty regresnich filtrii plati fada vztahi, plynoucich pfimo z jejich definice. Tyto
vztahy umoziiuji snadnou kontrolu jejich spravnosti. Pro koeficienty ¢, filtru fadu N a stupné
d plati, ze

N 1 prog ™0
s je ¢ b .
/'%N 0 prog ™ 1,..,d

V praci Bromby a Zieglera® jsou podrobné rozebrany vlastnosti regresnich filtrii. Je
ukazano, ze filtry jsou optimalni pro signaly, které se daji nahradit na délce filtru 2N + 1)
Taylorovym rozvojem do stupné d. Stupen vyhlazeni regresnim filtrem bude riist s délkou
filtru (2N + 1) a klesat s ristem stupné filtru d. Pii dostate¢né délce filtru a nizkém stupni
d 1ze ofekavat i odstranéni hrubsich chyb.

V technické praxi se ¢asto filtruje signal, kde Z* je ve tvaru piku, tj. jako soudet
gaussovskych nebo lorenzovskych kiivek. Pro vyhlazeni se pouziva kvadratickych nebo
kubickych filtrti, kdy je d = 2. Pro optimalni vyhlazeni je tfeba, aby délka filtru F' = (2N +
1) byla mensi nez §irka piku v poloviné maxima SPM. Proctor a Sherwood*' doporuduji volit
F _ 0.7 SPM, kde SPM je udano v poctech bodd uzitych na tuto vzdalenost. Frank**
vSak doporucuje volit délku filtru F pfi filtraci piku podle vztahu

P4 PM
A

kde A = x;,, - x; je skutecna vzdalenost mezi filtrovanymi hodnotami a PM je sirka piku
v poloviné maxima v jednotkach x. Pro gaussovské piky se doporucuje 4 - 1 a pro
lorentzovské 4 . 0.7.

N

| S S

05 ———-

I

fe)) NI G,

o
1
1
1
1
i
:
H 1
i i
1 1
123
Obr. 9.33 Urceni délky filtru pii filtraci piku.
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Detailni analyza vybéru vhodné délky filtru pro rizné stupné regresnich filtrl je uvedena
v praci Bromby a Zieglera®. Pii konstrukci regresnich filtrti postacuje pro zadana N a d urit
koeficienty ¢; , j = -N, ..., 0, ..., N. Problémem je, Ze matice H je pro vEtsi d Spatné
podminéna.

Plyne, ze vektor ¢ koeficientil regresniho filtru 1ze snadno ur€it na zakladé koeficientt
a specialniho regresniho polynomického modelu®

d
s - (xo%}jlfikak%gi,

kde 5,=1proi=0ad, =0 pro i .. 0. Funkce f, = °. Soustava rovnic je pak soustavou
normalnich rovnic, ze kteréje a * H% e " (FT F)* FT & ,kde matice F o rozméru

(2N + 1)x(d + 1) ma prvky F;, = proi =-N, .., Naj=0, 1, ..., d. Misto proménnych #/
je vyhodngj§i pouzit ortogondlnich polynomii pro dané déleni -N, ..., 0, ..., N. Thralf’
nahradil pro velka N tyto polynomy Legendrovymi polynomy a odvodil vztahy pro
koeficienty regresniho filtru stupné 2d. Pro kubické a kvadratické regresni filtry (d = 2, resp.
3) Ize pogitat ¢, v zavislosti na velikosti N podle vztahu*

o - BN>%3N&1) & 5;?
/ QN&1)2N% 1) 2N % 3)/3

nebo piiblizné podle Thrallova vztahu™

e . b e 5L 2.
i 2Nwi| a2 \N) "3

Pro d = 4, resp. 5, tj. regresni filtr &tvrtého a patého stupng, je mozno pouzit vztah*

o = (ISN*%30N?&35N?&50N%12)835 2N>%2N&3)j2%63)*
J 4(2N&3)(2N&1)(2N%1)(2N%3) (2 N%5)/15

Regresni filtry 1ze pouzit také pro ziskavani vyhlazenych hodnot derivaci. Koeficienty
kubického filtru pro prvni derivaci maji tvar
ol S5[S3N*%6N>&3N%1)j&7(3N?%3N&1);°]
/ CN%3)2N%1)2N&1)(N%2)(N%1)N(N&1)

Analytické vztahy pro pfipad d = 6, 7 a prvni az paté derivace jsou uvedeny v praci
Maddena®.

Regresni filtry neumoznuji filtraci prvnich N a poslednich N bodl. To je ovSsem pfi
vyhlazovani mensiho poctu dat nevyhodné. Obycejné vsak postacuje pocitat hodnoty
prvnich a poslednich N bod na zakladé regresnich polynomt pro prvnich a poslednich (2N
+ 1) bodu. Dosazuji se obecné j = 0. Pro ptipad kvadratického regresniho filtru byl
odvozen*! pro vypodet Z(j) v intervalu -N #;j # N vztah
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J
J

. 5(3/2&N(N% 1)) k*%(2N&1)2N%3)jk,
Z(k) . - 0%
A N@N?&1)(2N%3)(N%1)/3

5 NOV% D [BN(N%1)8&185/7]
N@N2&1)(2N%3)(N%1)/3

Pro prvnich N a poslednich N bodu se pocitaji hodnoty Z(k) pro rtizna £, tj. od -N do 0 a od
0 do N. Ostatni body se vyhlazuji dle centralni formule Z(0) = Z . Derivaci této rovnice dle
k se ziska zavislost pro ur€eni prvnich derivaci. Postup vyuZzivajici této rovnice se oznacuje
vyhlazeni pomoci klouzavych parabol.

Pii on-line digitalni filtraci s vyuzitim jednoduchych programovatelnych prostredkt je
vhodné pouzit filtri rekurzivnich. Obecny postup konstrukce rekurzivnich regresnich filtra
z regresnich filtrG nerekurzivnich je popsan v praci Bromby a Zieglera®. Piikladem
rekurzivni verze regresniho filtru pro d = 2 tzv. kvadratického filtru o délce filtru 15, tj. N
=17, je vztah

78

Z; T Zgy & 3(Zgy & Zy)) & 1105 iy & Yigio) %
221 153
% 1105 s & Vigo) & 1105 Vs & Vigg)

Regresni filtry 1ze konstruovat pomérné jednoduse, a to s ohledem na pouZzity vypocetni
prostiedek. V literatufe se véts§inou vychdzi z piivodni prace Savitzkého a Golaye®, ktera
vSak obsahuje chyby v numericky vycislenych koeficientech c¢;. S problematikou regresnich
filtrt uzce souvisi techniky pohyblivych nejmensich ¢tvercli nebo pohyblivé regrese, kdy
se regresni modely urcuji lokalné pouze z informaci o sousednich bodech vyhlazovaného
bodu {x;, y,}. Tyto techniky se pouzivaji pfi hledani trendid v rozptylovych grafech nebo
grafech rezidui*.

9.6 Postup pri interpolaci a aproximaci

V prvni fazi je tfeba rozhodnout o tom, zda jde o tlohu interpolace ¢i aproximace. Pro
interpolaci plati, ze hodnoty y jsou nendhodné veliiny a aproximujici funkce prochazi vSemi
zadanymi body. V piipadé aproximace jsou hodnoty y na ose x zatizeny nahodnymi chybami
nebo nepiesné a ucelem je nalezeni aproximujici funkce, ktera je potlacuje:

Postup interpolace a aproximace

1. Interpolace funkei: podle pozadavki na shodu zadané a aproximujici funkce lze
volit bud’ klasickou polynomickou, nebo Hermitovskou interpolaci. Polohy uzlt interpolace
je vhodné volit podle formule. Pro libovolné déleni uzli interpolace je vyhodnéjsi pouziti
spline interpolace defektu k= 1 (pozadavky na shodu ve funk¢nich hodnotach) nebo defektu
k =2 (pozadavky také na shodu v prvnich derivacich).

2. Interpolace zavislosti: pro tento piipad se doporucuje pouziti spline interpolace
vhodného stupné (defektu &k = 1) tak, aby byly splnény podminky spojitosti ve funkénich
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hodnotach a hodnotach derivaci. Voli se tfida funkci C" a dle toho se vybird vhodnd metoda.
Pokud neni pozadovana znalost derivaci aproximujici funkce, je vhodné pouzit lokalni
kubické interpolaéni postupy C' s automatickou upravou lokalni monoténnosti. Tyto metody
umoznuji pomérné€ kvalitni rekonstrukci zavislosti. Pokud jsou pozadovany znalosti prvni
derivace rekonstruované zavislosti, je vhodné pouziti kubickych spline pod napétim s
lokalnim fizenim tvaru aproximujici funkce.

3. Aproximace funkci: rozhodujici je volba normy S,. Pro pripad p = 2 (metoda
nejmensich ¢tverct) nebo p 64 (Cebysevova minimaxni aproximace) a polynomické
aproximacéni modely je postup odhadu parametrti pomérn¢ jednoduchy.

4. Aproximace zavislosti: k feSeni této ulohy existuje fada moznosti. Je mozné volit
mezi nasledujicimi zédkladnimi postupy:

(a) aproximace polynomy pro zvolenou normu S,

(b) spline regrese s volbou stupné spline a uzlovych bod,

(c) Gisekova regrese,

(d) spline vyhlazovani s volbou parametrti vyhlazeni,

(e) neparametricka regrese s volbou parametrti vyhlazeni,

() ¢islicova filtrace pro ekvidistantni déleni soufadnic x s volbou stupné a délky filtru.

Vybér vhodného postupu zde zavisi na cili zpracovani dat. Odstranéni nahodnych Sumi
umoznuji prakticky vSechny postupy a lisi se zejména definici aproximujici funkce a jeji
slozitosti. Pro ucely tvorby empirickych modelti vyhovuje obycejné nejlépe spline regrese.
Spline vyhlazovani je ucelné pro pfipady, u kterych se data budou nasledné numericky
derivovat nebo integrovat.

Predbézné zpracovani namétenych signald je ucelné provadét vyuzitim robustniho
vyhlazovéni nebo regresnich filtri. Pro stejny tcel je mozné pouzit i nepara-metrickych
regresnich modeld.




