8
NELINEARNI REGRESNI MODELY

8.1 Tvorba nelinearniho regresniho modelu

Postup tvorby nelinedrniho regresniho modelu se da roz¢lenit do téchto kroki:

1. Navrh regresniho modelu. Obvykle se jako nelinearni regresni model pouziva
n¢jaka fyzikalni nebo empiricka zavislost.

2. Odhadovani parametri. Na rozdil od linearnich regresnich modeld je tfeba pro
hledani minima kritéria regrese pouzit iterativnich algoritmut. V naprosté vétsing ptipada se
pouziva kritérium minima souctu ¢tverct odchylek (rezidui).

3. Posouzeni kvality odhadi. Kvalita nalezenych odhadi se standardné posuzuje podle
jejich intervalii spolehlivosti nebo pouze jejich rozptyli D(b,). Ptic¢inou vysokych rozptylt
parametri byva také pied¢asné ukonéeni minimaliza¢niho procesu pied dosaZzenim minima.

4. Grafické posouzeni vhodnosti modelu. Zahrnuje fadu metod a charakteristik.
Graficka analyza rezidui vyuziva grafu rezidui vs. predikce, ve kterém lze snadno odhalit:

a) odlehlé hodnoty,

b) trend v reziduich,

¢) nedostate¢né stiidani znaménka u rezidui,

d) heteroskedasticitu.

K ovéfeni normality rozdéleni rezidui lze uzit i rankitovych grafii a vyc¢isleni koeficientu
Sikmosti g,(€) a Spicatosti g,(é).

5. Zakladni statistické charakteristiky. O pfiblizeni navrzeného modelu k experi-
mentalnim datim informuje hodnota sumy ¢tvercti rezidui v minimu U(b), ze které se vycisli
rezidudlni rozptyl F* = U(b)/(n - m). Jednoduchou charakteristikou, zaloZenou na hodnot&
U(b), je koeficient determinace D, ktery je pro linearni regresni modely ¢tvercem vice-
nasobného korela¢niho koeficientu,
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Stonasobek koeficientu determinace se nazyva regresni rabat, 100 D [%]. V literatufe se
Casto nespravné uziva Hamiltoniiv R-faktor

R&faktor *

Pro y = 0 plati, Ze R>-faktor =1 - D. Pro y .. 0 plati mezi R-faktorem a koeficientem
determinace D vztah
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Hamiltonitv R-faktor ukazuje na rozdil mezi modelem y = f(x, #) a modelem y = 0, coz
u modelt s absolutnim ¢lenem nema smysl a hodnoty Hamiltonova R-faktoru vychazeji v
téchto ptipadech nesprdvné nizké. Je tieba upozornit, Zze D i R-faktor jsou funkci poétu
parametrti modelu, a to D je funkci rostouci s po¢tem parametrti, zatimco Hamiltoniiv R-
| faktor klesajici. Ani D, ani R-faktor neni proto vhodnym rozliSovacim kritériem k porovnani
modeli o rizném poctu parametra.

K rozliSeni mezi modely je vhodnéjsi uzit Akaikova informacniho kritéria AIC, pro které

plati AIC = & L(b) % 2m. Za optimalni se povazuje model, pro ktery dosahuje AIC
minimalni hodnoty. Pii pouziti metody nejmensich ¢tverc a modell nepatticich do téze
tiidy je
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6. Regresni diagnostika. Obsahuje stejné jako u linearnich regresnich modelti pomiicky
a postupy analyzy regresniho tripletu, tj. pro kritiku dat, kritiku modelu a kritiku metody.
Analyzou vlivnych bodi se identifikuji body, které silné ovliviiuji odhadované regresni
parametry v modelu, coz umoznuje urcit vybocujici pozorovani nebo extrémy. Pro aditivni
modely méfeni a uzivanou metodu nejmensich ¢tvercu jsou rezidua definovana vztahem

é, " y,&fix,, b). Popisjeuveden v 6. kapitole.

A. Analyza klasickych rezidui. Kritika dat se sklada z analyzy nékolika druhi
grafickych diagnostik a tabulek riznych druhd rezidui. V fadé programi aplikované
nelinearni regrese je analyza rezidui hlavni diagnostickou pomtickou pii rozliSeni
chemického modelu, a navic té€snost dosazeného prolozeni experimentalnimi body je mirou
vhodnosti navrzeného modelu. Mezi nej€astéji uzivané charakteristiky patii smérodatna
odchylka rezidui s(é ), ktera by se méla rovnat velikosti Sumu zavisle proménné y, koeficient
Sikmosti g,(€) a koeficient Spicatosti g,(é) rezidui.




K testovani rezidui 1ze uzit vSech statistik, zndmych z linearnich regresnich modeld.
Potize zde ¢ini pouze urceni rozdéleni testacnich statistik, které jsou zavislé na nelinearité
modelu.

B. Analyza vlivnych bodu. U linearnich regresnich modelu (viz 6. kapitola) jsou k
dispozici vSechny charakteristiky k odhaleni vlivnych bodii pomoci rezidui é; a dia-
gonalnich prvkii P, projekéni matice P =X (X" X)"' X', zatimco u nelinearnich modelt je
rozdil v matici P. Matice P=J (J* J)'' J totiz obsahuje J Jakobian ¢&ili derivaci modelové
funkce podle jednotlivych parametr v danych bodech.

U nelineéarnich regresnich modelu je situace komplikovana tim, ze jiz nelze vyjadrit
odhady parametri a rezidua jako linearni kombinaci experimentalnich dat. Pokud se uzije
linearizace nelinearniho modelu, je mozné uzit pfimo vSech technik odhaleni vlivnych boda
v linedrnich modelech. Vychazi se z jednokrokové aproximace odhadu 4, , pro kterou plati
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kde P, jsou prvky projekéni matice P. Lze vy¢islit charakteristiku DFS,

> kterd vyjadiuje vliv
i-tého bodu na odhad j-tého parametru, vztahem
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kde sﬁ) je odhad rozptylu vy¢isleny pii vynechani i-tého bodu, pro ktery plati
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Symbol ¥, zna¢i prvky matice V = (J' J)". Pfi testovani se povazuje i-ty bod za vlivny,
pokud je DFES; > 2/%n.

Vlivné body lze také identifikovat na zakladé jednokrokové aproximace Jackknife
rezidui € ;, pro kterou plati vztah

K vyjadieni vlivu jednotlivych bodti na odhady parametrti 1ze pouzit i kvadratického rozvoje
regresniho modelu a vy¢islovat zmény vektoru vychyleni ki, pfi vynechani

i-t¢ho bodu nebo zmény stfedni hodnoty i-t¢ho rezidua pii vynechani i-t¢ho bodu. Mezi
nelinearni miry vlivu i-tého bodu na odhady parametrii patii vérohodnostni vzdalenost
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Pro pfipad metody nejmensich ¢tvercti bude vérohodnostni vzdalenost ve tvaru

Do obou vztahil Ize dosadit bud’ odhady b, urCené regresi pfi vynechani i-t¢ho bodu, nebo
b',, urené z jednokrokové aproximace. Je-li LD, >y’ ,(2), je dany bod siln& vlivny.
Obycejné se voli a = 0.05.

(a) Vlivné body ovliviiuji nejenom odhady parametrd, ale také relativni vychyleni A, ,
které je znaéné citlivé na jejich vyskyt.

(b) Charakteristiky zaloZené na linearizaci nebo kvadratické aproximaci nelinearniho
modelu neindikuji vzdy spravné pritomnost vlivaych bodt. Hodi se pfedevs§im pro malo
nelinearni modely.

(c) Nejlepsi indikaci vlivnych bodii poskytuje vérohodnostni vzdalenost LD, Pouze tato
charakteristika umoznuje indikaci celé skupiny vlivnych bodi, kde muze dojit k jejich
vzajemnému "maskovani".

(d) U praktickych uloh postacuje aproximace LDS; .

7. Mapa citlivostni funkce. Na rozdil od linearnich regresnich modelt je tieba
u nelinearnich modelt pocitat s fadou komplikaci, jako je neodhadnutelnost n¢kte-rych
parametrd, existence minima funkce U(f) jen pro nekteré regresni modely, vyskyt lokalnich
minim a existence sedlovych bodt, ovliviijicich kriterialni funkci U(f) a Spatnou
podminénost parametrii v regresnim modelu. Tyto problémy lze ¢astecné indikovat na
zéklad¢ analyzy normalizovanych citlivostnich koeficientii
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Pro vizualni posouzeni S$patné podminénosti, vzniklé jako dusledek pfiblizné
multikolinearity mezi parametry B, B, , se konstruuji citlivostni grafy. Obycejné jde
o zavislosti C;;y a C,yy na x;, i = 1, ..., n. Lze také vynaSet zavislost normalizovanych
citlivostnich koeficientll pfimo na indexu i.

Pro vyjadreni citlivosti regresnich modelit na zménu parametru B; je mozne vyuzit
celkové citlivostni funkce

Tato citlivostni funkce je nekonstantni pro takové parametry B, které jsou v modelu f{x, f)
nelinearni.

Citlivostni grafy parametrii jsou pak zavislosti C,;na B, v okoli bodii B, nebo b,. Pokud
jsou citlivostni grafy parametrti ptiblizn¢ konstantni, indikuje to malou citlivost regresniho
modelu ke zménam j-tého parametru, nebo je model f{x, #) vzhledem k parametru B, linedrni.

8. Predikéni schopnost modelu. Predikéni schopnost se mize posoudit postupem
“cross-validation”: data se rozd¢€li na dv€ podskupiny M, (s indexy i =1, ..., int(n/2)) a M,




(s indexy i = int(n/2) + 1, ..., n). Oznaci se odhady parametrti z bodli podskupiny M, jako
b(M,) a z bodl podskupiny M, jako b(M,). Predikéni schopnost modelu Ize pak vyjadrit
kritériem
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kritéria patii stredni kvadraticka chyba predikce
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Misto odhadu b, Ize pouzit také jednokrokové aproximace b' . Cim je MEP nizi, tim je
model vérohodné&jsi a ma lepsi predikéni schopnost.

9. Souhlas s pozadavky fyzikdlniho smyslu. U navrzenych modelt jsou na odhady
parametrti kladena omezeni, vychazejici z fyzikalniho smyslu odpovidajicich parametri.
Standardné se vyzaduje, aby odhady lezely v jisté predpokladané oblasti (napi. koncentrace
v oblasti kladnych ¢&isel, molarni absorpéni koeficienty g v oboru &isel 10 az 10, konstanty
stability log B, v oboru ¢isel 0 az 50 atd.).
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Program ADSTAT umoziiuje numerickou a statistickou analyzu nelinearniho regresniho
modelu f(x, B) s vyuzitim minimaliza¢ni hybridni strategie "double dog-leg". Vstupem je
soubor experimentalnich dat {x, y.}, i =1, ..., n, a nulté ptiblizeni odhadovanych parametra
B. Uzivatel zadavé regresni model a miize volit, zda se vybrané parametry zkonstantni.




