7
KORELACE

Pro vyjadfeni intenzity vztahli mezi slozkami &, ..., &, m-rozmérného nahodného vektoru
& se pouziva korelacnich koeficientii. Data tvoii nahodny vyber z m-rozmérného rozdéleni
nahodného vektoru & Neuvazuje se obyCejné a priori, ktera slozka & ndhodného vektoru &
je vysvetlovana (u linearniho regresniho modelu oznacovand jako vystupni zavisle
proménnd) a které slozky vektoru & jsou vysvetlujici (u linearniho regresniho modelu
oznacCované jako vstupni nezavisle proménn€). Nahodny vyber {x,},i=1,..,nj=1, ..,
m, velikosti n je tvofen (n X m) rozmér-nym polem dat
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Plati, ze
a) pocet fadku n (tj. poCet m-rozmérnych "bodu" x) je vyrazné vétsi, nez pocet sloupcu
m (4j. pocet "proménnych" ¢ili slozek vektoru x).
b) Vsechny slozky vektoru x; jsou ndhodné a predem neoviivnitelné experimen-tatorem.
¢) Mezi slozkami jsou pouze linearni vazby.

7.1 Druhy korela¢nich koeficienti

7.1.1 Parovy korelaé¢ni koeficient

Korelacni koeficienty slouzi jako miry pro vyjadieni "tésnosti linearni stochastické vazby"
mezi slozkami nahodného vektoru >. Pearsonitv parovy korelacni koeficient p(§, &) = r;
vyjadfuje miru linearni stochastické vazby mezi ndhodnou veliCinou & a &. OznaCme
populacni parovy korelacni koeficient p a vybérovy parovy korelacni koeficient r. Nahradime
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stfedni hodnoty p, a p, aritmetickymi priméry X, ax, , dale rozptyly Ff a F; vybérovymi
rozptyly sf a s, . Pro vybérovy korelacni koeficient plati vyraz
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K interpretaci korelaénich koeficientt je tfeba ptistupovat velmi obezietné. Plati pravidlo,
ze vyznamna parova korelace neni ditkazem pricinné souvislosti. Nékdy vznikaji falesné
korelace, kdy jak &, tak i &, siln€ koreluji s neuvazovanou ndhodnou veli¢inou & a vysoka
hodnota p(§;, &) je disledek vysokych hodnot p(§;, &) a p(&, &). Pii interpretaci
korela¢nich koeficientl je pak vhodné uzit i parcialni korela¢ni koeficienty.

P1i konstrukei test vyznamnosti se vyuziva testacni statistiky
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ktera ma pro piipad p = 0 Studentovo rozdé€leni s (n - 2) stupni volnosti. Toho lze vyuzit
k testovani nekorelovanosti, resp. linearni nezavislosti dvojice nahodnych veli¢in. Je-li jejich
rozdéleni dvourozmérné normalni, je nekorelovanost totozna s nezavislosti. Testuje se
hypotéza H,: p = 0 proti riznym alternativam H,. Vyjde-li *#* vétsi nez odpovidajici kvantil
Studentova rozdéleni, zamita se H, a ndhodné veli¢iny nejsou nekorelované. Uvedeny test
je silné nerobustni a plati pouze v piipadé dvourozmérné normality &, &,. Pro urychleni
konvergence f{r) k normalnimu rozdéleni se pouziva riznych transformaci. Jednoducha
Rubenova transformace ma tvar

R " yn & 25r
Y1 & 0.5 r?

Néhodna veli¢ina R(7) jiz ma i pro mensi vybéry normované normalni rozdéleni N(0, 1).

>

7.1.2 Parcialni korela¢ni koeficient

V fadé¢ piipadi je Gicelné sledovat vztah mezi dvéma slozkami & a § nahodného vektoru pii
zkonstantnéni dalsich slozek vektoru > . Pro vyjadieni intenzity tohoto vztahu se pouZzivaji
parcialni korelacni koeficienty riznych fadi. Nejjednodussi jsou parcialni korelacni
koeficienty nultého adu, které¢ odpovidaji parovym korela¢nim koeficientim.

Parcidlni korelacni koeficienty prvniho #ddu r, ,, odpovidaji parovému korela¢nimu

koeficientu mezi rezidui 9, " > &EC/Kx)

a rezidui i, " > & ECyx,)
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Analogicky lze definovat i dalSi parcialni korela¢ni koeficienty 7,5 prvniho fadu jako parove

a maji tvar r130)

korelacni koeficienty mezi rezidui 9 > & E(>1/xj)
a rezidui i ; T4 E(>i/xj) ,
r; & Tty

pro které plati tvar
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Parcidlni korelacni koeficienty druhého idadu r;,, jsou vlastné parové korelacni

koeficienty rezidui Uik > & E(>1/(xj, x,))
a rezidui ij’k "> & E(>i/(xj, X))
. Mg & Mjw Tiw

a maji tvar ik

JA & i) (4 & 1)

a rezidui i, " > &EC/KXC
kde vektor x" obsahuje SI0ZKY X,, X3, ..., X5 Xis1s eoer X,
Obecné se pocitaji parcialni korelacni koeficienty vyssich radu podle rekurentni formule
. A&BC
1 j23,...jal) >

J( & BY)(1 & C?)

- - -
kde 4 T j23,...j82) B Ty ja123,...j82) c T} i812.3,... j82)

Pro statistické testovéani a konstrukci intervalit spolehlivosti se vyuziva pravidlo, ze
rozdéleni parcialniho korela¢niho koeficientu fadu (m - 1) je stejné jako rozdéleni parového
korela¢niho koeficientu pro rozsah vybéru (n - m + 1).

7.1.3 Vicenasobny korelacni koeficient

nahodnou veli¢inou &, a nejlepsi linearni kombinaci slozek &, ..., &, nahodného vektoru. Pro
tento korelacni koeficient plati, ze
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kde det(.) oznaCuje determinant a R; je matice vznikla vypuSténim i-t€ho fadku a j-t¢ho
sloupce korela¢ni matice R.

Mezi zakladni vlastnosti vicenasobného korelaéniho koeficientu patii:

2. Pokud je R, ,,= 1, znamena to, Ze ndhodna veli¢ina & je piesné linearni kombinaci
veli¢in &,, ..., &,,.

3. Pokud je Ry, ,, = 0, jsou také vSechny odpovidajici parové korelacni koeficienty
rovny nule p(§;, §)=0,j=2, ..., m.

4. Pro pfipad jedné vysvétlujici proménné je R, = *p(&,, £,)*, tj. vicenasobny korelacni
koeficient je totozny s absolutni hodnotou parového korelacniho koeficientu.

5. Plati, ze s ristem poétu vysvétlujicich proménnych vicenasobny korelaéni koeficient
nikdy neklesa
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R1(2) # R1(2,3) # R1(2’3’4) # ... # R1(2

Pii znalosti jednotlivych parcidlnich korelac¢nich koeficienti vSech radu je mozné
vycislit také vicenasobny korelacni koeficient ze vztahu

" 1& 1 &R A &R, (&R, -

2
cee (1 & Rl,m(2,3 ..... m&l))'
Pro vypocet parcialnich korela¢nich koeficienti je vyhodné vyuzit vztah

&1)' det(R, )
1i2,3,..., m) 4

JaetR,) dew(R,)

kde R je korela¢ni matice odpovidajici vektoru> a R; je matice vznikla vynechanim i-t¢ho
fadku a j-tého sloupce matice R.

R

7.2 Porradovy korela¢ni koeficient

V nékterych pripadech je vyhodné nahradit klasicky parovy korelacni koeficient pofadovym
(neparametrickym) korela¢nim koeficientem podle Spearmana, ktery je malo citlivy na
pritomnost vybocujicich hodnot. Potadi i-tého prvku vybéru je rovno indexu odpovidajici
poradkové statistiky. Oznaéme poradi prvkd vybéru vzhledem k proménné & jako x
a poradi prvkd vybéru vzhledem k proménné &, jako x,;.
Pro Spearmaniitv poradovy korelacni koeficient pak plati

6 ! 2

3 (x. &x,.).
) "tjl ( Lsi 2sz)

D " 1& ——M—
nn? &1

Rozdéleni veli¢iny D, je symetrické se stiedni hodnotou E(D,) = 0 a rozptylem D(D,) = 1/(n
- 1). Pro n > 10 se ¢asto vyuziva toho, Ze veli¢ina
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ma asymptoticky Studentovo rozdéleni s (n - 2) stupni volnosti, pokud teoreticky koeficient
p,=0.

V praxi se stava, ze pro n¢kolik prvkt vybéru vychazi stejné poradi. Pak se vSem pfiradi
prumér z pofadi, které by mély, pokud by nabyvaly rtiznych hodnot, a Spearmaniiv
korelacni koeficient se pocita dle upravené formule

nn? & 1) &

D - 6

J(n(nz& 1) &Za)(n(nz& 1) &Zb)
6 6

kde a, b jsou opravné koeficienty na poradi

n
j1 ,; &x, ) &a&b

1 3
a — g (@ &a, >
12 (’) ( J ])

b " #—(b;&bk) ,
)

kde j oznacuji ¢isla shluki stejnych pofadi pro x, a a; je pocet hodnot se stejnym pofadim
v j-tém shluku. Analogicky je definovano také k a b,.

Spearmantiv potadovy korelacni koeficient p, lezi v intervalu -1 # p, # 1. Pokud vybér
pochézi z dvourozmérného normalniho rozdéleni a n $ 30, plati vztah, ze

D>, >) 2sin(%DS).

Pfi pouziti potadovych korela¢nich koeficientd je tfeba mit stile na paméti, ze pii
prechodu z dat x,;, x,; na potadi x,;, x,,; dochazi vzdy ke ztrat¢ informace. Na druhé¢ stran¢
je v8ak docileno zrobustnéni a snizeni citlivosti na odchylky od normality.

7.3 Cronbachiiv korela¢ni koeficient y spolehlivosti vysledku

Spolehlivost vysledku, méreni miize byt rozdélena na dve kategorie: spravnost a presnost (viz
1. kapitola). Spravnost se tyka dikazu, zda naméfena hodnota je spravna. Presnost se tyka
dikazu, zda naméfené hodnoty jsou stejné pii svém opakovani. Piistroj mize byt spravny
pfi méfeni jedné veliCiny, ale nemusi byt spravny pfi méfeni jiné. Bylo navrzeno nékolik
metod na prokazani spolehlivosti pfistroje. Zaméfime se nyni na ovéteni vnitini jednotnosti
vysledku (konzistentnosti).

Cronbachiiv korela¢ni koeficient y: predstavuje nejrozsifenéjsi kritérium posou-zeni
vnitini jednotnosti vysledku a vypocte se dle vzorce
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kde m je pocet proménnych a 6, je vypoctend kovariance mezi proménnou i a j, o, je rozptyl
proménné i. Jsou-li data pfedem standardizovana (odeCtenim priméru a podélenim
smeérodatnou odchylkou polozky), dostaneme standardizovanou verzi Cronbachova
koeficientu
" m D
1%Dmé&l
kde D je primér viech korela¢nich koeficientli mezi viemi m proménnymi.

Cronbachiv koeficient y ma nékolik interpretaci: rovna se praméru vSech
Cronbachovych koeficientt, ziskanych pro vSechny mozné kombinace rozdélenim 2m
proménnych do dvou skupin, kazdé o m proménnych, a vypoctenim dvou polovicnich testi.
Déale odhaduje ocekavanou korelaci jednoho pfistroje s alternativni formou jiného,
obsahujiciho stejny pocet métenych proménnych. Miize odhadovat také ocekavanou korelaci
mezi aktualnim testem a hypotetickym testem, ktery nikdy nebyl popsan. Protoze jde o
korelacni koeficient, je Cronbachiv koeficient y definovan v intervalu -1 az +1. Ve vétsine
pripadi jde o kladné ¢islo. Existuje pravidlo, ze y by mélo pro vétSinu piistrojti dosdhnout
hodnoty alespont 0.8. Koeficient y lze zlepsit ¢i zvysit zvétSenim poctu métfeni nebo
zvySenim primérné korelace mezi proménnymi.

Postup analyzy korelace

1. Navrh modelu: zafadime obvykle i absolutni ¢len B, a nejprve budeme uvazovat
linedrni regresni model ve tvaru y * $, % $,x, % ... % $,x,,. Polohu a proménlivost

proménnych y, x,, x,, x; piinasi primeér a smérodatna odchylka hodnot kazdé proménné.
Zatimco Pearsoniiv vicendsobny korelacni koeficient r ukazuje, do jaké miry je navrzeny
linearni regresni model statisticky vyznamny, hodnota koeficientu determinace D = v’
vyjadiuje kolik procent bodii dobie koresponduje s modelem. Predikovany koeficient
determinace D, m& podobny vyznam jako koeficient determinace D, je vSak vycislen jinak,
misto sumy c¢tvercti odchylek RSC se ve vztahu uzije stfedni kvadraticka chyba predikce
MEP.

2. Korela¢ni matice Pearsonovy a Spearmanovy poiadové: vypocet umoziuje
likvidaci déravych cel parovym nebo fadkovym zpusobem. Korelace jsou vsak silné
ovlivnény odlehlymi hodnotami, heteroskedasticitou, nenormalitou rozdéleni a
nelinearitami. Vhodnym doplitkem Pearsonova korelacniho koeficientu je Spear-maniv
potadovy korelacni koeficient. Pofadova korelace se vycisli Pearsonovym korelacnim
vzorcem, aplikovanym na poradové ¢islo dat ne na numerické hodnoty dat samotnych. V
pripadé odlehlych hodnot se bude velice lisit parametricka a neparametricka mira korelace,
tj. Pearsontv korela¢ni koeficient a Spearmantv pofadovy korelacni koeficient. V ptipade¢
kolinearity jsou vysoké hodnoty parovych korelaci prvni indikaci kolinearity.




3. Matice rozdilii: Aby se umoznilo porovnat tyto dva typy korela¢nich matic, vypocte
se také matice rozdild. Tim se ukaze, ktera dvojice proménnych si zada hlubsiho vysetfeni.




