6.4 Polynomické regresni modely

Vzorova tloha 6.4 Optimalni stupen polynomu a snizeni multikolinearity
Na tloze L6.02 Zavislost vysky piku kyseliny kyanurové na koncentraci zelatiny ukazeme hledani optimalniho
stupné polynomu a sniZzeni multikolinearity aplikaci metody racionalnich hodnosti (anglicky Generalized Principal
Component Regression, GPCR): Pfi stanoveni kyseliny kyanurové metodou diferencni pulsni polarografie byl
sledovan vliv pfitomnosti povrchové aktivnich latek. (1) Urcete stupent polynomu m zavislosti vysky piku kyseliny
kyanurové y na koncentraci zelatiny x. (2) Které z kritérii, MEP nebo AIC, ma lepsi rozliSovaci schopnost pii urceni
stupné polynomu? (3) Pokuste se snizit multikolinearitu.
Resent:
1. Navrh modelu:

(a) Urceni stupné polynomu metodou nejmensich ctvercii MNC':
K urceni optimalniho stupn€ polynomu budeme sledovat nasledujici statistické charakteristiky pro rozli¢né stupné
polynomu: vicendsobny korelacni koeficient r a koeficient determinace D nejsou pro hledani optimalniho stupné
polynomu m vhodné.

Stupeni polynomu m = 1

Vicenasobny korelacni koeficient :0.97029
Koeficient determinace 100 % D 1 94.145
Predikovany koeficient determinace R*, 1 0.94633
Stredni kvadraticka chyba predikce MEP :109.95
Akaikovo informacni kritérium 4/C 145.211

Stupen polynomu m = 2

Vicenasobny korelaéni koeficient r :0.99800
Koeficient determinace 100 % D 1 99.600
Predikovany koeficient determinace R?, :0.99481
Stfedni kvadraticka chyba predikce MEP 1 10.894
Akaikovo informaéni kritérium 4/C :20.376

Stupeii polynomu m = 3

Vicenasobny korelaéni koeficient r :0.99913
Koeficient determinace 100 % D 1 99.827
Predikovany koeficient determinace R?, :0.99564
Stredni kvadraticka chyba predikce MEP :9.166
Akaikovo informacni kritérium 4/C : 14.022

Stupen polynomu m =4

Vicenasobny korela¢ni koeficient » :0.99965
Koeficient determinace 100 % D :99.929
Predikovany koeficient determinace R?, :0.99398
Stredni kvadraticka chyba predikce MEP 1 12.639
Akaikovo informacni kritérium A/C : 7.080

Stupeni polynomu m = 5

Vicenasobny korela¢ni koeficient :0.99980
Koeficient determinace 100 % D :99.959
Predikovany koeficient determinace R*, 1 0.98033
Stredni kvadraticka chyba predikce MEP 1 41.006
Akaikovo informacni kritérium 4/C :3.502

Stupen polynomu m = 6

Vicenasobny korelaéni koeficient r :0.99999
Koeficient determinace 100 % D :99.999
Predikovany koeficient determinace R?, :0.99863
Stfedni kvadraticka chyba predikce MEP :2.883

Akaikovo informaéni kritérium AIC :-29.367




Stupent polynomu m = 7

Vicenasobny korela¢ni koeficient : 1.0000
Koeficient determinace 100 % D :99.999
Predikovany koeficient determinace R*, 1 0.97561
Stredni kvadraticka chyba predikce MEP :50.729
Akaikovo informacni kritérium A/C :-30.950

Graficka analyza klasickych rezidui a rozptylovy graf jsou rovnéz uzite¢nou a nazornou pomtckou pii hledani
stupné polynomu m. Vynesenim MEP nebo AIC proti stupni polynomu m vidime, ze se nabizi dvé feseni, a to m
=3 am = 6. S ohledem na maximalni jednoduchost modelu Ize volit m = 3. V tomto pfipad¢ je G¢elem maximalni
tésnost prolozeni, a proto dame prednost m = 6.
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Obr. 6.4-1 Polynom 1. stupng, vlevo: graf t€snosti prolozeni, a vpravo: analyza rezidui, ADSTAT.
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Obr. 6.4-2 Polynom 2. stupné, vlevo: graf t€snosti prolozeni, a vpravo: analyza rezidui, ADSTAT.
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Obr. 6.4-3 Polynom 3. stupné, vlevo: graf t€snosti prolozeni, a vpravo: analyza rezidui, ADSTAT.
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Obr. 6.4-4 Polynom 4. stupné, vlevo: graf t€snosti prolozeni, a vpravo: analyza rezidui, ADSTAT.
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Obr. 6.4-5 Polynom 5. stupné, vlevo: graf t€snosti prolozeni, a vpravo: analyza rezidui, ADSTAT.
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Obr. 6.4-6 Polynom 6. stupné, vlevo: graf tésnosti prolozeni, a vpravo: analyza rezidui, ADSTAT.
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Obr. 6.4-7 Polynom 7. stupné, vlevo: graf t€snosti prolozeni, a vpravo: analyza rezidui, ADSTAT.

(b) Urceni odhadii parametrit metodou raciondlnich hodnosti GPCR:
Omezeni P na vlastni &isla matice X*X: JelikoZ vechny odhady parametr( v bloku 3 jsou statisticky vyznamné,
neni tfeba hledat novou hodnotu omezeni na vlastni ¢isla P a je mozné uzit ptimo tyto odhady metodou nejmensich

Stveretl, (P =107%).

2. PiredbéZna analyza dat: polohu a proménlivost proménnych y, x charakterizuje primer a smérodatna odchylka
hodnot kazdé proménné. Pearsoniiv parovy korelacni koeficient viech parliy vs. x, y vs. ¥, yvs. X, y vs. ¥, y vs.
x°, y vs. x° ukazuje vysokou korelaci. Velka korelace je indikovéna i mezi jednotlivymi nezavisle proménnymi, coZ
je charakteristickym rysem polynomt, protoZe mezi ¥ a x' je ziejma vazba.
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1.9906E+02
3.2500E+01
1.2625E+03
5.4438E+04

o

[

HoR, R, RS

0

= 0=
EN

2.4983E+06
1.1934E+08
5.8593E+09

Smérodatna
odchylka
3.4199E+01
1.5138E+01
1.0024E+03
5.6724E+04
3.1062E+06
1.6883E+08
9.1697E+09

Parové korela¢ni koeficienty

mezi dvojicemi vysvétlujicich proménnych

x! versus x°:
x' versus x°:
x! versus x*:
x' versus x°:
x! versus x°:
x> versus x°:
x? versus x*:
x> versus x°:
X% versus x°:

9.8159E-01
9.4340E-01
9.0123E-01
8.6118E-01
8.2500E-01
9.8890E-01
9.6530E-01
9.3774E-01
9.0996E-01

Parovy korela¢ni Spoctena

koeficient hlad. vyznam.
1.0000 -
0.9703 0.000
0.9970 0.000
0.9903 0.000
0.9682 0.000
0.9405 0.000
09117 0.000
Spoctena

hladina vyznamnosti

0.000

0.000

0.000

0.001

0.003

0.000

0.000

0.000

0.000




x° versus x*: 9.9316E-01 0.000

x° versus x°: 9.7795E-01 0.000
x° versus x°: 9.5925E-01 0.000
x* versus x°: 9.9554E-01 0.000
x* versus x°: 9.8522E-01 0.000
x° versus x°: 9.9693E-01 0.000

INDIKACE MULTIKOLINEARITY:

¢ Vlastni ¢isla Cisla podmi- Variance inflation Vicenas.korel.
Jj korel. matice ), nénosti K; factor VIF; koef pro X;

1 1.8216E-09 3.1529E+09 4.3737E+05 1.0000

2 7.4534E-07 7.7056E+06 1.8050E+07 1.0000

3 1.0269E-04 5.5929E+04 1.3400E+08 1.0000

4 6.7786E-03 8.4726E+02 2.6046E+08 1.0000

5 2.4987E-01 2.2985E+01 1.2751E+08 1.0000

6 5.7432E+00 1.0000E+00 9.8657E+06 1.0000
Maximalni ¢islo podminénosti K : 3.1529E+09

Napovéda: K[j], K > 1000 indikuje silnou multikolinearitu, VIF[j] > 10 indikuje silnou multikolinearitu.

Maximalni ¢islo podminénosti K = 3.1529E+09 vysoko pievysuje hodnotu 1000, a proto je v datech indikovana

silna multikolinearita. Rovnéz i kritérium VIF dosahuje hodnot vysSich nez 10, coz potvrzuje v datech silnou
multikolinearitu.

3. Odhadovini parametri: klasickou metodou nejmensich &tvercit (MNC) byly nalezeny nejlepsi odhady sedmi
parametri, 3, az . Studentlv #-test ukazal, Ze vSechny parametry jsou statisticky vyznamné, kdyz #,,5(10-7) =
3.182.

Parametr Odhad Smérodatna Hy: b;=0vs.H,: ;.. 0 Spoétena
odchylka t-kritérium hypotéza H, je hlad. vyzn.

b, 2.2938E+02 1.2016E+01 19.090 Zamitnuta 0.000
b, -1.9126E+01 3.0407E+00 -6.2900 Zamitnuta 0.008
b, 2.0945E+00 2.9499E-01 7.1002 Zamitnuta 0.006
b, -1.1157E-01 1.4204E-02 -7.8552 Zamitnuta 0.004
b, 3.1315E-03 3.6162E-04 8.6597 Zamitnuta 0.003
bs -4.3280E-05 4.6552E-06 -9.2970 Zamitnuta 0.003
b, 2.3244E-07 2.3841E-08 9.7496 Zamitnuta 0.002

4. ZAakladni statistické charakteristiky: Stredni kvadraticka chyba predikce MEP a Akaikovo informacni kritérium
AIC se uzivaji k rozliSeni mezi n€kolika navrzenymi modely, zde stupni polynomu m. Pro nejlepsi stupeil polynomu
m dosahuji obé& kritéria svych minimalnich hodnot.

Vicenasobny korelaéni koeficient r :0.99999
Koeficient determinace 100 % D :99.999
Predikovany koeficient determinace R?, :0.99863
Stfedni kvadraticka chyba predikce MEP :2.8832
Akaikovo informaéni kritérium 4/C :-29.367

5. Regresni diagnostika: obsahuje pomtcky a postupy pro interaktivni analyzu (a) dat, (b) modelu, (¢) metody,
coz jsou slozky tzv. regresniho tripletu.

A. Kritika dat: Sklada se z analyzy nékolika druhti grafickych diagnostik a tabulek rtiznych druht rezidui. Je
tieba si uvédomit, Ze o vhodnosti modelu rozhoduje piedevsim statisticka analyza rezidui (obr. 6.4-1a az 6.4-7a).
(a) Analyza klasickych rezidui neni pfili§ spolehliva, protoze klasicka rezidua jsou korelovana, s nekonstantnim
rozptylem, jevi se normalnéjsi nez nahodné chyby (efekt supernormality) a nemusi indikovat siln¢ odlehlé hodnoty.
Graficka analyza é vs. y, (obr. 6.4-1b az 6.4-7b) je schopna indikovat podezielé body, trend a nekonstantnost

rozptylu, tzv. heteroskedasticitu. Miry polohy a rozptyleni klasickych rezidui by mély dosahovat hodnot blizkych
experimentalnimu Sumu. Odhad smérodatné odchylky s(e) by se mél blizit svou velikosti experimentalni chybé,
kterou je zatizena zavisle proménna. Odhady Sikmosti a Spicatosti by mély dokazovat normalni rozdéleni rezidui,
normalitu.

Bod Méiena Predikovana Smérodatna Klasické Relativni
hodnota hodnota odchylka reziduum reziduum
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1 1.6320E+02 1.6322E+02 2.0848E-01 -1.5771E-02 -9.6636E-03
2 1.6560E+02 1.6551E+02 1.9869E-01 9.1293E-02 5.5129E-02
3 1.6930E+02 1.6950E+02 1.5902E-01 -2.0217E-01 -1.1942E-01
4 1.7450E+02 1.7432E+02 1.5061E-01 1.8356E-01 1.0519E-01
5 1.8250E+02 1.8248E+02 1.4727E-01 1.8601E-02 1.0192E-02
6 1.9530E+02 1.9547E+02 1.4727E-01 -1.7427E-01 -8.9230E-02
7 2.1200E+02 2.1187E+02 1.5061E-01 1.2776E-01 6.0263E-02
8 2.2810E+02 2.2812E+02 1.5902E-01 -2.0205E-02 -8.8578E-03
9 2.4190E+02 2.4191E+02 1.9869E-01 -1.3461E-02 -5.5646E-03
10 2.5820E+02 2.5820E+02 2.0848E-01 4.6563E-03 1.8034E-03
Rezidualni soucet ¢tvercit RSC : 1.3080E-01

Pramér absolutnich hodnot rezidui Me : 8.5175E-02

Priimér relativnich rezidui Me, 1 4.6531E-02

Odhad rezidualniho rozptylu s*(e) 1 4.3600E-02

Odhad smeérodatné odchylky rezidui s(e) 1 2.0881E-01

Odhad $ikmosti rezidui g,(e) :-0.303

Odhad $picatosti rezidui g,(e) :2.376

(b) Analyza ostatnich rezidui: Jackknife rezidua indikuji odlehlé body, diagonalni prvky H ;0d projekéni matice
H a diagonalni prvky H,,; ; od zobecnéné projek¢ni matice H,, , pouze extrémy. Ostatni druhy rezidui a kritéria v
tabulce pak oboji (znaceno hvézdi¢kou u hodnoty). Jackknife rezidua e, ; ukazuji, Ze Zadny bod neni odlehly.
Cookova vzdalenost D, a Atkinsova vzdalenost 4; ukazuji na vlivné body ¢. 1, 2, 10 a kritérium DF; na ¢. 1, 2, 3,
10 a vérohodnostni vzdalenosti LD(b), na¢. 1,2, 10 a LD(s ) na¢. 1,2,3 a LD(b, § ) na &. 1, 2, 3, 10. Diagonalni
prvky H; projek¢ni matice H ukazuji, Ze nejsou extrémy, a diagonalni prvky H,,; ; zobecnéné projekeni matice H,,
pak opét, Ze nejsou extrémy.

INDIKACE VLIVNYCH BODU: (* indikuje odlehly nebo vlivny bod)

Bod Standardiz. Jackknife Predikované Diagonalni
reziduum reziduum reziduum prvky
i Cs,i € €p H;
1 -1.3464E+00 -1.7476E+00 -5.0116E+00 9.9685E-01
2 1.4221E+00 2.0340E+00 9.6584E-01 9.0548E-01
3 -1.4939E+00 -2.4105E+00 -4.8131E-01 5.7995E-01
4 1.2693E+00 1.5231E+00 3.8265E-01 5.2028E-01
5 1.2566E-01 1.0287E-01 3.7013E-02 4.9744E-01
6 -1.1773E+00 -1.3105E+00 -3.4675E-01 4.9744E-01
7 8.8338E-01 8.3854E-01 2.6632E-01 5.2028E-01
8 -1.4930E-01 -1.2236E-01 -4.8101E-02 5.7995E-01
9 -2.0968E-01 -1.7247E-01 -1.4241E-01 9.0548E-01
10 3.9752E-01 3.3347E-01 1.4796E+00 9.9685E-01
Bod Zobecnéné diag. Cookova Atkinsonova Vliv na
prvky vzdilenost vzdalenost predikei
i H,; D; 4; DF,
1 9.9875E-01 8.2037E+01* 2.0362E+01* -3.1103E+01*
2 9.6920E-01 2.7676E+00* 4.1213E+00* 6.2954E+00*
3 8.9244E-01 4.4020E-01* 1.8542E+00* -2.8324E+00*
4 7.7790E-01 2.4961E-01 1.0384E+00 1.5862E+00
5 5.0008E-01 2.2328E-03 6.7002E-02 1.0235E-01
6 7.2961E-01 1.9597E-01 8.5352E-01 -1.3038E+00
7 6.4507E-01 1.2091E-01 5.7169E-01 8.7327E-01
8 5.8307E-01 4.3966E-03 9.4123E-02 -1.4378E-01
9 9.0686E-01 6.0168E-02 3.4946E-01 -5.3382E-01
10 9.9702E-01 7.1509E+00* 3.8855E+00* 5.9352E+00*
Bod Vérohodnostni vzdalenosti
i LD(@); LD(s); LD(b, 5);
1 5.2597E+01* 4.5261E+00* 4.3579E+03*
2 2.0093E+01* 7.4589E+00* 1.858 1 E+02*




3 7.0662E+00 1.2577E+01* 4.8678E+01*

4 4.5895E+00 2.7920E+00 1.4114E+01

5 5.1964E-02 4.8453E-02 9.5590E-02
6 3.7656E+00 1.5830E+00 9.2322E+00

7 2.4851E+00 2.0507E-01 3.6368E+00

8 1.0207E-01 4.6398E-02 1.3942E-01

9 1.3137E+00 3.9827E-02 1.3221E+00

10 2.8727E+01* 1.2911E-02 1.5853E+02*

(c) Grafy vlivnych bodii (obr. 6.4-8) jsou schopny indikovat a soucasné i testovat, dokazovat pfitomnost
odlehlych hodnot a extrém.
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Obr. 6.4-8 Grafy vlivnych bodii pro m = 6, vlevo: graf predikovanych rezidui, a vpravo: Pregibontiv graf, ADSTAT.
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Obr. 6.4-8 Grafy vlivnych bodi pro m = 6, vlevo: Williamstv graf, a vpravo: McCullohtiv-Meeteruv graf, ADSTAT.
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Obr. 6.4-8 Grafy vlivnych bodi pro m = 6, L-R graf, ADSTAT.

Grafy predikovanych rezidui neindikuji zadny odlehly bod, ale extrém €. 1, 2, 10. Pregiboniiv graf neukazuje na
zadny vlivny bod. Williamsuv graf neindikuje néjaky odlehly bod a extrém. McCullohiiv-Meetertiv graf nedokazuje




odlehly bod avsak extrémy €. 1 a 10. Koneéné L-R graf dokazuje odlehly bod €. 3 a soucasné extrémy €. 2, 9. Lze
uzavfit, ze zadny bod neni vétsinou diagnostik prokazan za odlehly.

(d) Indexové grafy (obr. 6.4-9) upozornuji pouze na podezielé body, nejsou schopny testovat odlehlé body a
extrémy. Andrewsitv indexovy graf ukazuje na podezielé body €. 1 a 10. Indexovy graf prvkii projekcni matice H
pak na podezielé extrémy €. 1, 2, 9, 10.

GRAF INDEX-ANDRENS: Lé02 GRAF INDEX-NORMALIZOUANA REZIDUf: Le02
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Obr. 6.4-9 Indexové grafy pro m = 6, vlevo: Andrewsiv graf, a vpravo: graf normovanych rezidui, ADSTAT.
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Obr. 6.4-9 Graf prvku projekéni matice H, ADSTAT.
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Obr. 6.4-10 Rankitové grafy pro m = 6, vlevo: graf normovanych rezidui, a vpravo: Andrewstv graf, ADSTAT.

() Rankitové grafy (obr. 6.4-10) ukazuji vedle normality rozdéleni dotyénych rezidui i na vlivné (zde odlehlé)
body. Graf normovanych rezidui neukazuje na odlehlé body. Andrewsiiv graf ukazuje na €. 1 jako na odlehly bod.
Rankitovy graf predikovanych rezidui ukazuje na jeden odlehly bod, a to na ¢. 1 a graf Jackknife rezidui pak na €.
1 jako na odlehly bod.
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Obr. 6.4-10 Rankitové graty, vlevo: graf predikovanych rezidui, a vpravo: graf Jackknife rezidui, ADSTAT.

B. Model: Parcidlni regresni grafy (obr. 6.4-11) ale ptedevsim parcialni rezidualni grafy (obr. 6.4-12) ukazuji
na linearni zavislost vSech nezavisle proménnych. Navrzeny model je formulovan ve tvaru
$, % $,x % $,x% % $,x° % $,x* % $x° % $x°.
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Obr. 6.4-11 Parciélni regresni grafy, vlevo: pro proménnou x°, vpravo: pro proménnou x*.
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Obr. 6.4-11 Parcidlni regresni grafy, vlevo: pro proménnou x°, vpravo: pro proménnou x°.
500 BRAF PARCIALNICH REZIDUf(: ): L602 4000 BRAF PARCIALNICH REZIDUT(x2 ): Le02
£l e
. 2
0
w0
@ .
200 : 2000
100
1o
o
. , ]
=100
-2 -L00 '
2 .
N -2000 :
-400 . "
0 2000
o 10 20 E 40 0 “ &0 ~1000 o 1000 2000 3000 @ 4000
Obr. 6.4-12 Parcidlni rezidualni grafy, vlevo: pro proménnou x, vpravo: pro proménnou x°.
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Obr. 6.4-12 Parcialni rezidualni grafy, vlevo: pro proménnou x°, vpravo: pro proménnou x*.
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Obr. 6.4-12 Parciélni rezidudlni grafy, vlevo: pro proménnou x°, vpravo: pro proménnou x°.



C. Metoda: Do této &asti patii vysetieni splnéni zakladnich pfedpokladii metody nejmensich &tvercti (MNC),
za kterych by méla metoda vést k nejlepSim nestrannym odhadtim linedrnich regresnich parametra:

Fisheriiv-Snedecoruv test vvznamnosti regrese potvrdil, Ze navrzeny model je pfijat jako vyznamny, jinymi slovy:
zavisle proménna y a v§echny nezavisle proménné jsou v linearni zavislosti.

Scottovo kritérium multikolinearity ukazuje, Ze navrzeny model je korektni.

Cookiiv-Weisbergutv test heteroskedasticity dokazuje, ze rezidua vykazuji hetero-skedasticitu (nekonstantnost
rozptylu).

Jarqueiv-Berrav test normality rezidui ukazuje, Ze klasicka rezidua nevykazuji Gaussovo rozdéleni.

Waldiiv test autokorelace ukazuje, ze klasicka rezidua jsou autokorelovana. Znaménkovy test prokazuje, ze
znaménko klasickych rezidui se dostatecné stfida, a proto rezidua nevykazuji zadny trend.

TESTOVANI REGRESNIHO TRIPLETU (DATA + MODEL + METODA):

Fisheriiv-Snedocoriv test vyznamnosti regrese £, :40238.0
Tabulkovy kvantil F|_ (m-1, n-m) : 8.9406
Zavér: Navrzeny model je piijat jako vyznamny.

Spoctena hladina vyznamnosti :0.000

Scottovo kritérium multikolinearity A/ 1 0.9966
Zaver: Navrzeny model je korektni.

Cookiiv-Weisbergiiv test heteroskedasticity S, :0.3053
Tabulkovy kvantil ¥, (1) :3.8415
Zavér: Rezidua vykazuji heteroskedasticitu.

Spoctena hladina vyznamnosti :0.000

Jarqueiiv-Berraiv test normality rezidui L(e) :0.3154
Tabulkovy kvantil ¥, ,(2) :5.9915
Zavér: Normalita neni pfijata.

Spoctena hladina vyznamnosti :0.854

Walduv test autokorelace 7, 16.3423
Tabulkovy kvantil %*_(1) :3.8415
Zavér: Rezidua jsou autokorelovana.

Spoctena hladina vyznamnosti :0.012

ZnaméKovy test D, 1 1.0062
Tabulkovy kvantil N, : 1.6449

Zavér: Rezidua nevykazuji trend.
Spoctena hladina vyznamnosti 1 0.157

Graf autokorelace (obr. 6.4-13) vykazuje ndhodny mrak bodd, coz znamena, Ze rezidua autokorelaci nevykazuji.
Graf heteroskedasticity (obr. 6.4-13) nevykazuje klin nybrz elipsovity mrak, a proto rezidua nevykazuji
heteroskedasticitu, nekonstantnost rozptylu.

030 AUTOCORRELATION PLOT: L&02 GRAF HETERDSKEDASTICITY: L&02

Obr. 6.4-13 Vlevo: Graf autokorelace, a vpravo: graf heteroskedasticity, ADSTAT.

7. Zhodnoceni kvality modelu: porovnanim hodnot regresni diagnostiky Ize snadno provést zhodnoceni
regresniho tripletu dosazeného linearniho regresniho modelu pro dana data. Nalezeny model polynomické zavislosti
ma tvar (v zavorce je vzdy uveden odhad smérodatné odchylky parametru):

¥=229.4(12.0) - 19.1 (3.0) x + 2.09 (0.29) * - 0.11 (0.01) X* +
+3.13(0.36) x 107 x* - 4.33 (0.47) x 10° x° +2.32 (0.24) x 107 x°.




