6
LINEARNI REGRESNI MODELY

6.1 Jednorozmérné linearni regresni modely

Vzorova tloha 6.1 Postup vystavby modelu a regresni diagnostika

Na uloze J6.01 Model teplotni zavislosti prechodového tlaku bismutu ukazeme postup
analyzy jednorozmérného linearniho regresniho modelu. Houck studoval ptechodovy tlak
bismutu I - II p jako funkci teploty ¢, str. 501 v cit®®. Naleznéte linedrni regresni model, ktery
bude adekvatni danym datim. VysSetfete regresni triplet a indikujte vlivné body. Vykazuji
klasicka rezidua normalitu? Vysetiete rankitovy a kvantilovy graf.

Reseni:

1. Navrh modelu: na zacatku analyzy vzdy zatadime absolutni ¢len f}, a navrzeny regresni
model (pfimky) bude mit tvary " $; % $ x.

2. PfedbéZna analyza dat: poloha a proménlivost proménnych y, x se posuzuje na zakladé
priuméru a smeérodatné odchylky hodnot kazdé proménné. Pearsonitv parovy korelacni
koeficient r ukazuje na vysokou korelaci proménnych y a x.

Proménna Primér Smérodatna Parovy korela¢ni Spoctena

odchylka koeficient hladina vyznamnosti
y 24859.0 427.41 1.oooo -
X 30.313 10.701 -0.9983 0.000

3. Odhadovani parametrii: klasickou metodou nejmensich étverct MNC byly nalezeny
nejlepsi odhady useku B, a smérnice B,. Studentiv #-test ukdzal pii porovnani ¢-kritéria s
kritickou hodnotou #,,5(23-2) = 2.080, Ze usek (absolutni clen) P, je statisticky vyznamny
a smérnice P, je rovnéz statisticky vyznamna.

Parametr Odhad Smérodatna Test Hy: b; vs. Hy: b; ... 0

odchylka t-kritérium hypotéza H, je Hlad. vyznam.
b, 26068.0 1.6169E+01 1612.2 Zamitnuta 0.000
b, -39.874 5.0419E-01 -79.084 Zamitnuta 0.000

4. Zakladni statistické charakteristiky: absolutni hodnota pdrového korelacniho
koeficientu r ukazuje, Ze navrzeny linearni regresni model je statisticky vyznamny. Vysoka
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hodnota koeficientu determinace D = 100 % r* (99.67 %), predstavuje procen-to variability,
vysvétlené modelem. Predikovany koeficient determinace Rzp ukazuje na predikéni
schopnost modelu, je viak vy&islen jinak nez 7, misto RSC se ve vztahu uzije MEP. Stiedni
kvadraticka chyba predikce MEP a Akaikovo informacni kritérium AIC se uzivaji k rozliseni
mezi n¢kolika navrzenymi modely. Za optimalni se povazuje model, pro ktery dosahuje
MEP a AIC minimalni hodnotu.

Vicenasobny korelaéni koeficient, » :0.99833
Koeficient determinace, D [%] :99.665
Predikovany koeficient determinace, R, 1 99.804
Stredni kvadraticka chyba predikce, MEP 1 685.46
Akaikovo informacni kritérium, AIC 1 150.54

5. Regresni diagnostika: obsahuje pomticky a postupy pro interaktivni analyzu (a) dat, (b)
modelu, (c) metody, coz jsou slozky tzv. regresniho tripletu.

Data: Regresni diagnostika se sklada z analyzy n€kolika druhui grafickych diagnostik
(obr. 6.1-1a, b) a tabulek riznych druhti rezidui.

(a) Analyza klasickych rezidui é neni pfili$ spolehliva, protoze klasicka reziduaé jsou
korelovana, s nekonstantnim rozptylem, jevi se normalngj$i nez ndhodné chyby (efekt
supernormality) a nemusi indikovat siln¢ odlehlé hodnoty. Graficka analyzaé vs. y, (obr.

6.1-1b) je schopna indikovat pouze podezielé body, trend a nekon-stantnost rozptylu, tzv.
heteroskedasticitu. Miry rozptyleni klasickych rezidui by mély dosahovat hodnot blizkych
experimentalnimu Sumu. Odhad smérodatné odchylky s(e) by se mél blizit svou velikosti
experimentalni chybé, kterou je zatizena zavisle proménnd y. Odhady Sikmosti a Spicatosti
by mély indikovat Gaussovo normalni rozdéleni rezidui.

Obr. 6.1-1a Graf regresniho modelu, ADSTAT. Obr. 6.1-1b Analyza klasickych rezidui, ADSTAT.

Bod Méfena Predikovana Smérodatna Klasické Relativni

hodnota hodnota odchylka reziduum reziduum
i Yexp, i Yo, i S (yvyp, ) € e
1 2.5276E+04 2.5239E+04 7.1310E+00 3.7376E+01 1.4787E-01

2 2.5256E+04 2.5235E+04 7.0971E+00 2.1363E+01 8.4587E-02




3 2.5216E+04 2.5231E+04 7.0635E+00 -1.4649E+01 -5.8095E-02
4 2.5187E+04 2.5195E+04 6.7704E+00 -7.7630E+00 -3.0821E-02
5 2.5217E+04 2.5187E+04 6.7076E+00 3.0212E+01 1.1981E-01
6 2.5187E+04 2.5187E+04 6.7076E+00 2.1178E-01 8.4085E-04
7 2.5177E+04 2.5175E+04 6.6153E+00 2.1738E+00 8.6342E-03
8 2.5177E+04 2.5171E+04 6.5851E+00 6.1612E+00 2.4472E-02
9 2.5098E+04 2.5079E+04 5.9642E+00 1.8871E+01 7.5187E-02
10 2.5093E+04 2.5079E+04 5.9642E+00 1.3871E+01 5.5277E-02
11 2.5088E+04 2.5071E+04 5.9178E+00 1.6845E+01 6.7145E-02
12 2.4711E+04 2.4712E+04 5.5947E+00 -1.2920E+00 -5.2284E-03
13 2.4701E+04 2.4712E+04 5.5947E+00 -1.1292E+01 -4.5715E-02
14 2.4716E+04 2.4708E+04 5.6116E+00 7.6953E+00 3.1135E-02
15 2.4374E+04 2.4365E+04 8.1762E+00 8.6087E+00 3.5319E-02
16 2.4394E+04 2.4365E+04 8.1762E+00 2.8609E+01 1.1728E-01
17 2.4384E+04 2.4365E+04 8.1762E+00 1.8609E+01 7.6315E-02
18 2.4067E+04 2.4078E+04 1.1197E+01 -1.1301E+01 -4.6957E-02
19 2.4057E+04 2.4070E+04 1.1286E+01 -1.3327E+01 -5.5396E-02
20 2.4057E+04 2.4070E+04 1.1286E+01 -1.3327E+01 -5.5396E-02
21 2.5147E+04 2.5171E+04 6.5851E+00 -2.3839E+01 -9.4798E-02
22 2.5107E+04 2.5147E+04 6.4087E+00 -3.9915E+01 -1.5898E-01
23 2.5077E+04 2.5151E+04 6.4374E+00 -7.3902E+01 -2.9470E-01
Rezidualni soucet ¢tverct, RSC : 1.3449E+04

Pramér absolutnich hodnot rezidui, M, : 1.8314E+01

Primér relativnich rezidui, M, , : 7.3476E-02

Odhad rezidualniho rozptylu, s*(e) 1 6.4043E+02

Odhad smérodatné odchylky rezidui, s(e) :2.5307E+01

Odhad $ikmosti rezidui, g,(e) :-1.098

Odhad $picatosti rezidui, g,(e) : 4.689

(b) Analyza ostatnich rezidui: Jackknife rezidua indikuji odlehlé body, z diagonalnich prvka
H,; projek¢ni matice H a diagonalnich prvka H,; zobecnéné projekéni matice H,, pouze
extrémy. Ostatni druhy rezidui a kritéria v tabulce pak oboji (znac¢eno hvézdi¢kou u doty¢né
hodnoty). Jackknife rezidua e,;; ukazuji, Ze bod €. 23 je odlehly, stejné tak i Cookova
vzdalenost D, , Atkinsova vzdalenost 4; ukazuji na ¢. 23 a kritérium DF, pak na €. 23 a
vérohodnostni vzdalenosti LD(b), a LD(s*), na &. 23 a LD(b, §*), na &. 23. Diagonalni prvky

H, projekéni matice H ukazuji na extrémy €. 18, 19, 20 a 23, diagonalni prvky zobecnéné

H,,. projekéni matice H,, na extrémy 23.
Indikace vlivnych bodii: (* indikuje odlehly nebo vlivny bod)
Bod Standardizované Jackknife Predikované Diagonalni
reziduum reziduum reziduum prvky

i Esi i €pi H;;

1 1.5393E+00 1.5949E+00 4.0600E+01 7.9400E-02
2 8.7947E-01 8.7453E-01 2.3187E+01 7.8649E-02
3 -6.0282E-01 -5.9345E-01 -1.5887E+01 7.7906E-02
4 -3.1836E-01 -3.1144E-01 -8.3614E+00 7.1573E-02




5 1.2381E+00 1.2549E+00 3.2495E+01 7.0253E-02
6 8.6791E-03 8.4700E-03 2.2779E-01 7.0253E-02
7 8.8994E-02 8.6866E-02 2.3333E+00 6.8333E-02
8 2.5215E-01 2.4644E-01 6.6087E+00 6.7709E-02
9 7.6729E-01 7.5952E-01 1.9980E+01 5.5543E-02
10 5.6398E-01 5.5461E-01 1.4686E+01 5.5543E-02
11 6.8463E-01 6.7571E-01 1.7820E+01 5.4683E-02
12 -5.2348E-02 -5.1090E-02 -1.3584E+00 4.8874E-02
13 -4.5753E-01 -4.4874E-01 -1.1872E+01 4.8874E-02
14 3.1184E-01 3.0504E-01 8.0933E+00 4.9171E-02
15 3.5945E-01 3.5187E-01 9.6120E+00 1.0438E-01
16 1.1945E+00 1.2075E+00 3.1943E+01 1.0438E-01
17 7.7699E-01 7.6941E-01 2.0777E+01 1.0438E-01
18 -4.9796E-01 -4.8885E-01 -1.4052E+01 1.9576E-01*
19 -5.8835E-01 -5.7896E-01 -1.6635E+01 1.9889E-01*
20 -5.8835E-01 -5.7896E-01 -1.6635E+01 1.9889E-01*
21 -9.7560E-01 -9.7443E-01 -2.5570E+01 6.7709E-02
22 -1.6304E+00 -1.7025E+00 -4.2650E+01 6.4130E-02
23 -3.0196E+00 -3.9175E+00* -7.9015E+01 6.4707E-02
Bod Zobecnéné diag.  Cookova Atkinsonova Vliv na

prvky vzdalenost vzdalenost predikci
i H,; D; A DF;
1 1.8327E-01 1.0218E-01 1.5177E+00 4.6838E-01
2 1.1258E-01 3.3013E-02 8.2795E-01 2.5551E-01
3 9.3862E-02 1.5351E-02 5.5896E-01 -1.7250E-01
4 7.6054E-02 3.9067E-03 2.8020E-01 -8.6472E-02
5 1.3812E-01 5.7915E-02 1.1178E+00 3.4496E-01
6 7.0257E-02 2.8459E-06 7.5444E-03 2.3283E-03
7 6.8684E-02 2.9044E-04 7.6230E-02 2.3525E-02
8 7.0531E-02 2.3087E-03 2.1521E-01 6.6415E-02
9 8.2020E-02 1.7311E-02 5.9683E-01 1.8419E-01
10 6.9848E-02 9.3529E-03 4.3582E-01 1.3450E-01
11 7.5782E-02 1.3557E-02 5.2662E-01 1.6252E-01
12 4.8998E-02 7.0407E-05 3.7528E-02 -1.1581E-02
13 5.8355E-02 5.3782E-03 3.2962E-01 -1.0172E-01
14 5.3574E-02 2.5145E-03 2.2478E-01 6.9367E-02
15 1.0989E-01 7.5293E-03 3.8925E-01 1.2013E-01
16 1.6524E-01 8.3153E-02 1.3358E+00 4.1223E-01
17 1.3013E-01 3.5181E-02 8.5115E-01 2.6267E-01
18 2.0526E-01 3.0179E-02 7.8153E-01 -2.4119E-01
19 2.1209E-01 4.2969E-02 9.3477E-01 -2.8847E-01
20 2.1209E-01 4.2969E-02 9.3477E-01 -2.8847E-01
21 1.0996E-01 3.4563E-02 8.5092E-01 -2.6260E-01
22 1.8259E-01 9.1073E-02 1.4441E+00 -4.4566E-01
23 4.7079E-01* 3.1540E-01* 3.3389E+00* -1.0304E+00*
Bod Vérohodnostni vzdalenosti

i LD(b), LD(s), LD(b,s),




1 2.2274E-01 6.6813E-02 3.0813E-01
2 7.2200E-02 5.5015E-04 7.2365E-02
3 3.3602E-02 8.3059E-03 4.1037E-02
4 8.5559E-03 1.7810E-02 2.6036E-02
5 1.2651E-01 1.1418E-02 1.4232E-01
6 6.2339E-06 2.2387E-02 2.2393E-02
7 6.3620E-04 2.2015E-02 2.2624E-02
8 5.0567E-03 1.9460E-02 2.4312E-02
9 3.7889E-02 2.9345E-03 4.0252E-02
10 2.0478E-02 9.7036E-03 2.9602E-02
11 2.9676E-02 5.4651E-03 3.4518E-02
12 1.5422E-04 2.2260E-02 2.2408E-02
13 1.1778E-02 1.3480E-02 2.4862E-02
14 5.5073E-03 1.7986E-02 2.3279E-02
15 1.6487E-02 1.6639E-02 3.2512E-02
16 1.8143E-01 7.7907E-03 1.9472E-01
17 7.6935E-02 2.6720E-03 7.8567E-02
18 6.6012E-02 1.2071E-02 7.6058E-02
19 9.3931E-02 8.8254E-03 1.0036E-01
20 9.3931E-02 8.8254E-03 1.0036E-01
21 7.5584E-02 4.2910E-05 7.5898E-02
22 1.9863E-01 9.7932E-02 3.1641E-01
23 6.8070E-01* 3.8060E+00* 4.9740E+00*

(c) Grafy vlivnych bodii (obr. 6.1-2) jsou schopny indikovat ptitomnost odlehlych hodnot
a extrémi. Graf predikovanych rezidui ukazuje na odlehly bod ¢. 23. Pregiboniv graf
ukazuje na siln€ vlivny bod €. 23. Williamsuv grafindikuje ¢. 23 jako odlehly bod a extrémy
¢. 18, 19, 20. McCullohiiv-Meeteriiv graf dokazuje odlehly bod €. 23, extrémy €. 18, 19 a
20. Kone¢né L-R graf dokazuje odlehly bod €. 23 a soucasné extrémy €. 18, 19, 20. Lze
uzavfit, Ze bod €. 23 je vétsinou diagnostik prokazan za odlehly, a proto je vhodné ho dale
analyzovat resp. z vybéru vyloucit.
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Obr. 6.1-2 Grafy vlivnych bodd, vlevo graf predikovanych rezidui, a vpravo Pregibontv graf, ADSTAT.



Obr. 6.1-2 Grafy vlivnych bodi, vlevo Williamstv graf, a vpravo McCullohtv-Meetertv graf, ADSTAT.
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Obr. 6.1-2 Grafy vlivnych bodi, L-R graf, ADSTAT.

(d) Indexové grafy (obr. 6.1-3) upozoriuji na podezrelé body, a kvantifikuji velikost vlivu.
Andrewsitv indexovy graf a graf normovanych rezidui ukazuji na podezielé body ¢. 1 a 23.
Indexovy graf prvki H projekcni matice pak na extrémy ¢. 18, 19, 20.
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Obr. 6.1-3 Indexové grafy, vlevo, Andrewsiv graf, a vpravo graf normovanych rezidui, ADSTAT.
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Obr. 6.1-3 Graf prvk H-projekéni matice, ADSTAT.

(e) Rankitové grafy (obr. 6.1-4) ukazuji vedle normality rozdéleni dotyénych rezidui
i na vlivné (zde odlehlé) body. Graf normovanych rezidui ukazuje na zacatku ¢. 23 a na
konci €. 1 jako odlehlé body. Andrewsiiv graf ukazuje bod €. 23 jako odlehly. Graf Jackknife
rezidui ukazuje ¢. 23 jako odlehly.

Obr. 6.1-4 Rankitové grafy, vlevo, graf normovanych rezidui, a vpravo, Andrewsuv graf, ADSTAT.
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Obr. 6.1-4 Rankitové grafy, vlevo, graf predikovanych rezidui, a vpravo, graf Jackknife rezidui, ADSTAT.

Model: Parcidlni regresni grafy a parcidlni rezidualni grafy jsou urceny pro
vicerozmérné linearni regresni modely a nemaji proto u jednorozmérného regresniho modelu
smysl. Vhodnost modelu se posuzuje pfimo v grafu, obsahujicim data a pribéh modelové
funkce. Je patrné, Ze v tomto pripadé je pfimka akceptovatelna a data nevykazuji nelinearni
prubéh.

Metoda: do této casti patii vySetfeni splnéni zékladnich predpokladii metody
nejmensich &tverctt MNC ¢ili statistické testy predpokladil, za kterych by méla metoda vést
k nejlepsim nestrannym linearnim odhadiim regresnich parametra:

Fisheriiv-Snedecoriiv test vyznamnosti regrese potvrdil, ze navrzeny model je pfijat jako
vyznamny, jinymi slovy: zavisle proménnd y a nezavisle proménna x jsou silné linearné
zavislé.

Scottovo kritérium multikolinearity nema u jednorozmérného regresniho modelu smysl.

Cookirv-Weisbergiiv test heteroskedasticity ukazuje, ze rezidua vykazuji heteroskedas-
ticitu (nekonstantnost rozptylu).

Jarquetiv-Berraiiv test normality rezidui ukazuje, ze klasickd rezidua nevykazuji
Gaussovo, normalni rozdéleni.

Waldiv test autokorelace ukazuje, Ze klasicka rezidua jsou autokorelovana. To je vazné
upozornéni ke zhodnoceni provedené¢ho experimentu a dokazuje, Ze doslo k naruseni
podminek, napft. objevil se vliv nezddouciho konkurenéniho déje (zanedbané proménné),
nevhodnych podminek méfeni na téze soustave atd.

Znaménkovy test prokazuje, ze znaménko klasickych rezidui se dostate¢né stiida, a proto
rezidua nevykazuji zadny trend.



TESTOVANI REGRESNIHO TRIPLETU (DATA + MODEL + METODA):

Fisheriiv-Snedocoriiv test vyznamnosti regrese, ', 1 6.2543E+03
Tabulkovy kvantil, F', (m-1, n-m) 1 4.3248E+00
Zavér: Navrzeny model je pfijat jako vyznamny.

Spoctena hladina vyznamnosti :0.000

Scottovo kritérium multikolinearity, A/ :-4.07117E-15
Zavér: Navrzeny model je korektni.

Cookiiv-Weisbergiiv test heteroskedasticity, S, : 1.1084E+02
Tabulkovy kvantil, ¥2, (1) : 3.8415E+00
Zavér: Rezidua vykazuji heteroskedasticitu.

Spoctena hladina vyznamnosti :0.000

Jarquetiv-Berraiv test normality rezidui, L(e) : 7.3537E+00
Tabulkovy kvantil, ¥%, (2) : 5.9915E+00

Zavér: Normalita neni pfijata.

Spoctena hladina vyznamnosti 1 0.025
Waldiiv test autokorelace, 17, :3.1791E+01
Tabulkovy kvantil, % (1) : 3.8415E+00
Zavér: Rezidua jsou autokorelovana.

Spoctena hladina vyznamnosti :0.000
Znamékovy test, D, :-2.5225E+00
Tabulkovy kvantil, N, : 1.6449E+00

Zavér: Rezidua nevykazuji trend.
Spoctena hladina vyznamnosti : 0.006

Graf autokorelace (obr. 6.1-5) vykazuje pfiblizné mrak bodl bez vyrazné orientace.
Graf heteroskedasticity (obr. 6.1-5) vykazuje klin, coz odpovidd heteroskedasticité,
nekonstantnosti podminéného rozptylu.
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Obr. 6.1-5 Vlevo: graf autokorelace, a vpravo: graf heteroskedasticity, ADSTAT.
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6. Konstrukce zpiesnéného modelu:
(a) Po odstranéni bodu €. 23 (kritika dat) byly nalezeny nové odhady parametri zpiesnéného
modelu, kdyzZ ¢, ,5(22-2) = 2.086.

Parametr Odhad Smérodatna  Test Hy: ;=0 vs. H,: b; .. 0

odchylka t-Kritérium hypotéza H, je Hlad. vyznam.
b, 26078.0 12.742 2046.7 Zamitnuta 0.000
b, -40.103 0.3930 -102.04 Zamitnuta 0.000

Zptesnény model (v zavorce je uveden vzdy odhad smérodatné odchylky parametru)
y=26078 (13) - 40.1 (0.4) x

je dolozen statistickymi charakteristikami: Pearsonitv parovy korelacni koeficient r,

koeficient determinace D a predikovany korelacni koeficient R, dosahly vesmés vysokych

hodnot. Stredni kvadraticka chyba predikce MEP a Akaikovo informacni kritérium AIC

dosahly nizsich hodnot nez u predeslého modelu, coz dokazuje, Ze zpiesnény model je lepsi.

Vicenasobny korela¢ni koeficient, » :0.9990
Koeficient determinace, 100 % D [%] 1 99.808
Predikovany koeficient determinace, R, :0.9989
Stiedni kvadraticka chyba predikce, MEP :414.22
Akaikovo informaéni kritérium, AIC 0 132.62

Rezidua nyni vykazuji normalni rozdéleni a nevykazuji trend, stale vSak vykazuji
heteroskedasticitu, a proto lze doporucit pouziti metody vazenych nejmensich ctverct.

(b) Uzitim statistické vahy (w, = 1/;%) kompenzujeme heteroskedasticitu v datech. Obdrzime
nové odhady parametri, kdyz #,,,(22-2) = 2.086.

Parametr Odhad Smérodatnd  H,: b;=0vs. Hy: b;.. 0

odchylka t-Kritérium hypotéza H, je Hlad. vyznam.
b, 26079.0 12.666 2059.0 Zamitnuta 0.000
b, -40.110 0.3860 -103.92 Zamitnuta 0.000

Opraveny model ma tvar (v zavorce je odhad smérodatné odchylky parametru)
y=26079 (13) - 40.1 (0.4) x.

Jelikoz doslo ke sniZeni rozhodujicich kritérii, tj. sttedni kvadratické chyby predikce MEP

a Akaikova informacniho kritéria AIC, 1ze povazovat tyto odhady za leps$i nez piedeslé.

Pearsoniv korelacni koeficient 7, a tim padem i koeficient determinace D vychazi nepatrné

lepsi nebo stejny nez u predeslého odhadu bez statistické vahy.

Vicenasobny korela¢ni koeficient, :0.9991
Koeficient determinace, 100 % D [%] :99.815
Predikovany koeficient determinace, R%, :0.9989
Stredni kvadraticka chyba predikce, MEP :410.29
Akaikovo informacni kritérium, AIC 1 132.39

7. Zhodnoceni kvality modelu: porovnanim hodnot regresni diagnostiky 1ze snadno provést
zhodnoceni regresniho tripletu ziskaného linearniho regresniho modelu pro upravena data,
zbavena odlehlych hodnot, metodou vazenych nejmensich ¢tvercl. Nalezeny a prokazany
model teplotni zavislosti pfechodového tlaku bismutu mé tvar,
(v zavorce je vzdy uveden odhad smérodatné odchylky parametru)

y=26079 (13) - 40.1 (0.4) x.




