5
ANALYZA ROZPTYLU

Analyza rozptylu, ANOVA (z anglického Analysis of Variance), se v technické praxi
pouziva bud’ jako samostatnd technika, nebo jako postup, umoziujici analyzu zdroja
variability u linedrnich statistickych modeli. Cilem je zjistit, které z kvalitativnich nebo
kvantitativnich faktorti vyznamné ovlinuji sledované veli¢iny. Nejde pfitom o to jak ovlifuji,
ale zda viibec ovlifuji. V technické praxi se ANOVA uplatiiuje jako samostatna technika
v ulohach:

(a) Ur€eni vlivu zpisobu pfipravy vzorki na vysledek analyzy.

(b) Urceni vlivu pristroje, lidského faktoru a obsluhy na vysledek méteni.

(c) Zpracovani riznych mezilaboratornich experimentt.

(d) Zpracovani planovanych experimentt, u kterych se systematicky sleduje vliv
rozliénych faktori (teploty, Casu, koncentrace a dalSich) na vysledek reakce ¢i analyzy.

Podstatou analyzy rozptylu je rozklad celkového rozptylu dat na slozky objasnéné
(znamé zdroje variability) a slozku neobjasnénou, o niz se predpoklada, ze je nahodna.
Nasledné se testuji hypotézy o vyznamnosti jednotlivych zdroju variability.

Prvnim krokem analyzy rozptylu je urcit, zda jde o model analyzy rozptylu s pevnymi,
nahodnymi nebo smiSenymi efekty. Vlastni postup analyzy rozptylu Ize rozdélit do péti
krokd, jimiz jsou:

1. Odhad parametrii zakladniho modelu ANOVA.

2. Testovani jeho vyznamnosti a konstrukce riznych modeld.

3. Vyjadreni slozek rozptylil a testovani jejich vyznamnosti.

4. Ovéteni predpokladu normality a indikace siln€ vybocujicich hodnot.

5. Interpretace vysledkt s ohledem na zadani dat a jejich pfipadné Gpravy.

5.1 Jednofaktorova analyza rozptylu (ANOVA1)

Formulace modelu: sleduje se faktor 4 na K riznych Grovnich 4, ..., 4 . Na kazdé Grovni
4, je provedeno n, méfeni {y,}, j = I, ..., n, Model analyzy rozptylu ma tvar
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a o, je efekt i-té urovné. Parametry L, | a o; se odhaduji pomoci odpovidajicich vybérovych

K
B . Sloupcovy prumeér [1; predstavuje soucet
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pramért. Celkovy pocet méreni je N
hodnot opakovaného méteni y, pro Grovef faktoru 4;, déleny poctem opakovéni ,,

S
“i — § Vi -

n; 7’1 !
Celkovy priimér je soucet viech hodnot y; d€leny celkovym poctem dat N, ktery je roven
pruméru K sloupcovych priméra
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Pro vypocet odhadu i-tého efektu o; lze pouzit vztah 6, (i, & fi .Zavedenim efektl

vznikne preuréeny model, obsahujici o jeden parametr vice. Proto se pii odhadu efektt
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pouzivd omezujici podminka j1 n; o, 0 a pro vyvazené experimenty
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J 0 . Klasicka jednofaktorova analyza rozptylu dat a Kruskalo-va-Wallisova

jednofaktorova analyza rozptylu poradi dat porovnava stfedni hodnoty dvou ¢i vice trovni
faktoru A ¢ili sloupcti v matici dat za ucelem urcit, zda alespon jedna sloupcova stiedni
hodnota se li$i od ostatnich. Statistickd vyznamnost je testovana F-testem tak, ze nulova
hypotéza H, tika “Vsechny stiedni hodnoty jsou stejné” proti alternativni H, “Alespor jedna
stiredni hodnota se odlisuje od ostatnich”.

Zakladni piedpoklady jednofaktorové analyzy rozptylu dat. Pfed pouzitim analyzy
rozptylu musi byt ovéfeny nasledujici pfedpoklady o vybéru:
1. Data maji normalni rozd€leni: ndéhodné chyby ¢; jsou ndhodné veliCiny s normalnim
rozdélenim a stfedni hodnotou chyb rovnou nule N(0, o?).
2. Rozptyly sloupcovych vybéri o* jsou stejné (homoskedasticita).
3. Kazdy sloupec je prostym nahodnym vybérem ze svého souboru: kazdy prvek
souboru ma stejnou pravdépodobnost, ze bude vybran do vybéru.

Zikladni predpoklady Kruskalova-Wallisova testu analyzy rozptylu dat. Pied
pouzitim analyzy rozptylu musi byt ovéfeny nasledujici predpoklady o vybéru:
1. Mérna stupnice je piinejmensim ordinalni.
2. Rozd¢leni soubori musi byt stejné, kromé miry polohy. Rozptyly jsou stejné
(homoskedasticita).
3. Vsechny sloupce predstavuji nahodné vybéry svych soubort.



Omezeni: velikost vybéru mize byt od nékolika jednotek az po nekolik stovek prvki.
Snad nejvétsi omezeni v datech se tyka nahodného vybéru ze souboru: kdyz totiz nebude
vybér nahodny, hladiny vyznamnosti budou nespravné.

Testovani: soucet ¢tvercii odchylek od celkového priiméru [i, definovany vztahem

K "
. _ )
Sc _i' 7'1 (Y{/&M) >

1ze rozlozit na dvé slozky

K n;
S 7 y | ;l[@zi&ﬁz)%(ﬁ;&ﬁ)]z S, %S,

—_

kde S, ptedstavuje rozptyl mezi jednotlivymi vurovnémi daného faktoru
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Nevychylenym odhadem rozptylu chyb o je priimérny rezidudlni ctverec MS, dle
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Cilem jednofaktorové analyzy je predevsim testovani, zda jsou efekty o, nulové, tedy zda
jednotlivé irovné daného faktoru jsou statisticky nevyznamné odlisné. Testuje se nulova
hypotéza Hy: ;= 0,7 = 1, ..., K, proti alternativni H,: o, ... 0,7 = 1, ..., K. Pfi testovani se
vyuziva faktu, Ze veli¢ina S, /c? ma ¥ -rozdéleni s (K - 1) stupni volnosti a veli¢ina S, /cg
ma nezavislé y’-rozdéleni s (N - K) stupni volnosti. Jejich podil ma pak F-rozdéleni s (K -
1) a (N - K) stupni volnosti. Testacni statistika F, ma tvar

MS S,(N & K)

F - A =
¢ MS, Sy(K&l)

Pii platnosti nulové hypotézy Hy ma F, statistika F-rozdéleni s (K - 1) a (N - K) stupni
volnosti. Vyjde-li F, vétsi nez kvantil F, (K - 1, N - K), je nutné nulovou hypotézu H, na
hladin€ vyznamnosti o zamitnout a efekty povazovat za nenulové, ¢ili statisticky vyznamné.

Vicenasobné porovnavani (Multiple Comparison Procedure, MCP). Kdyz ANOVA
urci, ze faktor A je statisticky vyznamny, je mozné nalézt Grovné faktoru 4, které se
vyznamné 1i$i od ostatnich.

Druhy porovnavacich metod MCP. Volba porovnavaci metody je ovlivnéna odpovedi
na nasledujici dvé otazky: (1) Vime uz v prib&éhu experimentu, co chceme porovnavat? (2)
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Zajimame se o vSechny nebo jenom o nékterd porovnani? Budeme pfitom rozliSovat dva
typy chyb, chyby typu metodického a chyby typu experimen-talniho.

Metodicka chyba o: kazdé porovnani dvou priméru se bere jako jediny test, ktery se
provedl a oznacuje se 6. Pojmovou jednotkou je proto chyba pro jedno porovnani. Ostatni
testy na datech jsou pak ignorovany vzhledem k vypoctu hodnoty chyby.  Experimentdlni
chyba 6, : hodnota chyby vysla ze skupiny nezavislych testti. Je to pravdépodobnost nabyti
jedné ¢i vice chyb typu I ve skupiné nezavislych porovnani. Oznaéime tuto chybu u skupiny
nezavislych testit 8. Vztah mezi obéma typy chyb je

8,7 1&(1&3) ,

kde ¢ je celkovy pocet porovnani, provedenych v uloze.

Definice metod MCP. Vsechny MCP metody ptedpokladaji nezavislost mezi urovnémi
faktoru ¢ili sloupcovymi vybéry, homoskedasticitu a normalitu (kromé Kruskalova-
Wallisova testu). Budiz y, sloupcovy priimér a n; velikost sloupcového vybéru i-tého
sloupce, s’ predstavuje priimérny &tverec chyb, zplisobenych N - K stupni volnosti a pfi
uvazovani K turovni faktoru A. Vicenasobné porovnavani muze byt provedeno (1)
automaticky, kdy kazdy sloupcovy primér je porovnavan s kazdym, nebo (2) planované dle
zadanych véhovych koeficienti C;, i = 1, ..., K, kdy budeme porovnavat urcité¢ vybrané
sloupce s jinymi vybranymi sloupci. Jestlize v§echny koeficienty C vykazuji soucet rovny
nule, porovnani se nazyva kontrast. Koeficienty C; se zadavaji nasledujicim zptisobem:
chceme, napriklad, pro 6 sloupct porovnat pouze prvni dva sloupcové priméry s poslednimi
dvéma, tzn. vy¢islit vyznamnost rozdild ys & y,, ys & y,, ys & y,, ys & ¥, coz
zapiSeme pomoci vahovych koeficientt: C, =-1,C,=-1,C,=0,C, =0, C, =1, C, = 1.
Vsimnéte si, ze suma vahovych koeficienti musi davat nulu a porovnani je proto
kontrastem.

Bonferroniho porovnani vSech part. Test ma odhalit, které pary se li§i. Zvoli se
metodicka chyba 6 tak, Ze bude korigovat poZzadovanou experimentéalni chybu 6,. Je-li K
sloupcovych primérti a zajem vysSetfit v§echny mozné kombinace pard sloupcovych
pramért, metodickd chyba & je definovana vztahem:

o
K.K &1
a testacni kritérium statistické vyznamnosti testovanych pari je pro v =N - K stupnti volnosti
ay = o dano vztahem

*yl & yj*
nooon

Bonferroniho porovnani sloupcii vici kontrolnimu. Jestlize jeden sloupec bude
predstavovat kontrolni sloupec a vSechny ostatni sloupce budeme porovnavat s kontrolnim,
ptijde o v = K-1 porovnéni. Zvolime metodickou chybu § dle vzorce'

$ ¢

Vot



- 6f

2K & 1)

Standardni porovnani. Planovany test vyznamnosti urcitého zvoleného porovnani,
ktery se tyka metodické chyby. Zadava se jedna z porovnavacich voleb: (a) standardniho
porovnani, (b) porovnani ortogonalnimi polynomy, (c) porovnani kazdého sloupce s prvnim,
(d) porovnani kazdého sloupce s poslednim, (e) porovnani pfi vice nez tiech uzivatelskych
kontrastech a dalsi volby. Nastavime hladinu metodické chyby tak, ze dosahneme specifické
hodnoty celkové chyby. Studentovo testaéni kritérium vyznamnosti sloupcovych praiméra
testovanych pard je pro v =N - K stupiii volnosti a y = /2 dano vztahem

Uvedeme ukazku zadani zptisobu (a) “standardniho porovnani”: pro napftiklad K = 4 tirovné
faktoru 4 mame k dispozici ti volby porovnani sloupcovych primérd. V§imnéte si, ze suma
vahovych koeficientd dava vzdy nulu ¢ili jde o kontrast.

Vihové koeficienty C; Provadi porovnani sloupcovych primeéri:

3,1,1,1 Porovnava pramér 1. sloupce s priméry vsech vyssich ostatnich, tj. s
pruméry 2., 3. a 4. sloupce.

0,-2,1,1 Porovnava pramér 2. sloupce s primeéry vSech vyssich ostatnich, tj. s
pruméry 3. a 4. sloupce.

0,0,-1,1 Porovnava pramér 3. sloupce s priméry vSech vyssich ostatnich, tj. s
praméry 4. sloupce.

Kruskalovo-Wallisovo porovnani Z-skore. Hodnoty Z-skore (standardizovand
velic¢ina, kdy od prvkd sloupce je odecten sloupcovy primér a pak jsou podé€leny
smérodatnou odchylkou) jsou zde vyuzity k porovnani sloupcovych mediand v paru pfi
nesplnéni predpokladi vybérové normality. Test vSak vyzaduje vybér o minimalni Cetnosti
n; =5 (a lépe jeste vyssi) v kazdé urovni faktoru 4. Hladina chyby je nastavena na zakladé
metodické chyby tak, aby poskytla experimentalni hladinu chyby &, Za stiedni hodnoty
mize test uzit vedle medianu také primér poradi, jak je ziejmé ze vzorce pro
6" 6/‘ /K(K & 1), porovnavajici sloupec i se sloupcem j
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kde N je celkovy pocet prvkd, n, je pocet prvkl v i-tém sloupci, R; je suma potadi v i-tém
sloupci. Rozdé€leni z; je normdlni se stiedni hodnotou nula a rozptylem jedna. Je-li



vypoctena hodnota z; pro dva sloupce (i a j) v€tsi neZ kriticka hodnota, pak se sloupcove
pruméry vyznamné lisi.

Scheffeho porovnani. Vysetfuje vSechna mozna porovnani K sloupcovych prameért.
Testacni kritérium vyznamnosti pro pary sloupcovych priméri je pro K-/ aprov=N - K
stupfii volnosti rovno nebo vétsi nez /(K & 1) F_ ., ,. Je stejné jako Bonferroniho

porovnani.

Postup jednofaktorové analyzy rozptylu (ANOVAI)

Vstupem je tabulka dat, obsahujici pro jednotlivé sloupce ¢ili tirovné 4,, ..., 4, faktoru
A vzdy n; pozorovéani {y,}, i =1,..., Kaj=1, .., n. Pro vSechny testy je obvykle uvazovana
hladina vyznamnosti o = 0.05. Postup obsahuje kroky:

1. Pripravu dat: uz ptipravou dat lze zajistit vétsi vérohodnost dosazenych vysledku.

(a) Velikost vybéru je pocet plnych fadkd. ANOVA byla ptivodné odvozena za piedpokladu, ze
¢etnosti ve sloupcich jsou shodné. V praxi je vSak tento piedpoklad ztidka splnén. Stejné vSak plati,
ze ¢im tésnéji je toto pravidlo splnéno, tim vérohodnéjsi jsou vysledky. Lze analyzovat i malé vybéry,
4 az 5 hodnot ve sloupci. Mame-li testovat vSechny vybérové predpoklady, je tfeba prvki ve sloupci
vice, ze statistického hlediska nejlépe 30 a vice.

(b) Chybéjici hodnoty mohou zptsobit vychyleni vysledkl. V kazdém pfipadé je ponckud
nebezpecné analyzovat vybér s fadou chybéjicich hodnot.

(¢) Typ dat: matematické pozadi F-testu pozaduje, aby data byla spojitd. Kvili zaokrouhlo-vani
pii zapisu dat, jsou vSechna data vlastné technicky vzato diskrétni. Pozadavek spojitosti je proto na
misté, jsou-li data hodné zaokrouhlovana.

(d) Odlehlé hodnoty obecné zpusobuji zborceni F-testu. Je tieba prozkoumat data v grafech

exploratorni analyzy dat EDA, Casto se uziva krabicovy graf. Pak nasleduje vySetieni, zda se odlehlé
hodnoty vyskytuji pouze v jednom sloupci nebo i v ostatnich. Je-li odlehla hodnota v datech pouze
jednou, je tieba ji odstranit. Paklize ji v datech ponechame, je tfeba dat pfednost neparametrickému
testovani, F-test by totiz mohl selhat.
2. Ovéreni vybérovych prredpokladii: nestaci se soustiedit na tabulku vysledk testovani
ANOVA. Je tieba peclivé ovéfit splnéni zakladnich predpokladi o vybéru. Casto data
nemaji ve vSech sloupcich normdalni rozdéleni a je tfeba pouzit mocninnou (nebo
logaritmickou) transformaci dat. Po transformaci pak data jiz vykazuji normalni rozdéleni.
I kdyz je pouze jediny sloupec s nenormalni rozdélenim, transformace celého vybéru pfinese
zlepseni vysledki.

(a) Ndhodnost: metoda odbéru vzorku by méla zajistit, Ze kazdy prvek souboru ma stejnou
pravdépodobnost byt vybran do vybéru.

(b) Nezavislost: aplikaci von Neumannova testu ovétime nezavislost prvkl vybéru. Budeme-li,
naptiklad, porovnavat levé a pravé pneumatiky u vybéru ur¢itého mnozstvi aut, nezavislost nebude
zarucena.

(¢) Normalita: nejlépe je zacit vySetfenim rankitového grafu odchylek od totalniho priméru. Pak
nasleduje fada testd normality. Sila téchto testt se zvysSuje s velikosti vybéru. I kdyz byla normalita
potvrzena, proveétime velikost vybéru, zda je mozné brat vysledky testu za dostatecné vérohodné.

(d) Homoskedasticita: aby bylo mozné uzit fadu statistickych testd, je tieba ovéfit, zda rozptyly
sloupci jsou shodné (homoskedasticita). V krabicovych grafech je sledovana §itka krabic, zda je u
vSech sloupct stejnd. Numericky lze ovéfit homoskedasticitu pomoci modifiko-vaného Levenova
testu'’.




3. Priméry a efekty urovni: je proveden vypoCet parametrti i, , fi , &, , rezidui é,,

Jackknife rezidui é ), a diagonalnich prvkd H projek¢éni matice H. Jsou identifikovany

K
vlivné body, prokteréje é, > 2 a H, > 2K/j n; (viz 6. kapitola).
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4. Volbu statistickych testii vyznamnosti faktoru A v tabulce ANOVA: Je sestavena
tabulka ANOVA a proveden F-test vyznamnosti efektti faktoru 4. Pfedem je tieba ovétit
vybérové predpoklady a zvolit spravny test:

(a) Normalita a homoskedasticita dat: aplikujeme F-test.

(b) Normalita a heteroskedasticita dat: pokusime se stabilizovat rozptyl mocninnou transformaci
(nebo logaritmickou). Pak uzijeme test shodnosti stfednich hodnot u dvou vybéra pfi nehomogenité
rozptyld. Nelze uzit ani Kruskaltiv-Wallistiv test, protoze tento test také predpoklada shodné rozptyly
obou vybért.

(¢) Nenormalita a homoskedasticita dat: vzijeme Kruskaliv-Wallisuv test.

(d) Nenormalita a heteroskedasticita dat: kdyz nejde data transformovat za ucelem stabilizace
rozptylu a zajisténi normality, uzijeme Kolmogoriv-Smirnoviv test (viz cit.'”), ktery testuje oboji,
priméry i rozptyly soucasné. Jelikoz viak uz vime z Levenova testu (viz cit.'?), Ze rozptyly nejsou
stejné, je otazkou, zda Kolmogoriv-Smirnoviv test pfinese néco nového.

Testovani hypotéz: vyklad analyzy rozptylu je snadny. Jednoduse sledujeme F-test. Je-li
hodnota spoctené hladiny vyznamnosti mensi nez predvolena hladina vyznamnosti a
(obycejné 0.05), mizeme potvrdit, Ze pfinejmensim dva sloupcové primery jsou odlisné.
5. Vicenasobné porovnavani sloupcovych priaméra MCP: postup predpoklada normalitu
a homoskedasticitu vybérovych sloupcil. Neni-li splnéna normalita pro kazdy sloupec, je
tieba uzit Kruskaltiv-Wallistiv test vicenasobného porovnavani MCP:

(a) Planované vSechny mozné pary: vime-li dopfedu, Ze budeme vySetfovat vSechny pary, uzijeme
Bonferroniho porovnavani para.

(b) Neplanované vsechny mozné pary: uzijeme Scheffeho porovnavani.

(¢) Kazdy versus kontrolni sloupec: uzijeme Bonferroniho porovnani vSech sloupcti vici
kontrolnimu.

(d) Vybrané a planované sloupce: uzijeme Standardni porovnavani a nastavime hladinu o.

6. Grafy a diagramy: je konstruovan rankitovy graf Jackknife rezidui a transformacni graf
zavislosti s; vs. [i;. Pokud jsou vSechna data kladna a tato zavislost je ptiblizné linearni, 1ze
zvolit logaritmickou transformaci.

5.2 Dvoufaktorova analyza rozptylu bez opakovani v cele

Pfi dvoufaktorové analyze rozptylu se provadi experimenty na riznych urovnich dvou
faktori 4 a B. Kombinace urovni faktorii tvofi typickou mfizkovou strukturu, jejimz
elementem je tzv. cela. Plati, Ze (i, j)-ta cela odpoyidé kombinaci Girovné 4, faktoru 4 a B,
faktoru B. V kazdé cele je obecné n; pozorovani. Casto se viak setkdvame s piipadem bezg
opakovdni, kdy v kazdé cele je pouze jediné pozorovani, n; = 1. Kromé fadkovych o
a sloupcovych B; efektl se zde vyskytuje také interakCni Clen 1. Tento €len je diisledkem
ruznych kombinaci sloupcovych a fadkovych efekti.
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Obvykle se uziva Tukeyiiv model interakce, vyjadieny tvarem T Caop , kde C
je konstanta. U t€chto modelii obsahuje kazda cela prave jednu hodnotu y;. O chybach g; se
predpoklada, ze jsou to nezavislé a stejné rozdélené nahodné veliCiny s nulovou stfedni

hodnotou a konstantnim rozptylem. K testovani se navic predpoklada, Ze rozd€leni chyb je
normalni. Definuji se omezujici podminky
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V ptipad€ pouze aditivniho piisobeni jednotlivych faktort je 3, = 0 pro vSechnai =1, ..., N
aj=1,..,M. Odhady parametr u, a;, ; 1ze pak urcit ze vztahi
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Pro rezidua é; plati é; " Vi &p&a & Gj . K ur€eni interakci miizeme vyuzit
skuteCnosti, Ze T, " E(v) & p & o; & Bj a pro odhad interakci plati ptiblizné
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Pak 1ze snadno identifikovat Tukeyitv model interakce. Plati-li tento model, vyjde na

grafu é; vs. &, f; linearni trend. Ze smérnice odpovidajici regresni piimky se odhadne
parametr C. Plati pro né¢j vyraz:

N M .
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P
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Graf €, vs. 0; B / i se oznacuje jako graf neaditivity. Pokud vyjde v tomto grafu nenahodny
trend, znamena to, Ze je tfeba uvazovat interakce.
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N N-1 M, =S,/(N-1) F,=M/M,,
Faktor 4, S, * M_j a;
71
Mo M-1 M, = Sy/(M-1) Fy=MyM,,
Faktor B, S, le B;
J
.Anterakee (Tukey) e LSOOI .ok S FroMiMy ...
Rezidualni, Sp = S.-Sp ! NM-N-M M =SYyNMNM) Tereeeeeeeeeeeeesseseessen
NM-1 . .

Symbol S, oznacuje rezidualni soucet ¢tvercti pro piipad bez interakci
S " m w0, &N &6 &BY .
O B A ,

S

Odpovidajici primérny Ctverec je M, * WASW&U . Hodnota M,; je
nevychylenym odhadem rozptylu ¢*. Pomoci F-kritéria lze op&t provadét statistické testy.
Zacina se testovanim nulové hypotézy H,: "Tukeyova interakce je nevyznamnd", pro kterou
lze pouzit testacni statistiku F. Za predpokladu platnosti nulové hypotézy H, ma tato
testacni statistika F-rozdéleni s 1 a (N M - N - M) stupni volnosti. Pokud nelze tuto hypotézu
zamitnout, testuje se nulova hypotéza Hy: o, =0, i =1, ..., N, (efekty radka ¢ili faktoru 4 jsou
nevyznamné) pomoci statistiky 7, nebo nulova hypotéza Hy: B, = 0,7 = 1, ..., M, (efekty
sloupci ¢ili faktoru B jsou nevyznamné) pomoci statistiky F,. Obé& tyto testacni statistiky
jsou uvedeny v tabulce. Za predpokladu platnosti hypotézy H, ma statistika F, Fisherovo-
Snedecorovo F-rozdélenis (N- 1) a (N-1) (M - 1) stupni volnosti a statistika F také F-
rozdéleni s (M - 1) a (N - 1)(M - 1) stupni volnosti. Pokud vSak vyjde F; vyss§i nez
odpovidajici kvantil F-rozdéleni, je efekt Tukeyovy interakce vyznamny.

Friedmaniiv poradovy test. V piipadé nenormality a heteroskedasticity se aplikuje tento
neparametricky test, kdy ptivodni data jsou nahrazena svymi pofadimi. V experimentu s N
urovnémi faktoru 4 v N fadcich a M Grovnémi faktoru B v M sloupcich matice o rozméru
N x M se uzije Friedmanovo testacni kritérium Q dle vzorce

M
12 3 R? & 3N? M(M % 1)
0" M&) . ;

M
N M(M?* & 1)2&j (GE))
71

i
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kde data v kazdém ze N tadkt jsou nahrazena potfadim. Potadi jsou sectena pro kazdy ze M
sloupct. Tato suma potradi se zna¢i R,. Faktor ¢ ve jmenovateli testatniho kritéria Q
predstavuje pocet opakujici se jedné hodnoty v prib&éhu fadku. Kdyz je tento ¢len nulovy,
tak se vynechd. Testa¢ni kritérium Q ma piiblizné ¢ rozdéleni s M-1 stupni volnosti. Toto
kritérium je blizké Kendalové koeficientu dobré shody. U téchto testh musi byt faktor 4 vzdy
nahodnym faktorem a faktor B vzdy pevnym faktorem.

Vicenasobné porovnavani MCP. Da se pouzit jenom pro pevné faktory. Planovana
porovnavani se formuluji v pojmech sloupcovych primért dle vzorce

M
- —_
C, _'1 wy, m;
7

kde M znali pocet urovni faktoru, m; jsou priméry pro kazdou hladinu faktoru a w;
predstavuje soubor M vah pro i-t€ porovnani. Porovnavaci hodnota C; se testuje pomoci #-
testu. VSimnéte si, Ze jestlize vaha w; nabyva nuly pfi sumaci pfes vSechna j, porovnani
budeme nazyvat kontrast priimerii.

Porovnani mtize byt zadano jednoduSe pomoci vah. Naptiklad, uvazujme faktor o 3
urovnich, kde 1. sloupec predstavuje uroveit kontrolni, druhy a tieti sloupec obsahuji 2. a
3. troven faktoru. Porovnani zaddme pomoci vah: porovnani kontrolniho 1. sloupce s 2.
urovni faktoru: -1, 1, 0. Porovnani kontrolniho 1. sloupce se 3. trovni faktoru: -1, 0, 1.
Porovnani 2. Grovné s 3. Grovni: 0, -1, 1. Porovnani kontrolniho 1. sloupce s primérem 2.
a3.urovné: -2, 1, 1.
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Postup dvoufaktorové analyzy rozptylu bez opakovani (ANOVA2P)

Pro dvoufaktorovou analyzu rozptylu a modelu s pevnymi efekty v pfipadé n;, = 1, tedy bez
opakovani v cele, se pfedpokladd moznost interakce Tukeyova typu. Provadi se odhady
parametrt, testy vyznamnosti a ovéfeni interakce, resp. transformace, vedouci k aditivité
efektd. Vstupem je obdélnikova tabulka dat pro 4,, ..., 4y urovni faktoru 4 (tadky) a B, ...,
B,, urovni faktoru B (sloupce), {yy}, j=1,.,Naj=1, .. M Pro vSechny testy je
standardné uvazovana hladina vyznamnosti o = 0.05. Postup obsahuje stejné kroky jako
postup jednofaktorové analyzy rozptylu:
1. Piiprava dat:

(a) Velikost vybéru.

(b) Chybgjici hodnoty.

(c) Typ dat.

(d) Odlehlé hodnoty.
2. Priméry a efekty wrovni: jsou vypocéteny odhady parametrii: celkovy primér [i,
fadkové efekty a,, sloupcové efekty B j» interakeni €len 1, a Tukeyho konstanta C.
3. ANOVA tabulka: je sestavena tabulka ANOVA a provedeny testy vyznamnosti faktort
A, BaAB.

(a) Za predpokladu normality a homoskedasticity: F-testy vyznamnosti faktort, resp.
interakcei, véetné kombinovanych testd pro ovéteni celkové vyznamnosti faktort 4, B.

(b) Za ptedpokladu nenormality nebo heteroskedasticity: Friedmaniv potadovy
neparametricky test.
4. Graf neaditivity: je kreslen graf neaditivity v¢etné urceni optimalni mocninné trans-
formace A pro zajiténi aditivity. Lze zadat provedeni analyzy pro transformovana data,
pokud jsou kladna.

5.3 Vyvazena dvoufaktorova analyza rozptylu

Slouzi ke dvoufaktorové analyze rozptylu u vyvazenych experimentii n; = n a modeld
s pevnymi efekty. Je hledan optimalni model ANOVA, odhadnuty jeho parametry
a provedeny testy vyznamnosti. Vstupem jsou pro trovné 4, , ..., Ay faktoru 4 a Grovné B, ,
..., By, faktoru B hodnoty {y; %, i=1,..,N,j=1,..,Mak=1,.., n Pro vSechny testy je
standardné uvazovana hladina vyznamnosti o = 0.05. Pro vypocet se uziva ANOVA2B
(ADSTAT).

Pro tyto modely plati, Ze v kazdé cele je n; = n pozorovani. Odhadem p; jsou
aritmetické priméry

1 n
iy * P RO

Pro odhady ostatnich parametrii se pouZziji vztahy
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Rezidua vyjadiime vztahem € T Vv &N &G & Bi' Podobné lze i v tomto pfipadé

definovat odhad interakei %, " fi, & I & @, & Bj . PovS§imnéme si, Ze tento vztah se

y

lisi od pfedeslé rovnice jen tim, Ze se misto veli¢in y; pouZiva primért fi ;, Pro ovéfeni
Tukeyova modelu interakce neaditivity lze vynaSet graft; vs. 6, Bj . Nahodny obrazec zde
sveédci o aditivnim plsobeni obou faktorti. Soucty ¢tvercli modelu analyzy rozptylu pro
obecny pfipad interakci jsou uvedeny v tabulce. Odpovidajici stiedni hodnoty (ocekavané
hodnoty) praimérnych ¢tverci jsou

)
nMjal.

EM) " *% —2LL1 = csz%nMcf1 ,
4 (N & 1)

EM) " &% —21 " &% nN o,

EM,) " &% %oy

Ocekéavana hodnota E(M,) = ¢* ukazuje, Ze roztyl M, je nevychylenym odhadem o rozptylu
chyb. Rozptyly Gi, oé a ch odpovidaji efektim fadku, sloupct a interakci. Téchto
vztaht Ize vyuzit i v ptipadech, kdy se hledaji odhady rozptyli piislusejici faktorim
a interakcim. Pak se misto stiednich hodnot E(.) dosazuji pfimo primérné étverce a misto
rozptylu ¢” rezidualni rozptyl 6% DileZité je, Ze primérné ¢tverce nejsou ptimo odhady
odpovidajicich rozptylt.

Také v ptipad€ analyzy rozptylu, definované ANOVA tabulkou se vyuzitim statistik
F 5 FpaF, testuje, zda je mozné povazovat sloupcové a fadkové efekty, resp. interakce, za
nevyznamné. Pro test nulové hypotézy Hy: 1, =0,i=1, .., Naj =1, .., M, lze pouzit
testaCni statistiku F,,, kterd ma za ptredpokladu platnosti hypotézy H, F-rozdéleni s {(N -
(M - 1)} a {M N (n - 1)} stupni volnosti. Pii testovani vyznamnosti fadkovych efekti
faktoru 4 je Hy: o, = 0,7 =1, ..., N. Pokud nulova hypotéza plati, ma testacni F, statistika F-
rozdéleni s (N - 1) a {M N(n - 1)} stupni volnosti. Analogicky pfi testovani vyznamnosti
sloupcovych efektil faktoru B je Hy: B; =0, j = 1, ..., M. Pokud nulova hypotéza plati, ma
testacni F statistika F-rozdéleni s (M - 1) a {M N (n - 1)} stupni volnosti. Nevychylenym
odhadem rozptylu je zde M,.

Soudet Stupné Prumérny Kritérium F
¢tvercu pro volnosti Ctverec

Faktor A




N S M
S, " anM g & N-1 M, " 4 F, = 2
4 ) 1 N&l oM,
Faktor B
M S M
S, " nN §p M-1 M, " B F, = £
s a0 PoMeal oM,
Interakce AB
N M S M
Sy "n§ gt N-1)(M-1 M, " A5 -
A5 L V- D1 B N&DHME& 1) B )
Rezidualni
N M n 5 SR
S, " & & 0, &0 MN@-1 - -
n BB W V) (=D M T NG
Celkovy
N M n
Se " F F § 0 &R MNn-1 - -
< B A M

Vyhodou vyvazenych experimentt je to, Ze jednotlivé slozky modeld analyzy rozptylu jsou
vzajemné nezavislé.

Postup vyvazené dvoufaktorové analyzy rozptylu (ANOVA2B)

Slouzi ke dvoustupfiové analyze rozptylu u vyvazenych experimentii n; = n a modeli
s pevnymi efekty. Je hledan optimalni model ANOVA, odhadnuty jeho parametry
a provedeny testy vyznamnosti. Vstupem jsou pro trovné 4, , ..., Ay faktoru 4 a Grovné B, ,
..., By, faktoru B hodnoty {y;;},i=1, .., N,j=1,..,Mak=1, .., n. Pro vSechny testy je
standardné uvazovana hladina vyznamnosti a = 0.05.

Postup obsahuje stejné kroky jako postup jednofaktorové analyzy rozptylu:
1. Priprava dat:

(a) Velikost vybéru.

(b) Chybé¢jici hodnoty.

(¢) Typ dat.

(d) Odlehlé hodnoty.
2. Ovéteni vybérovych predpokladi: z opakovani v celach

(a) Nahodnost.

(b) Nezavislost.

(c) Normalita.

(d) Homoskedasticita.
3. Primeéry a efekty urovni: jsou vypocteny odhady: celkovy pramer fi, fadkove efekty
0., sloupcové efekty B, interak¢ni Clen 1, a Tukeyho konstanta C.

4. ANOVA tabulka: je sestavena tabulka ANOVA a provedeny testy vyznamnosti faktorti
A, BaAB.
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(a) Za predpokladu normality a homoskedasticity: F-testy vyznamnosti faktort, resp.
interakci, véetné kombinovanych testil pro ovéteni celkové vyznamnosti faktort 4, B.

(b) Za predpokladu nenormality nebo heteroskedasticity: Friedmandv pofadovy test.
5. Grafy a diagramy: je kreslena zavislost vybérovych smérodatnych odchylek s; v celach
na prumérech [i ;. Pokud je nalezena monotonni zavislost, 1ze zadat vhodnou transformaci,
ve které se provede opakovand analyza. Je konstruovan rankitovy graf pro rezidua é ;.

5.4 NevyvaZzena dvoufaktorova analyza rozptylu

Pro nevyvazené modely plati, Ze v (i, j)-t€ cele je n, pozorovani. Pokud je experiment velmi
Spatné vyvazeny, coZ znamend, ze rozdily mezi jednotlivymi hodnotami n; jsou fadové
v desitkach, je analyza rozptylu komplikovangjsi. Analyza rozptylu se pak provadi
s vyuzitim programi pro linearni regresi, kdy se modely ANOVA uvazuji jako specialni
regresni modely s vysvétlujicimi proménnymi, které nabyvaji pouze hodnot 0 nebo 1.
Pro praktické ucely se osvédCuje pouZiti priblizného rozkladu celkového souctu ctvercii.

Zacina se vypotem pruméri
(.
o, ° — g

i n, 7]1 ijk

pro vSechny cely. Z téchto hodnot se da odhadnout rezidualni soucet ¢tverct

M

N
Se T R OB § O &R
oA

Pro vypocet dalSich sloZek rozkladu celkového souctu Ctverci se pouZiva fi;, o kterych
se uvazuje, Ze jsou uréeny z ekvivalentniho po&tu pozorovéni n*, definovaného vztahem

Analyza rozptylu se pak provadi stejné€ jako u vyvazenych experimenti s tim, ze jsou
jednotlivé soucty ¢tvercti definovany vztahy

N
S, - n ¢ Mj 0, & f1)> s (N - 1) stupni volnosti,
71

M
S, * n( le (ﬁj & fi)*> s (M- 1) stupni volnosti
7
N M
a S, " n('{il 7i1 (ﬁij &, & ﬁtj % fi)> s (N-1)(M - 1) stupni volnosti.

V téchto vztazich je pouzito oznaceni
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1 N M
B B — § g n
J NP P

"ﬁl =

1
N

:; >
<
K
=
<
>

Soucet S, + S; + S, + S; zde jiz neni pfesné roven S, ale rozdily jsou pomérn¢ malé.
Testovani hypotéz o fadkovych a sloupcovych efektech nebo interakcich se provadi stejné
jako u vyvazenych experimentt.

V ptipadé vice opakovani v jednotlivych celach lze pro kazdou z nich urcit vybérovy
rozptyl sl.lz. a pomoci grafu s;. vs. [i; testovat pifpadnou zavislost rozptylu na stiedni

hodnoté (heteroskedasticitu).

Postup nevyvazené dvoufaktorové analyzy rozptylu (ANOVA2U)

Slouzi ke dvoufaktorové analyze rozptylu u nevyvazenych experimentii n; a modeli
s pevnymi efekty. Je hledan optimalni model ANOVA, odhadnuty jeho parametry
a provedeny testy vyznamnosti. Vstupem jsou pro trovné 4, , ..., Ay faktoru 4 a Grovné B, ,
.., By, faktoru B hodnoty {y;},i=1,..,N,j=1,..,Mao=1,.., O. Pro vSechny testy je
standardné uvazovana hladina vyznamnosti a = 0.05.
Postup obsahuje stejné kroky jako postup jednofaktorové analyzy rozptylu:
1. Priprava dat:

(a) Velikost vybéru.

(b) Chybé¢jici hodnoty.

(¢) Typ dat.

(d) Odlehlé hodnoty.
2. Ovéteni vybérovych predpokladi: z opakovani v celach

(a) Nahodnost.

(b) Nezavislost.

(c) Normalita.

(d) Homoskedasticita.
3. Primeéry a efekty urovni: jsou vypocteny odhady: celkovy primer fi, fadkove efekty
a.;, sloupcové efekty B, interak¢ni Clen 1, a Tukeyho konstanta C.

4. Tabulka ANOVA: je sestavena tabulka ANOVA a provedeny testy vyznamnosti faktorti
A, BaAB.

(a) Za predpokladu normality a homoskedasticity: F-testy vyznamnosti faktort, resp.
interakci, v€etné kombinovanych testil pro ovéteni celkové vyznamnosti faktort 4, B.

(b) Za ptedpokladu nenormality nebo heteroskedasticity: Friedmantiv potfadovy
neparametricky test.
5. Grafy a diagramy: je kreslena zavislost vybérovych smérodatnych odchylek s; v celach
na primérech [i ;. Pokud je nalezena monotonni zavislost, 1ze zadat vhodnou transformaci,
ve které se provede opakovand analyza. Je konstruovan rankitovy graf pro rezidua é ;.

5.5 Opakovatelnost a reprodukovatelnost (O&R analyza)
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Populéarné zvané cejchovani se tyka ovéteni presnosti, zda doty¢na technika méteni je co do
pifesnosti vhodné zvolena, a tim pro experimentalni proces pfimétena. Je-li proménlivost
méfeni mala ve srovnani s proménlivosti experimentalniho procesu fikame, Ze postup méfeni
je adekvatni nebo odpovidajici. Neni-li, je tieba techniku méteni zlepsit tak, aby viibec
mohla uspokojivé monitorovat experimentalni proces. Jsou-li, napiiklad, miry opracovaného
vyrobku uvadény v toleranci milimetrti, nelze pouZit techniku méfenim méfidlem, které ma
¢teni jenom v centimetrech.

O&R analyza rozdéluje celkovou proménlivost do dvou slozek: 1. Slozky merici
techniky a 2. slozky procesni, tykajici se vlastniho experimentalniho procesu. Promén-livost
slozky méfeni je pak dale rozd€lena: 1. Do slozky operdtora O, coz vlastné predstavuje
reprodukovatelnost, a 2. slozky mérici techniky V, coz je opakovatelnost. Je dulezité
zduraznit, ze O&R analyza se tyka jenom piesnosti slozky méfeni. Data pro tuto analyzu
pochazeji z experimentu, zv1asté postaveného jenom a jenom k tomuto ucelu. Neni proto
mozné kombinovat O&R analyzu s ostatnimi experimenty v laboratofi. Plati obecné
pravidlo: ndhodné chyby méfeni by nemé&ly byt vétsi nez jedna desetina rozptylu procesu.
O&R analyza zjist'uje, jaka cast pozorovaného rozptylu procesu nalezi rozptylu méficiho
systému. ANOVA rozd€luje jesté reprodukova-telnost na vliv operatora a interakci operator-
vzorek.

Analyzu rozptylu vySetfovaného experimentalniho planu vystihuje model ANOVA

Vg T w %V % O % (VO); % g

ik

kdei=1,..Lj=1,.,J,k=1,.,Ka¥, 0, VO)

i
proménné se stfedni hodnotou nula a rozptyly 03,, 020, 0%/0 a Gé. Tyto rozptyly jsou Casto

g jsou nezavisle, normalni, nahodné

oznacovany jako slozky rozptylu nazyvané také rozptylové komponenty. V tomto modelu
ANOVA shodném s modelem ANOVA pro vyvazenou dvoufaktorovou analyzu rozptylu
znaci pismeno V ndahodny vzorek, pismeno O udava operdtora a pismeno g nahodnou chybu.

Dale v modelu oznac¢ime slozku rozptylu cg za opakovatelnost, dale slozku rozptylu y, = 020

+ ‘5%/0 za reprodukovatelnost, slozku rozptylu y, = 020 + 5?/0 + (5; za celkovou proménlivost
meérent, ktera se také nékdy nazyva O&R hodnota. Proménlivost procesu od vzorku k vzorku
predstavuje dalsi slozku rozptylu 0%,. Pomér, ktery porovnava dvé slozky rozptylu, a sice

proménlivost experimentalniho procesu vac¢i proménlivosti samotného méfeni je dan
vzorcem

o,

. v

o 2 2 2
0 0

oo % oy % o

V literatufe je popsdna fada kritérii k posouzeni O&R hodnot. V automobilovém primyslu
se uziva kritérium SNR (Signal-to-Noise Ratio) pomer signdalu viici Sumu, vy€islené vzorcem
SNR = %0 a dale rozhodci kategorie RK = %(28). Existuji dvé popularni miry k porovnani
rozptylu viici toleranci, v nichz se za toleranci bere rozdil horni a dolni toleran¢ni meze HSL
- DSL. Jsou to jednak chyba mereni M dle vzorce

7] 2 2
\/G % oy, % o
M=3X927 707 79 100%

HSL & DSL

b
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a dale pomer presnosti vici toleranci PT = 2M. Obé kritéria jsou obvykle vycislovana spolu
se svymi intervaly spolehlivosti. Cilem analyzy je vycislit tyto hodnoty a rozhodnout, zda
padnou do pfedem uréeného intervalu.



