4.7 Vicerozmérné skalovani MDS

Vicerozmérné skalovani (MultiDimensional Scaling, MDS) je technika vytvofeni diagramu relativniho umisténi
objekti v roviné dvojrozmérného grafu na zaklad¢ dat vzdalenosti mezi objekty, tzv. matice proximity (blizkosti).
Diagram muze obsahovat jeden, dva, tii a zfidka i vice rozmért, dimenzi. Technika vyc¢isli metrické klasické
(CMDS) nebo nemetrické (NNMDS) feSeni a vychazi bud’ pfimo z experimentalnich hodnot X, z korela¢ni matice
R nebo z matice podobnosti § ¢i vzdalenosti D. Vzdalenost mezi obéma objekty je Eukleidovska, pocitand na

m

zaklad¢ Pythagorovy véty, dl.j " 7; (x, & )cjk)2 , kde m je pocet proménnych a x, jsou data i-tého fadku a k-tého
1

sloupce. I kdyz vynéasime vzdalenosti do dvojrozmérného grafu, miize byt d; vycisleno na zaklad¢ vétsiho poctu
proménnych m $ 2. Matice vzdélenosti je potom trojihelnikova a zajima nas jenom jeji horni &ast. S rlistem objekt
vsak roste i pocet dimenzi, takze pro #i objekty je to dvoj-rozmérna rovina, pro ¢tyri objekty pak troj-rozmérny
prostor atd.

Kritérium maximalni vérohodnosti. Jak tésn¢ proklada model vzdalenosti dana experimentalni data se
hodnoti testem tésnosti prolozeni s vyuzitim statistického kritéria stress, zalozeného na rozdilu mezi skutec¢nou

vzdalenosti d; a modelem predikovanou hodnotou cfl.j,

stress

kde cf'ij je predikovana vydalenost, zalozena na MDS modelu. Predikovand hodnota zavisi pfedev§im na poctu

uzitych dimenzi a algoritmu, a to metrickém ¢i nemetrickém. Je-1i stress €islo nizké, blizké nule, jevi se MDS
prolozeni jako nejlepsi.

Pocet dimenzi. Dilezitym tkolem v MDS je urceni poétu dimenzi v MDS modelu. Kazda dimenze zde
predstavuje latentni proménnou. Cilem MDS je udrZet poéet dimenzi na co mozna nejmensi hodnoté. Obvykle voli
uzivatel dvoj- maximalné trojrozmérny prostor. Vychazi-li vyssi pocet dimenzi, neni MDS technika k analyze
doty¢nych dat vhodna. Pocet dimenzi se voli na zakladé co nejmensi hodnoty kritéria stress. Nektefi autofi si
pomahaji indexovym grafem relativni velikosti vlastnich ¢isel, ktera jsou vyc¢islovana pro rostouci pocet dimenzi,
tzv. grafem upati. Postup a inter-pretace jsou pak stejné jako u metod PCA nebo FA.

Vstupni data. Data mohou byt trojiho typu, mohou obsahovat (1) vzdalenosti mezi objekty D, (2) podobnost
mezi objekty S nebo (3) hodnoty proménnych (sloupce) pro jednotlivé objekty (fadky) X.

Vzdalenost (disimilarita) d; ptedstavujici vzdalenost mezi objekty, mize byt méfena piimo, jako napf.
vzdalenost dvou mést. MDS uziva vzdalenost v datech pfimo a matice vzdalenosti D je symetricka.

Podobnost (similarita) s; vyjadiuje, jak blizko se nachazeji dva objekty. MDS umoziiuje nacist miry podobnosti
pro kazdy par objektti. Matice podobnosti S je opét symetricka. Podobnost 1ze konvertovat do veli¢iny vzdalenosti

vzZorcem
- 0
di " sy % s, & 2sij,

kde d; piedstavuje vzdalenost a s; podobnost.
Hodnoty x; proménnych pro jednotlivé objekty pfedstavuji spiSe standardni miry. Z nich se vypocte nejprve
korelaéni matice R a potom matice Eukleidovskych ¢i Mahalanobisovych vzdalenosti D.

Klasick4 metricka metoda MDS. Je dana matice vzdalenosti D, ktera vystihuje meziobjektové vzdalenosti
objektll X v prostoru spiSe niz§iho rozméru dle vzorce




Jednotlivé kroky klasické MDS jsou nasledujici:
1.Z D se vypoite A * {&0.5 d;}
2.7 A se vypocte B = {a; - a; - a; + a }, kde a; je primér vSech q;; pies j.
3. Nalezne se m nejvétsich vlastnich ¢isel A, > X, > ... > A, matice B a odpovidajici vlastni vektory L = L, L,
«ery L), které jsou normovany, takze L' L =), Pfedpokladame, Ze m je voleno tak, Ze vlastni hodnoty
jsou relativné velké a kladné.
4. Soutfadnicemi objekttl jsou fadky matice L.

Klasické feseni je optimalizovano metodou nejmensich Ctvercd: piimé feSeni L minimalizuje sumu ctverct
vzdalenosti mezi skuteCnymi prvky matice D, tj. d; a predikcemi cfl.j, zalozenymi na L. Pfedpokladejme, ze
experimentalni hodnoty vzdalenosti d; jsou zatizeny nahodnou chybou g, dle vzorce d; = §; +¢;, kde g, pedstavuje

kombinaci ndhodnych chyb z méfeni, distorze vzdalenosti, kdyz MDS model zcela neodpovida konfiguraci
navrzenych m vzdalenosti. Navrhnéme model zavislosti mezi vzdalenosti dvou objekti vztahem

dAl.j "5 %S, *l.j % g; a potom nalezenim nejlepSich odhada b, pro B, a b, pro B, obdrzime odhad vypoctené

vzdalenosti dij " b, % b, *l.j. Optimaliza¢ni procedura vychazi z ucelové funkce

U" § (& dl.j)z . min.
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Aby byla zajiSténa uplnd invariantnost viici transformaci proménnych, uziva se modifikovana ucelova funkce U/, ,
dle vztahu
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a pedevsim jeji druha odmocnina, zvana stress ™ (/U _ .. Je proto vyhodné hledat optimalni pocet dimenzi, ktera

se vezmou k vy¢isleni predikce MDS vzdalenosti d’ij pomoci minimalni hodnoty veli€iny stress. Pro stress < 0.05

je tésnost prolozeni jeste pfijatelnd a pro stress < 0.01 je tésnost prolozeni vytecna.

Nemetricka MDS. V dosavadnin postupu se piedpokladalo, Ze vzdéalenosti jsou vycisleny metricky. Jsou vSak
situace, kdy jedna hodnota nevystihuje dostatecné skute¢nost: napt. pii porovnavani barev na stupnici mize byt
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vzdalenosti d i jsou vyc¢islovany monotonni regresi: experimentalni vzdalenosti jsou uspofadany vzestupné do fady
dyj#dyp# . Hdyy,kde N=nmn-1)/2
a dl.j jsou odhadovany tak, aby splnily podminku slabé monotonicity (WM)

dyy #dy, # . #dy

1)1 nebo

nebo podminku silné monotonicity (SM)

dyy < dyjy < oo < dyy.

Prvnim krokem k ziskani pocate¢nich odhadd predikovanych vzdalenosti cfl.j byva vzdy metrické vycisleni. Pak

nasleduje nemetricky pfistup monotonni regrese. Indexovy graf upati veliiny stress je uzite¢nou pomtckou i u
nemetrické metody. Hleda se jednak zlom na tomto grafu a jednak se vySetfuje, kdy veli¢ina stress nabyde hodnot
mensich nez 0.05, resp. 0.01. Takovy index, ¢ili pocet dimenzi, se pak jevi jako optimalni. Obdobné, jako metricka
metoda CMDS, usti i nemetrickdi NNMDS ve vicerozmérnou skalovaci mapu, na které se sleduje roztfidéni
vySetfovanych objekta.



