4.6 Klasifikace objektii

Hledanim struktury a vzajemnych vazeb v objektech se zabyvaji klasifikacni metody vicerozmérné statistické
analyzy. Klasifikacni metody jsou postupy, pomoci kterych se jeden objekt zafadi do jedné existujici tfidy
(diskriminacni analyza DA), nebo pomoci nichz 1ze neusporadanou skupinu objektl usporadat do n¢kolika vnitiné
sourodych tfid ¢i shlukl (analyza shlukii CLU). Postup klasifikace je zalozen na urcitych predpokladech o
vlastnostech klasifikovanych objektil, napf. normalni rozdéleni ndhodného vektoru, charakterizujiciho objekty; pak
hovotime o parametrickych klasifikacnich metodach. Neni-li klasifikace zaloZena na znalostech rozdéleni
nahodného vektoru, mluvime o neparametrickych klasifikacnich metodach. Vyznamnou roli pti hledani struktury
a vazeb mezi objekty na zaklade jejich podobnosti tvoti také vicerozmérné skalovani MDS.

4.6.1 Diskriminacni analyza DA

Diskriminaéni analyza patii mezi metody zkoumani zavislosti mezi skupinou p nezavisle proménnych, nazvanych
diskriminatory, tj. sloupct zdrojové matice na jedné strané a jednou kvalitativni zavisle proménnou na druhé stran¢.
Umoziiuje zafazeni objektu do jedné z jiz existujicich tfid. Ve vstupnich datech jsou svymi hodnotami
diskriminator( u vSech objekti dany zarazené objekty do primarnich tiid. Dale jsou dany nezarazené objekty, pro
které budeme hledat zatazeni do tfidy. Objekt zafadime do tfidy na zakladé jeho nejvétsi miry podobnosti, napf.
nejmensi Mahalanobisovy vzdalenosti.

Diskrimina¢ni (zaFazovaci) pravidla: pfi diskrimina¢ni analyze se snazime vy¢islit hodnotu diskriminacni
funkce, ktera nam usnadni zatazeni do primarni tfidy. Takto vycislené hodnoty funkce pouzivame také ke tfidéni
nezarazenych objektii do pfedem znamych primarnich tfid, a to na zaklad¢ p diskriminatorti x, , x, , ..., x,. Kazda
primarni tfida je charakterizovana svou funkei hustoty pravdépodobnosti f;(x), kde x" =[x, x, .., x ] Existuje
citlivé pravidlo pro zafazeni, diskriminaci objektu vektoru x, do tfidy G,
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Uved'me priklady diskriminace:

1. Existuje jednoducha binarni proménnd x a dvé tfidy G; a G, . Nejprve predpokladejme, Ze pravdépodobnost
P(x =0)=P(x=1) = 1/2 a dale pravdépo-dobnost P(x = 0) = 1/4 a pravdépodobnost P(x = 1) = 3/4. Pravidlo zafadi
objekt x =0 do G, a objekt x =1 do G,.

2. Predpokladejme spojitou jednoduchou proménnou x a opét dvé tiidy G, a G,. Ve tfidé G, ma proménna
normélni rozdéleni se stiedni hodnotou p, a rozptylem o, a ve tiidé G, ma promé&nna rovnéz normélni rozd&leni
se stiedni hodnotou p, a rozptylem o, , pficemz budeme piedpokladat i, <p, a &, > &, . Pomoci diskrimina&niho
pravidla f;(x) bude objekt o skore x zatazen do tiidy G, kdyz bude platit f,(x) > f,(x). Nahrazenim skute¢nou
hustotou pravdépodobnosti normalniho rozdéleni dostaneme pravidlo k zafazeni objektu x do tfidy G;:
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Dle tohoto pravidla dojde k rozdéleni hodnot x do dvou tfid: prvni tfida G; bude obsahovat malé hodnoty x a
druha tfida G, velké hodnoty x. Ve zvlastnim piipadé o, = 6, dostaneme pravidlo pro zafazeni do tiidy G ve znéni
*x - w,* > *x - p,*. Bude-li navic y, < ,, objekt se skore x padne do téidy G,, kdyz bude platit, ze
x<(py +py)2.

Zobecnéni diskriminac¢niho pravidla: G, je tfida objektt s vicerozmérnym normalnim rozdélenim a stiedni
hodnotou p, a G, obdobné tfida objektl se stitedni hodnotou p,. Pfredpokladejme, ze kovarian¢ni matice obou trid
jsou stejné a uzijeme proto pro né spole¢né oznaceni . Obecné pravidlo zafazeni objektu o vektoru x do tfidy G
bude
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Kdyz tiidy maji zndm¢ hustoty pravdépodobnosti rozli¢nych rozd€leni m;, m,, ..., m,, bude pravidlo o zafazeni do
tfidy upraveno takto: jde-li o 2 tfidy, bude pravidlo ve tvaru
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Linearni diskrimina¢ni funkce (LDA): z diskriminac¢nich funkci je neznaméjsi Fisherova linedrni
diskriminacni funkce tvaru
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kde p je pocet proménnych primérnich tid €ili pocet diskriminatori ax , % , ..., %, jsou standardizované hodnoty
téchto proménnych. Parametry z, nazyvame standardi-zované klasifikacni koeficienty Fisherovy diskriminaéni
funkce a' =[a,, a,, ..., a,], které byly nalezeny tak, Ze pomér rozptylu mezi tiidami B a rozptylu uvnitf tfid §
V=a"Bal(a'S a)
je maximalni. Zde B je kovarian¢ni matice tfidnich priméra a . je celkova kovariancni matice uvnitt tfid. Vektor
a, ktery maximalizuje pomé&r V, se vypocte ze vztahu
B&8S)ya-"o.
V ptipadé pouze dvou tiid budou klasifikaéni koeficienty diskriminaéni funkce @' = [q, , a, , ..., a,] vypodteny
jednoduchym vztahem a = S¥(x, & x, ).

i

Kvadraticka diskriminaéni funkce (QDA). Jsou-li stfedni hodnoty dvou soubort ., a pt, shodné, ale soubory
se lisi v kovarian¢nich maticich S, a §,, nelze pouzit linearni diskriminaéni funkei, coz dokumentuje ptiklad
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UZije se kvadraticka diskriminacni funkce. Objekt o vektoru x bude patiit do tiidy G, kdyZ bude splnéna nerovnost
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kde S, a S, jsou kovarian¢ni matice pro 1. a 2. tfidu, G, a G,.

Diskriminace mezi vice nezZ dvéma tfidami. Pro tfi tfidy budou tfi linearni diskrimina¢ni funkce nabyvat
nasledujicich tvart:
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kde § je vazena kovarian¢ni matice vSech tiid. Klasifika¢ni pravidla zatazeni objektu do doty¢né tfidy jsou
umisténi objektu do prvni tfidy G, nastane, kdyz h,,(x) > 0 a h5(x) > 0,
umisténi objektu do druhé tfidy G, nastane, kdyz A ,(x) <0 a h,;(x) > 0,
umisténi objektu do tfeti tfidy G; nastane, kdyz 4 ;(x) > 0 a h,;(x) <O0.



Kvalita zatazeni objektl do ti'id (diskriminace). Pfedpokladejme, Ze mame data o K tfidachs N , k=1, ...,
K, objekty v kazdé trideé, N predstavuje celkovy pocet objektd (napt. N = N, + N, + N, = 150). Kazdy objekt je
popsan p diskriminatory. Kazdy i-ty objekt je prezentovan prvkem x, . Necht' X pfedstavuje vektor priméri téchto
diskriminatort ve viech tfidach a x, pak vektor primérii objektl v k-té tiid€. Definujme sumy ¢tvercii Sy, Sy, S

odchylek od stfednich hodnot vztahy
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a definujme stupné volnosti, df! a df2, vztahy dfl = K - 1 a df2 = N - K. Diskrimina¢ni funkce je vaZzenym
pramérem hodnot nezavisle proménnych. Vahy jsou pfitom voleny tak, ze vysledny vazeny pramér rozdéluje
objekty do tfid. Vysoké hodnoty priméru pochazeji z jedné tfidy, nizké hodnoty primeéru pochazeji z jiné tidy.
Problém spogiva v nalezeni vah tak, aby dobie diskriminovaly objekty do tiid. Reseni spo&iva v nalezeni vlastnich
vektorti ¥ matice S, S;. Kanonické koeficienty jsou totiz prvky téchto vlastnich vektorli. Mirou tésnosti prolozeni
je potom Wilkovo kritérium A, definované vztahem
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kde A, je j-t¢ vlastni Cislo, odpovidajici vlastnimu vektoru, a m je minimum ze dvou ¢isel, K-/ a p.
Kanonicka korelace mezi j-tou diskrimina¢ni funkci a nezavisle proménnymi ¢ili diskriminatory je vztazena
k témto vlastnim ¢islim

Rada rozli¢nych matic potiebnych v diskriminaéni analyze je definovana vztahy:
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kde v; jsou prvky V a w; prvky matice W. Korelace mezi nezavisle proménnymi a kanonickymi proménnymi jsou
dany vztahem

Logisticka diskriminace. Fisherova line4rni diskriminace je optimalni, kdyz dva soubory maji vicerozmérné
normalni rozdéleni se stejnymi kovariancnimi maticemi. Tato diskriminac¢ni funkce se jevi také dostate¢né robustni
na odchylky od normality. Existuje vSak fada pfipadi silné nenormality, napf. pfitomnost binarnich proménnych.
Pak je mozné uzit logisticky model k vypoctu pravdépodobnosti, ze objekt je clenem dotycné tidy:
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Neznamé parametry B, B, B,, ..., B, jsou odhadovany na zakladé maximalni vérohodnosti. Dilezité je, Ze odhad

je

zcela nezavisly na funkci hustoty tfidni pravdépodobnosti. Po vy¢isleni odhadt 4, , b, , b, , ..., b, neznamych

parametrti By, B,, B, ..., B, se uplatni klasifikacni pravidlo zatazeni objektu do tiidy G, plati-li

by % by x, % by x, % ... % b x, > 0,

coz odpovida pravdépodobnosti P(G,* x) > P(G,* x).

Postup klasifikace diskriminacni analyzou

. Bodové odhady parametrii polohy a rozptyleni vsech diskriminatori: vyc€isli se (a) aritmetické priméry ve

ttidach, (b) smérodatné odchylky ve t¥idach, (c) celkova korelacni a kovariancni matice vSech diskriminatort,
(d) mezittidni korelace a kovariance za pouziti praméri misto hodnot objektd, (e) vnitrotfidni korelace a
kovariance za pouziti dat, ve kterych byly odecteny primeéry tiid a provede se zhodnoceni dosazenych
vysledki.

. VySetreni viivu jednotlivych diskrimindtori: vliv jednotlivych diskriminatort na vysledky diskrimina¢ni analyzy

se sleduje pomoci testacnich statistik pfi odstranéni odpovidajiciho diskriminétoru.

. Odhady neznamych parametrii b, b,, ..., b, linedrni diskriminacni funkce pro kazdou t7idu: odhady neznamych

parametrti b, , b, , ..., b, jsou mezivypoctem k vycisleni diskrimina¢niho skore.

. Odhady regresnich parametrii by, b, , ..., b, linedrniho regresni modelu pro kazdou tiidu: t€mito regresnimi

parametry predikované hodnoty budou lezet mezi nulou a jednickou. Zarazeni se provede na zaklade tiidy s
nejvyssim skore, blizkym jednicce.

. Klasifikace objektii diskriminacni funkci (diskriminace do trid): provede se (a) vycisleni klasifikacnich pocti

objektt v jednotlivych tfidach po diskriminaci do tfid, (b) pfehled chybné klasifikovanych objektt tak, ze vedle
skute¢né tiidy je predikovana tfida a procento pravdépodobnosti vyskytu objektu v predikované tfidé, (c)
prehled klasifikovanych objektl - skuteCna (primarni) tfida, predikovana tida vSech objektt a procento
pravdépodobnosti vyskytu objektu v predikované tiide.

. Kanonicka korelacni analyza: (a) analyza kanonickych proménnych: prvni soubor obsahuje diskriminatory a

druhy soubor tfidni proménné, (b) odhady parametr u kanonickych proménnych, (c) kanonické proménné u
tfidnich praméru, (d) standardizované kanonické koeficienty slouzi k vypocétu kanonického skére, coz jsou
vazené prumeéry objekti, (e) korelace ptivodnich a kanonickych proménnych predstavuje zatéze (korelace)
puvodnich proménnych na kanonické proménné. Tim se usnadni vysvétleni dotyéné kanonické proménné.

. Linearni diskriminacni skore vsech objektii: jsou vycisleny hodnoty predikovanych skoére linearnich

diskrimina¢nich proménnych pro vSechny objekty.

. Regresni skore vsech objektii: hodnoty predikovanych skére regresnich proménnych pro vSechny objekty jsou

zaloZeny na regresnich koeficientech.

. Kanonické skore: hodnoty predikovanych skore kanonickych proménnych pro vSechny objekty jsou zalozeny

na kanonickych koeficientech.

10. Volba proménnych. z velké palety diskriminatort se vybiraji pouze ty, které jsou dostatecn¢ G¢inné, maximalné

11.

8 proménnych. Vybér se provadi krokove: k nejlepSimu diskriminatoru se nalezne druhy nejlepsi tak, Ze se
provéii zda diskriminace bude tak dokonald, jako kdyz byl jeden diskriminator odebran. U nové proménné se
ovéiuje, zda jeji F ma hodnotu pravdépodobnosti mensi nez o = 0.05.

Vyklad grafii: vysledkem diskriminacni analyzy je grafické zafazeni do tfid. Zobrazeni se provede na tfech
grafech: (a) zobrazeni linearnich diskriminacnich skore, (b) zobrazeni regresniho skore, a (c) zobrazeni
kanonického skore.




