4
STATISTICKA ANALYZA VICEROZMERNYCH DAT

V technické, biologické ale také 1ékaiské praxi se Casto vedle informaci, obsazenych v ndhodném skalaru &,
vyskytuji 1 informace obsazené v ndhodném vektoru & s m slozkami &, ..., &,. Ptiklady vicerozmérnych dat jsou

a) vyjadreni vlastnosti produktl, jako jsou potraviny, oleje, slitiny atd., pomoci fady riznych analytickych
metod,

b) hodnoceni spekter pomoci poloh a ploch absorpénich past, slouzici k charakterizaci a identifikaci
chemickych sloucenin,

¢) sledovani slozeni surovin, produktli, odpadd, v zavislosti na ¢ase nebo na misté vyskytu,

d) regulace jakosti na zaklad¢ riznych procesnich proménnych,

e) stanoveni charakteristiky produktu na zaklad€ méfeni souvisejicich proménnych, napi. spekter (vicerozmérna
kalibrace).

Casto je Gi¢elem vicerozmémé analyzy zkouméni vztahti mezi slozkami nahodného vektoru. Pro tento uéel se
voli koncepce latentnich proménnych (hlavnich komponent, faktorti, kanonickych proménnych) y, které jsou
linearni kombinaci pivodnich proménnych x s vhodné volenymi vazbami. Latentni proménna y je kombinaci m-tice
sledovanych (méfenych ¢i jinak ziskanych) proménnych x, , x, , ..., x,, ve tvaru

y T owx %ow,x, % ... %ow,x,
Jednotlivé vicerozmérné metody vyuzivaji riznych zptisobi stanoveni vahovych koeficientd w, , w, , ..., w,.

V této kapitole je vénovana pozornost pfedev§im postupiim, patiicim do oblasti prizkumové (exploratorni)
analyzy a charakterizace vicerozmérnych dat. Detailni popis najde ¢tenaf v doporudované ucebnici® k této sbirce.



4.1 Popis vicerozmérnych dat

Zdrojova matice, tj. matice vychozich dat (popisujici napf. fadu aut riznych znacek), obsahuje proménné v m
sloupcich (napf. obsah motoru, vykon, spotfebu paliva, hmotnost vozu, zrychleni, vysku, Sitku, délku atd.) a
objekty v n tadcich (napf. auta riznych vyrobct a znacek), na nichz jsou tyto proménné (vlastnosti) méteny.
Protoze métené proménné maji riizné jednotky, a Casto se fadové 1isi, byva zdrojova matice pied zpracovanim jesté
upravovana, Skalovana, a to bud’ (a) centrovanim, kdy se od prvki sloupce odecte jejich sloupcovy aritmeticky
primeér, nebo (b) standardizaci ¢ili normovanim, kdy se prvky centrovanych sloupcti jesté vydéli svou sloupcovou
smérodatnou odchylkou.

Standardni statisticka analyza ;e zaloZena na predpokladu, ze hodnoty x; tvoti ndhodny vybér. Tento vybér je
tvofen n-tici fadkovych vektori x; = (%, ..., x,,,), které 1ze chapat jako fadky zdrojové matice anebo soufadnice
n bodl v m-rozmér-ném prostoru ptivodnich experimentalnich proménnych. Vybér lze vyjadtit matici rozméru (n
X m)

1 X, b X1y P x,
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Radek zdrojové matice &ili i-ty vektor xf = (%, ---» %, ) Nazyvame objektem (napf. auto urcitého typu) a mizeme
ho chépat jako jeden bod v m-rozmérném prostoru. Tento objekt je charakterizovan svymi promeénnymi, a to bud’
kvantitativnimi, metrickymi, tj. ¢iselnymi hodnotami, nebo proménnymi kvalitativnimi, nemetrickymi.

Metrické proménné se vyskytuji ve ctytech Skalach:

(a) Promeénné v absolutni Skale maji piirozeny pocatek a jeden parametr méfitka, napt. obsah uhliku v %,
rychlostni konstanta.

(b) Proménné v pomérové Skale maji zachovan podil hodnot charakteristik ¢ = x,/x; , napt. vztah vii¢i standardni
sloucening, vztah vici jevu s definovanym nulovym pocatkem, parametr ¢ v Hammettové rovnici.

(¢) Promenné v intervalové Skdale maji zachovan podil rozdili ¢ = x, - x,. Jedna se o pomérovou $kalu s
pfirozenym pocatkem pro ob¢€ srovnavané hodnoty, napi. pomér absorbanci indikatoru, vztazeny na absorbanci
nulové linie.

(d) Proménné v rozdilové Skdle jsou vztahovany k riznému pocatku, napt. hodnoty ¢asovych skal, stafi atd.

Nemetrické proménné se vyskytuji ve skalach:

(a) Proménné v nomindlni Skdle jsou nejméné informativni. Je kvantifikovana pouze rovnost nebo riiznost tfid.
Obsahuji kod, napf. barvu vyrobku, vyjadienou kodem 1 az 16, rodinny stav (svobodny 1, Zenaty 2, rozvedeny 3,
vdovec 4).

(b) Proménné v ordinalni skale jsou sefazené do tfid. Je definovana relace vEtsi anebo mensi mezi tfidami, a
také kvantifikovan rozdil, napt. Zebti¢ek umisténi, poradové Cislo.

(¢) Proménné v alternativni (bindrni) Skale vyjadiuji rovnost ¢i nerovnost vii¢i né€jakému kritériu. Maji binarni
charakter, ktery mizeme popsat dvojici 1 (ano), 0 (ne).

Tridu nebo shluk objektii chapeme jako mnozinu objektl se spole¢nymi nebo alespont podobnymi proménnymi,
znaky (napf. auta typu BMW). Blizkost ¢i podobnost objektli posuzujeme na zakladé miry vzdalenosti objektii v
m-rozmérném prostoru proménnych.

Mirou vzdalenosti objektt pro kvantitativni proménné jsou bézné zakladni metriky:
Eukleidova metrika, Cili geometricka vzdalenost, je standardnim typem vzdalenosti, ktery je definovan vztahem

m
N 2
i ) = || (g & 2,7,
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Hammingova metrika, ¢ili Manhattanska vzdalenost, je definovana vztahem

m
dy(x;, X)) :j1 *xkj & xlj*,
J

zobecnéna Minkowskiho metrika vztahem



dy(x, X) =

kde pro n = 1 jde o Hammingovu metriku a pro n = 2 o Eukleidovu. Cim je n vétsi, tim vice je zdiraziiovan rozdil
mezi vzdalenymi objekty. VSechny tyto metriky neuvazuji zavislost mezi proménnymi. Zahrneme-li do vztahu pro
vzdalenost i vazby mezi proménnymi, vyjadiené kovarian¢ni matici C, dostaneme statistickou miru, zvanou
Mahalanobisova metrika

dyia (X X)) = \/(xk & x,)T c (x, & x)).
Ta se spolecné s Eukleidovou metrikou nejvice pouziva v praxi. Ve vSech uvedenych ptipadech jsou si dva objekty
tim blizsi, ¢im je jejich vzdalenost mensi.

Mirou podobnosti dvou objekti ¢i proménnych x; a x mize byt Pearsonitv parovy korelacni koeficient r. Objekty
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analogickou mirou podobnosti Spearmanitv korelacni koeficient. Podobnost binarnich nebo nomindlnich
proménnych vyjadiuji rizné koeficienty asociace. Oznacime-li pocet ptipadd negativni shody typu 0-0 pismenem
a, pocet ptipadi s neshodou typu 1-0 pismenem b, pocet piipadli s neshodou typu 0-1 pismenem c a pocet piipadd
s pozitivni shodou typu 1-1 pismenem d, mizeme definovat tyto koeficienty podobnosti:

(a) Sokaluv-Micheneriv koeficient asociace

g = a%d
Mo anb%hcwd
(b) Russeliiv-Raoiv koeficient asociace
Sy " —— 4
a%b%hchd
(c) Hamanniiv koeficient asociace
«a%hd&béc
T a%bhchd
a také l1ze konstruovat obdobu korelacniho koeficientu
. ad&bc
Va@%b)(c%d) (@%c)®%d)

r

Mira podobnosti mezi objekty, charakterizovanymi riznymi typy proménnych, se vypocte jako vazeny pramér
jednotlivych mér podobnosti. Na zdkladé mér podobnosti objektl se konstruuji miry podobnosti mezi objekty a
tfidami a miry podobnosti mezi tfidami. Jako nejcast¢jsi mira podobnosti se pouziva vzdalenost tiid d(x, , x). Analo-
gicky zde uzijeme zpisobu vyjadieni vzdalenosti objektl, protoze objekt mizeme chépat jako tfidu o jednom
objektu. Cim vétsi je vzdalenost, tim mensi je podobnost:

(a) Vzdalenost nejblizsiho souseda: nejblizsi jsou ty tiidy ¢i shluky, které maji nejmensi vzdalenost mezi dvéma
nejbliz§imi objekty dvou pozorovanych tiid.

(b) Vzddlenost nejvzddlenéjsiho souseda: nejblizsi jsou ty téidy ¢i shluky, které maji nejmensi vzdalenost mezi
dvéma nejvzdalenéj$imi objekty.

v
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mezi v§emi objekty jedné a v§emi objekty druhé tiidy.



4.2 Obecny postup analyzy vicerozmérnych dat

Postup analyzy vicerozmérnych dat zalezi na typu dat a na druhu pozadované informace, jez se z dat ma ziskat.
Typ dat:

Otazky: Pied vlastni analyzou je tieba zodpovédét tii zakladni otazky:

(1) Je mozné rozdélit vySetiované proménné na zavislé a nezavislé?

(2) Kolik proménnych se uvazuje jako zavisle proménnych?

(3) V jaké skale jsou jednotlivé proménné méteny, tj. kardinalni ¢ili Ciselné, ordindlni ¢ili potfadové nebo
nominalni Cili znakové. Kardinalni Skala se oznacuje jako metrickd a ostatni dve, ordinalni a nominalni, jako Skaly
nemetricke.

Odpovédi:
(1) Pokud je odpovéd na prvni otazku kladna, voli se techniky pro stanoveni vzfzahu mezi zavisle proménnymi
a vhodnou kombinaci nezavisle proménnych.

(2) Pokud je odpovéd na prvni otazku zaporna, voli se techniky pro stanoveni vzdjemnych vazeb, tj. provadi
se simultanni analyza vSech proménnych.

Typ informace:

Jednotlivé techniky pro stanoveni zavislosti se dale déli podle poétu zavisle proménnych a podle $kaly méteni.
Schematicky lze vztahy mezi jednotlivymi technikami analyzy vicerozmérné zavislosti zapsat ve formé téchto
prifazeni:
(2) Kanonicka korelace (CC):

»vwoy,%...%y, Z x %x,%..%x,

(metrick4, nemetricka) (metricka, nemetrickd) ’

(b) Vicerozmérna analyza rozptylu (MANOVA):

oy, % .. %y, Z x%x,%..%x,

(metricka) (nemetricka)
(c) Analyza rozptylu (ANOVA):
N2 Z x %x,%..%x,
(metricka) (nemetricka)

(d) Diskriminacni analyza (DA):

yy Z x%x,%..%x,
(nemetricka) (metricka)

B

(e) Vicerozmérna regrese a kalibrace:

Y Z x; %x,%..%x,
(metrickd)  (metrickd, nemetrickd) ’

(f) Analyza “conjoint™:

yy Z x%x,%..%x,
(metricka, nemetricka) (nemetricka)

B

(g) Strukturni rovnice:

0, 0 0

Y Z x; %x,%.. %x,
0 0 0

Y, Z Xy %x,% .. %x,

Y, Z x, %x,%..%x,
(metricka) (metricka, nemetricka)

D¢leni od zcela obecné techniky (kanonicka korelace) az k velmi specialnimu piipadu (strukturni rovnice) umoziuje
vybér konkrétni analyzy dat s ohledem na cil analyzy a pocet a typ zavisle, resp. nezavisle proménnych.




4.3 Charakteristiky vicerozmérnych nahodnych veli¢in

Intenzita vztahu mezi proménnymi. K charakterizaci polohy j-t¢ proménné &, tj. j-t€ho sloupce zdrojové matice
X se pouziva stiredni hodnota E(fj) ; a pro charakterizaci rozptyleni rozptyl D() = F Dale je tieba definovat
miru intenzity vztahu mezi proménnymi &; a £, j = i. Vhodnou charakteristikou je druhy smlseny centrdlni moment,
nazyvany kovariance cov(g, , &), definovany vztahem

cov(,.>) " EC>) & EC) EG)

Kovariance ma vlastnosti:
a) Jeji znaménko ukazuje na trend stochastické vazby mezi j-tym a i-tym sloupcem matice.
b) Je v absolutni hodnot€ shora ohrani¢ena soucinem g; g;, tj.
*cov(§, &) # o, 0.
¢) Je symetrickou funkci svych argument.
d) Nemeéni se posunem pocatku, ale zména méfitka se projevi umérné jeho velikosti. Pro ¢islag , ¢, 4, i pak
plati, ze

cov(a,> % b, a, > % b,) " a a,cov(>, >j)

e) Pro nekorelované nahodné veliciny je cov(§, §) = 0 a mohou nastat dva piipady:
1. E(E; &) = 0 a zaroveh E(§) = E(§) = 0, coZ je ptipad centrovanych ortogondlnich ndhodnych veli¢in,
ne nutn¢ nezavislych.
2. E(E &) = E) E(), coz je ptipad nezavislych ndhodnych veli¢in.
f) Je mirou intenzity linearni zavislosti.
Nevyhodou kovariance je fakt, Ze jeji hodnoty zavisi na méfitku, ve kterém jsou vyjadieny proménné & a &. Jeji
velikost je omezena soucinem o; o, Je proto pfirozené provést standardizaci délenim timto souCinem. Vznikla
veli¢ina p; =
p(&; &) se nazyva Pearsonitv parovy korelacni koeficient

cov(>;, >)
DG, >) " D, T —r
v y F,F,

Je zfejmé, Ze parovy korelacni koeficient leZi v rozmezi -1 # p; # 1. Pokud je p; > 0, jde o pozitivné korelované
ndhodné veli¢iny, a pokud je k; <0, jde o negativné korelované nidhodné veliciny.
Pearsontv parovy korelacni koeficient ma vlastnosti:

a) Rovnost *p,;* = 1 ukazuje, Ze mezi &, a §; existuje pfesné linearni vztah.

b) Pokud jsou néhodné veli€iny &, a § vzdjemné nekorelované, je p; = 0.

c) V piipadg, ze & a § pochazeji z vicerozmérného normalniho rozdéleni a p; = 0, znamena to, Ze jsou vzdjemné
nezavisle.

d) Plati, Ze i pro nelinearn¢ zavislé ndhodné veli¢iny miize byt p; = 0.

e) Korelacni koeficient p,; ndhodné veli¢iny & samotné se sebou je roven jedné.

f) Korelacni koeficient je invariantni vii¢i linearni transformaci nahodnych proménnych § , §. Pro ¢islaq , g
, b, b, plati vztah

D@, > % by, a, > % b,) " sign(a,a,) D, j)
kde sign(x) je znaménkova funkce, pro kterou plati

&l prox < O
sign(x) * 0 prox "0
1 prox >0

Ovéreni normality. Jako pfi analyze jednorozmérnych dat, hraje také u vicerozmér-nych vybéra hlavni roli
predpoklad, zda data pochéazeji z normainiho rozdeleni. Tento predpoklad usnadnuje zejména statistickou analyzu
vektoru stfednich hodnot nebo kovarian¢ni matice.

Podobné jako v jednorozmérném piipadé, existuje i zde fada testt, které jsou vice ¢i méné citlivé vici riznym
typiim naruseni normality. Nenormalita mize byt napiiklad zpsobena vybocujicimi objekty x ¢i pouze nékterymi
vybocujicimi hodnotami x;. Mezi nejjednodussi metody ovétovani normality patii testy zaloZené na vicerozmérmé
Sikmosti g ,, a vicerozmérné $picatosti g, .. V tomto pfipadé se testuje simultanni platnost nulovych hypotéz Hy,:

»=0aHy: g, =m@m+2).



Odhady parametri polohy a rozptyleni. Z vicerozmérného vybéru objekti o velikosti n, definovaného n-tici m-
rozmérnych objekti X', = (x,,, ..., X,,,)'» i = 1, ..., n, je moZno stanovit vybérovy vektor stiednich hodnot j ur&eny

T

n
= x.
w7

vztahem P

S |=

Podobné pro odhad kovariancni matice S° plati rovnice

n

« 1 . .
S e E R
71

Mira polohy nahodného vektoru se charakterizuje pomoci vektoru stiednich hodnot p* * [EC), ..., EC)],
a mira rozptyleni pomoci kovariancni matice tadu m x m

D(E)  cov(§, &) P cov(E,E) b cov(E,§)

cov(§, &) D) b b b b

b b b b b b

cov(§,§,) cov(§,E,) b cov(E. ) b DE,)

Misto kovarianéni matice se pouzivé také jeji normované verze, tj. korelacni matice
1 k21 p kil p kml_
kp, 1 p b b b
b b b bbb
Kin Ky P K, P 1

Korela¢ni matice ma na diagondle samé jednicky a mimodiagonalni prvky jsou jednotlivé Pearsonovy parové
korelacni koeficienty. Kovarianéni matice C i korelacni matice R jsou symetrické.
Pro vektor vybérovych stfednich hodnot plati

E@Q) " p 0 DG - %C.

Odhad g je tedy nevychyleny. Pro odhad kovarianéni matice plati, Ze
EsY - M ¢
n

a jde o vychyleny odhad. Proto se pouziva vybérova korigovana kovariancni matice

n
né&l

s - s,

ktera je jiz nevychylenym odhadem kovarianéni matice C. Matice S° je vybérova kovariancéni matice. Odhady fi
a S8’ jsou maximalng vérohodné, tzn. Ze ndhodny vybér, charakterizovany matici X pochézi z normalniho rozdéleni
N(un, €). Za stejnych podminek ma p rozdéleni N(u, C/n).

Pokud mame dva vektory, § a &, které jsou nezavislé a stejné rozdelené se stfedni hodnotou p a kovarian¢ni
matici C, je vicerozmeérnd Sikmost dana vztahem

81m ) E[(>1 & F)T c4 (>2 & I")]3
a pro vicerozmérnou Spicatost plati
G " El, & W' C¥ (& pP

K vyjadieni funkci g, a g,, lze vyuzit i vicerozmérnych centralnich momenti. Specidlné pro pfipad
vicerozmérného normalniho rozde€leni pak plati, ze

8im 0 a 8om " mim%2) .



