Odhady parametrii polohy a rozptyleni pro diilezita rozdéleni

Odhady parametrti polohy a rozptyleni pro ¢asto se vyskytujici rozdéleni dat v laboratofi se vy¢isluji podle nasledujicich
vztaht:

a) Laplaceovo rozdéleni: Laplaceovo (oboustranné exponencialni) rozdé€leni se vyskytuje v ptipadech, kdy jsou
nahodné veli¢iny méteny za podminek kolisani rozptylu kolem ur¢ité sttedni hodnoty. Hustota pravdépodobnosti spojité
nahodné veliCiny x leZici v intervalu (- «, ) s Laplaceovym rozdélenim ma tvar

flxy = 0507 exp( - ﬂ)
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Stiredni hodnota Laplaceova rozdéleni je E(x) = @, rozptyl D(x) = 2 &, Sikmost g, = 0 a Spicatost g, = 6. Ve
srovnani s normalnim rozdélenim je Laplaceovo rozdéleni Spicat&jsi a ma delsi konce. Tak 1%ni kvantil Laplaceova
rozdéleni je roven E(x) - 2.72 4/D(x), zatimco odpovidajici kvantil normalniho rozdé€leni je E(x) - 2.33 /D(x).
Laplaceovo rozdéleni ptipousti vyskyt vyraznéji odchylenych hodnot a vyuziva se jako "robustni" alternativa
normalniho rozdéleni. Po dosazeni a zlogaritmovani vyjde logaritmus vérohodnostni funkce ve tvaru
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b) Rovnomérné rozdéleni: rovhomérné (rektangularni) rozdéleni je nejjednodus$sim typem rozdéleni pro
oboustranné omezenou nahodnou veli¢inu, kterd musi leZet v zadaném intervalu a - # <x <a + h. Tyka se ndhodnych
veli¢in, které se v daném intervalu vyskytuji se stejnou pravdépodobnosti. Pokud je a = 0 a & = 0.5°10 popisuje
rovnomérné rozdéleni chyby, vzniklé zaokrouhlenim na k desetinnych mist. Hustota pravdépodobnosti rovhomérného
rozdéleni ma tvar

f(x)=L a-h < x < a+h
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Stiredni hodnota rovnomérného rozdéleni je E(x) = a, rozptyl D(x) = h%/3, sikmost g, = 0 a $picatost g, = 1.8.
Logaritmus vérohodnostni funkce ma tvar
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pro a - h < min(x,, ..., x,) < max(x,, ..., x,) < a + h. Tento vztah nabyva maxima pifi minimalni velikosti /4. Je zfejmé,
Ze min(xy, ..., X,) = Xy @ max(xy, ..., X,) = X,. Maximaln¢ vérohodny odhad parametru rozptyleni h je roven

h = 0.5 (x(n) - x(l))

a maximalné vérohodny odhad parametru polohy a je roven

g = 05
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Odhad 4 je totozny s polosumou %p,. Odhad % je vychyleny. Nevychyleny odhad h, se ziska nasobenim odhadu #
faktorem (n + 1)/(n - 1). Pro rozptyly téchto odhadu plati vztahy
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Pro 100(1 - a)%ni interval spolehlivosti libovolného parametru ® lze uzit asymptoticky vztah

®-u , VDO < © < O +u , {D®)

¢) Jednoparametrové exponencialni rozdéleni: exponencialni rozdéleni je jednostranné ohranic¢ené zdola.
Vyuziva se ho k popisu fady realnych déji. Exponencialni rozdéleni ma uplynuly ¢as, resp. obsazeny prostor pied tim,
nez nastal nahodny jev. Je typické pro zivotnost souc¢asti strojli, vzdalenost, kterou urazi molekuly plynu pii nizkém
tlaku az do vzajemné srazky, doby mezi dopadem castic do Citace a doby bezporuchové Cinnosti. Exponencialni
rozde¢leni byva spjato s Poissonovym rozdélenim ndhodnych jevii. Popisuje statistické chovani kladné nahodné veliCiny
pro x > 0. Jeho hustota pravdépodobnosti je definovana vztahem

flxy = O exp( - %)

Stiredni hodnota jednoparametrového exponencialniho rozdéleni je E(x) = O, rozptyl D(x) = O Sikmost g, = 2
a Spicatost g, = 9. Medidn je roven X, = © In 2. Logaritmus v€rohodnostni funkce ma tvar
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d) Exponencialni rozdéleni dvouparametrové: popisuje statistické chovani nahodné veli¢iny, kterd mize nabyvat
hodnot x > p, tj. je zdola ohrani¢end. Hustota pravdépodobnosti ma tvar

fix) = O 'exp[(- x + /0.
Stredni hodnota dvouparametrového exponencialniho rozdeéleni je E(x) = u + ©. Vztahy pro rozptyl, Sikmost a
Spicatost jsou stejné jako u jednoparametrového exponencialniho rozdéleni. Odhad |i je

o = Xy = min(x,, ..., X).

Pro maximaln& vérohodny odhad ® parametru © lze napsat

Odhad {i mé stiedni hodnotu E() = p + 2 arozpyl D) = ©/n?.
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Maximalng& vérohodné odhady @ a [i jsou vychylené. Pro nevychylené odhady ©, a fi, 1ze odvodit vztahy
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Odhady fi,, ©, jsou viak korelované s korelaénim koeficientem rovnym (-1/4/n).
Pro 100(1 - a)%ni oboustranny interval spolehlivosti parametru © plati
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Protoze ma podil 7 (xy - u) / ©, F-rozd&leni se 2 a (27 - 2) stupni volnosti, je spodni mez p, pro 100(1 - 0))%ni interval
spolehlivosti parametru p vyjadfitelna vztahem

0, F, (2, 2n - 2)

n

By = Yoy ©

Horni mez je s pravdépodobnosti blizkou jedné nejmensi prvek vybéru x,). Pro urCeni kvantil rozdéleni F(2, 27 - 2)
sta¢i dosadit do vztahu

L
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e) Logaritmicko-normalni rozdéleni dvouparametrové: logaritmicko-normalni roz-déleni je nejrozsitfené)si
alternativou rozdéleni normdlniho pro jednostranné ohrani¢ena data. Fyzikalni veliCiny (teplota, tlak, objem, hmotnost,
koncentrace, atd.) jsou bud’ kladné, nebo maji pfirozené definovany pocatek (napfi. absolutni nula u teploty). Pokud jsou
vSak naméfené hodnoty v blizkosti pocatku, je 1épe pouzit napt. lognormdlni rozdé€leni. Toto rozdé€leni se pouZziva vSude
tam, kde se méfi nizké koncentrace, malé hmotnosti, malé délky, atd. Typickym piikladem je v analytické chemii
stopova analyza. RovnéZ souhrnné chyba, ktera je souc¢inem dil¢ich malych chyb, mé lognormalni rozdéleni. Ndhodna
veli¢ina x s dvouparametrovym lognormélnim rozdélenim souvisi s nahodnou veli¢inou # s normovanym normalnim
rozdélenim vztahem



In(x - p)
o
kde p, o jsou parametry. Log.-normalni rozdéleni ma nahodna veli€ina, ktera mize nabyvat pouze kladnych hodnot,

tj. lezi v intervalu 0 < x < . S vyuzitim vztahl pro hustotu pravdépodobnosti transformované nahodné veli¢iny 1ze
odvodit hustotu pravdépodobnosti lognormalniho rozdé¢leni ve tvaru
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Néhodna veli¢ina x mé dvouparametrové lognormalni rozdéleni, pokud ma ndhodna veli¢ina In x normalni rozdéleni

N(u, o). Stiedni hodnota a rozptyl ndhodné veli¢iny x se vyéisli podle vztahi E(x) = exp(p + 0.50%)

a D(x) = expQp)o(w - 1) , kde » = exp(c?). Sikmost g, a Spicatost g, tohoto rozdéleni zavisi pouze na veliding

o podle rovnic

yo -1 (o +2)ag, = o + 20 + 30 - 3.

Také variacni koeficient § je pro lognormalni rozd¢leni funkci pouze parametru w aplati 8 = o - 1. Mddus %,
a median med lze vyjadiit vztahy X,, = exp(n - ©°) a med = exp(p). Maximalné vérohodny odhad parametru
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V fad¢ ptipadu je analyza v logaritmické transformaci nevyhovujici. Je tfeba stanovit odhady parametrii polohy
a rozptyleni spolu s jejich intervaly spolehlivosti pro plivodni data. Jednoduse 1ze konstruovat intervaly spolehlivosti

pro median, ktery je exponencialni transformaci parametru p. Pro 100(1 - a)%ni oboustranny interval spolehlivosti
medianu plati
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Podobné¢ lze sestrojit i intervaly spolehlivosti pro variacni koeficient, Sikmost a Spicatost, které jsou funkci pouze
parametru o°. Pro 100(1 - a)%ni oboustranny interval spolehlivosti variacniho koeficientu J plati
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Pokud je tfeba odhadnout sttedni hodnotu piivodnich dat M = E(x) a odpovidajici rozptyl V' = D(x), uzije se vztahti
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V obou vztazich je funkce g(?) vyjadiena nekone¢nou fadou
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f) Logaritmicko-normalni rozdéleni tfiparametrové: toto rozd¢leni méa ndhodna veli¢ina, kterd mlize nabyvat
hodnot vyssich nez spodni mez 0, t. zn. lezi v intervalu
® < x <, Ndhodna veli¢ina x ma tfiparametrové lognormalni rozd€leni, pokud ma nadhodna veli¢ina In(x - ®) normalni
rozdéleni N(p, 6%). Pro parametry polohy t¥iparametrového lognormalniho rozdéleni plati, Zze jsou o ©® vy3si nez
odpovidajici parametry dvouparametrového lognormalniho rozdéleni. Parametry rozptyleni, Sikmost a Spicatost jsou
shodné.



