Bodovy odhad parametrii polohy, rozptyleni a tvaru

A. Momentové miry polohy a rozptyleni

Miry polohy: Momentové miry polohy zahrnuji rizné druhy primérti, pomoci kterych miZzeme charakterizovat
centralni tendenci dat. Momentové miry polohy jsou jednoduché ¢iselné charakteristiky, které se vyc€isluji ze vSech
prvka vybéru.

Zéakladni momentovou charakteristikou polohy je aritmeticky priimér x, ktery je zaroveni maximalné
vérohodnym odhadem stfedni hodnoty E(x) normalniho rozdé¢leni. Pfedstavuje prvni obecny statisticky moment m 4
Z n prvki vybéru x,, x,, ..., x,, se vypoéte aritmeticky primér x dle vzorce
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Tento odhad ma rozptyl D(x) = o*/n, kde o*je rozptyl souboru, ze kterého vybér pochazi. Ma-li kazdy prvek x,
normalni rozdgleni s rozptylem ¢?(x;), 1ze pro odhad stiedni hodnoty odvodit vztah
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ktery se nazyva vdZeny aritmeticky primér s vahami [/6%(x). Rozptyl tohoto odhadu mé tvar
n

D(x,) = 1/ Z 1/ cz(xi). Obeé rovnice jsou pouZitelné pii znalosti rozptylii o%(x;) nebo jim odpovidajicich "vah"
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pro jednotlivé prvky vybéru.

Miry rozptyleni (variability): Momentové charakteristiky rozptyleni slouzi jako odhad variability zakladniho
souboru. Miry rozptyleni, které charakterizuji proménlivost vybéru v absolutni velikosti, tj. ve stejnych jednotkach
jako sledovany prvek, nazyvame mirami absolutniho rozptyleni (variability). Kdyz vSak srovnavame rozptyleni
vybérh lisicich se svoji Urovni, uzivame miry relativniho rozptyleni (variability). Jsou to bud’ bezrozmérna cisla,
nebo ¢isla vyjadiena v procentech.

Diilezité jsou takové miry rozptyleni, jejichz velikost je zavisla na velikostech vSech prvka vybéru. Mirou
rozptyleni, kterd mé¥i soudasné rozptyleni viech prvki kolem stiedni hodnoty se nazyva rozptyl 6% Je definovan
jako druhy centralni statisticky moment m,. Pro odhad rozptylu plati vztah
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Rozptyl tohoto odhadu je D(6%) = 26*/n. V praktickych situacich neni parametr stfedni hodnoty p zniam

a nahrazuje se aritmetickym primérem p = x. Takto definovany rozptyl &2 vSak predstavuje vychyleny odhad,
protoze E(6%) = K o kde K = (n - 1)/n. Jako nevychyleny odhad se uziva vybérovy rozptyl
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Z praktického hlediska je urcitou nevyhodou, Ze vyberovy rozptyl je vyjadien ve Ctvercich uzité jednotky. Proto se

za miru rozptyleni voli obvykle druhd odmocnina z rozptylu, oznacena jako smerodatna odchylka s = \/? Jeji
vyhodou je to, Ze je uvedena ve stejnych jednotkach jako zkoumany vybér.

Pro charakterizaci relativniho rozptyleni dat se uziva miry relativniho rozptyleni, nazvané variacni koeficient
0 = o/u nebo-li relativni smérodatna odchylka (Casto vyjadiend v procentech) se svym rozptylem

DE) =&+ & Qn+ 1)Q2n @ - 1)).
Jeho odhad § je roven & = s/x.



Miry tvaru: momentové charakteristiky tvaru poskytuji informace o tvaru rozdéleni. UZiva se Sikmost
(asymetrie) g, Cili tieti normovany centralni moment a Spicatost (exces) g €ili Ctvrty normovany centralni moment.
Pro normalni rozdéleni plati hodnoty g, =0 a g, = 3, pro rovhomémé g, =0 a g, = 1.8, pro Laplaceovog =0a g
= 6 a pro exponencidlnig, =2ag,=9.

Momentovy odhad sikmosti g, je vyjadien vztahem
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Stfedni hodnota pro vybéry normélniho rozdéleni je E(g,) = 0. Pro asymptoticky rozptyl tohoto odhadu plati
D@, = (n - 2)/[(n + D(n + 3)].

Momentovy odhad spicatosti g, je vyjadien vztahem
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Stfedni hodnota tohoto odhadu pro vybéry z normélniho rozdéleni je
E@E,) =3 -6/(n + 1).

Pro asymptoticky rozptyl tohoto odhadu plati vztah
D(gz) = 24dnmn-2)(m - 3)/[(n + 1)2 (n +3)(@m + 95)].

Pti stanoveni libovolného bodového odhadu parametru je tfeba urcit vzdy i jeho rozptyl. K docileni stejné
"ptesnosti" odhadu, vyjadiené jeho rozptylem, je tieba pii uziti méné efektivniho odhadu provést vétsi pocet méfeni
n. Napiiklad u dat pochéazejicich z normalniho rozdé€leni se musi pii pouziti medianu provést 1.6krat vice méteni
nez pii pouziti aritmetického primeéru, aby se docililo stejné ptesnosti odhadu. Naopak u dat pochézejicich
z Laplaceova rozdéleni se k odhadu parametru polohy pomoci aritmetického priméru x musi pouzit dvojnasobny
pocet méteni nez u medianu, aby bylo docileno stejné piesnosti odhadu.

B. Kvantilové a robustni miry polohy a rozptyleni

Kvantilové a robustni charakteristiky jsou méné¢ citlivé na vybocujici hodnoty nez momentové. Patii sem:

Modus, X, ktery je definovéan jako lokdlni maximum na hustoté pravdépodobnosti. V praxi se vyskytuji
vétSinou rozdéleni unimodalni, jejichz hustota pravdépodobnosti ma pouze jedno maximum. Modus je vzdy
robustni, neni citlivy na vybocujici méteni.

Kvantily (kvartily, decily, percentily). Vybérovy a-kvantil je hodnota, kterd rozdéluje vybér prvkii na dvé ¢asti,
jedna obsahuje 0% prvki, které jsou mensi (nebo stejné) nez tento kvantil, druha ¢ast (1-a1)% prvka, které jsou vétsi
(nebo stejné) nez kvantil. V ptipad¢ kvartilt jde o kvantily, které déli usporadané prvky ve vybéru na Ctyfi ¢asti,
pficemz kazda Cast obsahuje 25% prvki. Kvartily jsou celkem tii: dolni kvartil X ,,5 odd€luje ¢tvrtinu nejmensSich
prvki. Prostfedni kvartil se jmenuje medidn X sa rozdéluje vybér prvki na dvé stejné ¢asti, z nichZ kazda obsahuje
50% prvki. Jsou-li prvky vybéru setidény podle velikosti vzestupn€ x;, < X, < ... < X, (pofadkové statistiky), je
median pro 7 liche roven X 5 = xy,, kde k= (n + 1)/2 a pro n sude¢ roven X5 = [xy, + Xy.1)1/2 kde k= n/2. Median
patii mezi kvantilové odhady, které jsou robustni, tj. necitlivé na vybocujici hodnoty. Median je maximalné
vérohodnym odhadem polohy u Laplaceova (oboustranného exponencidlniho) rozdéleni a ma pro toto rozdéleni
minimalni rozptyl D, (X ) = 6%/2 n. Pro normélni rozdéleni viak jiz medidn nema nejmensi rozptyl. Kone&né

tietim kvartilem je horni kvartil X, -5, ktery odd€luje 75% mensich prvka od zbyvajicich 25% nejvétsich.
Obdobné jsou definovany decily Xy, X, ..., X o9, které déli vybeér na 10 stejné obsazenych casti, ve kterych je
stejna relativni Cetnost a centily X, X,, ..., X o, které deli vyber na 100 stejné obsazenych casti.



Z kvantilovych odhadl rozptyleni se pouziva interkvartilové rozpéti
R = (Y75 = Xoa5)5
kde X ;5 je odhad horniho kvartilu a ¥ ,;0dhad dolniho kvartilu. S vyuZitim R lze odhadnout smérodatnou
odchylku oy podle vztahu sg = 0.7413 R.
Jednim z nejefektivnéjsich robustnich a ptitom jednoduchych odhadt parametru polohy je uiezany priimér x(0),
vyuzivajici linedrni kombinace potadkovych statistik
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kde M= int (0 n/ 100). Parametr ¥ urcuje procento "ufezanych" poradkovych statistik na kazdém konci, nejvyssich

vétsiho poctu vybocujicich méteni se ufezava az na hodnotu U = 25%. Ufezany prumér se uziva s odhadem
smérodatné odchylky, uréené z winsorizované¢ho souctu ¢tvercti odchylek
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kde x (D) je winsorizovany primér, pro ktery plati definiéni vztah
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Pro nesymetrick4, zna¢né seSikmena rozdéleni je doporuéen nesymetricky urezany primeér x (9;, §,), pro ktery
plati

x(0,,0,) =

kde n, = int(0, n/ 100) a n, = n - int(V, n / 100). Pokud jsou hodnoty U, a U, zvoleny tak, Ze rozd€leni ufezaného
vybéru je jiz symetrické, lze urit rozptyl nesymetricky urezaného praméru x(0,, ¥,) vztahem

n,-1
2 1 = 2 x(
ST e U e X,,0,)) + i-%:n () — (0, 0,))° +

+(n - n, +1) (x(nz) - f(ﬁl,ﬁz)f - ((n, - 1) (x(nl) -

N )?(ﬁpﬁz))2 + (l’l N nz) (x(nz) - )?(ﬁpﬁz))z]

M-odhady jsou maximalné vérohodné odhady parametrii pro specidlné vybrana rozdéleni. Maximalizace
n x. —
vérohodnostni funkce podle parametru p,, zde vede k minimalizaci funkce Y o Ti T B
i=1 G
funkce p(«) urcuje vlastnost odhadu. Derivaci tohoto vztahu a upravou vyjde vyraz pro M-odhad stredni hodnoty
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kde statistickd vihaje w. = W J a W) - @. Mezi M-odhady pati viak i medidn a aritmeticky
u

prameér. Pro robustni M-odhady plati, ze vahova funkce W(u) musi byt ohrani¢ena. Protoze statisticka vaha w; je
funkei u,,, musi se vypocet provést iterativné a pocateéni hodnotou mulze byt aritmeticky primér. Mezi
doporucované vahové funkce W(u) patii bikvadraticka funkce typu
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kde konstanta 4.69 zajist'uje, ze pro normalné¢ rozdélena data bude asymptoticka efektivnost odhadu p,, rovna 0.95.
Doporucuje se pouzit i robustni M-odhad smérodatné odchylky dle vyrazu

Smo = J(;Vi[xi - nM]Z)/§Vi,
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kde V. = w| |A(

)| ,akde A(u) je odchylkova funkce, pro kterou plati
M
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Protoze robustni M-odhad [i,, pfedstavuje vlastné vazeny aritmeticky primér, je jeho rozptyl vyjadien vztahem

n
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Analyza jednorozmérného vybéru norm (ADSTAT)

(1) Odhady klasickych parametrii:

Odhad aritmetického primeéru x 10.012
Odhad rozptylu s? 5.2232E-03
Odhad smérodatné odchylky s 0.0723
Odhad sikmosti g, -0.04
Odhad $picatosti g, 3.08
Dolni mez 95.0% intervalu spolehlivosti L 9.998
Horni mez 95.0% intervalu spolehlivosti L, 10.026
(2) Odhady ostatnich parametrii:
Odhad modu x, 10.000
Odhad polosumy x, 10.011
(3) Robustni odhady parametri:
Median x,, 10.011
Odhad smérodatné odchylky medidnu s(%,,) 0.0780
Dolni mez 95.0% intervalu spolehlivosti L 9.991
Horni mez 95.0% intervalu spolehlivosti L, 10.031
Odhad 10%niho ufezaného praméru x(10%) 10.013
Odhad smérodatné odchylky s(10%) 0.0719
Odhad winsorizovaného praméru x(10%) 10.013
Odhad smérodatné odchylky s,(10%) 0.0648
Dolni mez 95.0% intervalu spolehlivosti L 9.998
Horni mez 95.0% intervalu spolehlivosti L, 10.027
Odhad 40%niho ufezané¢ho prameéru x(40%) 10.011
Odhad smérodatné odchylky s(40%) 0.0726
Odhad winsorizovaného primeéru x(40%) 10.013
Odhad smérodatné odchylky s,,(40%) 0.0316
Dolni mez 95.0% intervalu spolehlivosti L 9.996
Horni mez 95.0% intervalu spolehlivosti L, 10.026
Odhad M-odhadu stfedni hodnoty g, 10.012
Odhad smérodatné odchylky s,, 0.0719
Dolni mez 95.0% intervalu spolehlivosti L 9.997
Horni mez 95.0% intervalu spolehlivosti L, 10.027
(4) Hoggovy adaptivni odhady parametri:
Hoggtlv primér g, 10.012
Odhad smérodatné odchylky s, 0.0716
Dolni mez 95.0% intervalu spolehlivosti L 9.998

Horni mez 95.0% intervalu spolehlivosti L, 10.027




