Vzorova tloha 2.2: Prizkumova analyza velkého vybéru
Na tloze B2.04 Kontrola obsahu ergosterinu v calciferolu ukézeme postup prizkumové analyzy
dat. Pti vyrobé¢ calciferolu se provadi kontrola meziproduktu 3,5 DNB esteru calciferolu metodou
HPLC. Sleduje se také obsah piitomného ergosterinu jako necistoty, jehoz stfedni hodnota by
neméla ptresahnout 0.4%. Metodou prizkumové analyzy dat vySetfete, zda jsou splnény
pozadavky, kladené na ndhodny vybér a zda je splnén 1 pozadavek Cistoty calciferolu. Urcete typ
rozdéleni. Které diagnostiky shodné indikuji vybocujici hodnoty? Jak velké procento hodnot
dosahuje obsahu 0.4%? Zkonstruujte barierové-Cislicové schéma formou sedmi-pismenového
zéapisu vyberu.
Reseni:
1. Zkoumani zvlastnosti dat: grafické diagnostiky indikuji vedle stupné symetrie a Spica-tosti
rozdéleni také odlehlé body.

(a) Odhaleni stupné symetrie a Spicatosti rozdéleni. celkem 12 grafickych diagnostik indikuje
symetrii a Spicatost rozdéleni s témito zavery:
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Obr. 2.20g Kvantil-kvantilovy (Q-Q) graf
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1. Kvantilovy graf (obr. 2.20a): je patrny velky rozdil mezi symetrickym Gaussovym a
empirickym rozdélenim. Tvar kiivky je charakteristicky pro asymetrické rozdéleni, silné
seSikmené k vys$§im hodnotdm.

2. Diagram rozptyleni a rozmitnuty diagram rozptyleni (obr. 2.20b): ukazuje na 4 odlehl¢ body
v horni ¢asti diagramu a 1 odlehly bod v dolni ¢4sti diagramu.

3. Vrubovy krabicovy graf (obr. 2.20c): v horni ¢asti je detekovéano 6 odlehlych bodi. Krabice
je rozdélena na dvé ¢asti medianem.

4. Graf polosum (obr. 2.20d). indikuje velkou ¢ast bodi jako vybocujicich ze symetrického
rozdéleni. Body, lezici na medianové rovnobézce s x-ovou osou jsou ze symetrického
rozd¢€leni, ostatni nikoliv.

5. Graf symetrie (obr. 2.20e): indikuje valnou ¢ast bodi jako vybocujicich ze symetrického
rozdéleni nebo patiicich do asymetrického rozdéleni.

6. Graf spicatosti (obr. 2.20f): vétsina bodl nelezi na rovnobéZzce s x-ovou osou pro symetrické
rozdéleni, a proto jde o rozdéleni asymetrické.

7. Kvantil-kvantilovy (Q-Q) graf (obr. 2.20g): jelikoz vétSina bodl nelezi na pfimce jde o
asymetrické rozdéleni.

8. Graf rozptyleni s kvantily (obr. 2.20h): asymetrie kvantilovych obdélnikl obdélnikli dokazuje
siln€ asymetrické rozdéleni. Body leZici vné sedecilového obdélnika indikuje tato pomticka
jako odlehlé.

9. Histogram (obr. 2.20i): zieteln¢ ukazuje na asymetrické rozdéleni seSikmené k vysSim
hodnotam.

10. Jadrovy odhad hustoty pravdépodobnosti (obr. 2.20j): ve srovnani s Gaussovym rozdélenim
je patrné silné seSikmeni k vys$S§im hodnotdm. Empirickou kiivku nelze aproximovat
symetrickym Gaussovym rozdélenim.

11. Pravdépodobnostni P-P graf (obr. 2.20k): empirickd kiivka nesouhlasi s zadnou kiivkou
symetrického rozdéleni (norm., rovhomérn. a Laplaceova). Rozdéleni je asymetrické.

12. Kruhovy graf (obr. 2.201): tvar elipsy dokazuje silné¢ asymetrické rozdeleni seSikmené k
vy$§im hodnotam.

Kvantily a pismenové hodnoty Ulohy B2.04 (ADSTAT)
Kvantily a pismenové hodnoty:
Procento Kvantil Procento Kvantil
5 1.0000E-04 10 3.2300E-02
15 4.3900E-02 20 5.4800E-02



25 6.8250E-02 30

35 9.4300E-02 40

45 1.3000E-01 50

55 1.5000E-01 60

65 1.8230E-01 70

75 2.3175E-01 80

85 3.1910E-01 90

95 4.7800E-01
Pismenové hodnoty:
Kvantil Pismeno Pravdépodobnost Spodni mez L
Sedecil D 0.0625 1.0000E-04
Oktil E 0.1250 3.6750E-02
Kvartil F 0.2500 6.8250E-02
Median M 0.5000 1.4000E-01
Kvantilové miry:
Kvantil F (0.25) E (0.125)
Rozpéti R, 1.6350E-01 2.8387E-01
Polosuma Z, 1.5000E-01 1.7869E-01
Délka konct 7} 0.0000E+00 5.5172E-01
Sikmost S, 1.1443E-01 5.8392E-02
PseudoSigma G, 1.2129E-01 1.2342E-01

7.6700E-02
1.1520E-01
1.4000E-01
1.5820E-01
2.0100E-01
2.9440E-01
3.3430E-01

Horni mez L,
4.3500E-01
3.2062E-01
2.3175E-01
1.4000E-01

D(0.0625)
4.3490E-01
2.1755E-01
9.7830E-01
-4.8843E-03
1.4212E-01

Kvantily a pismenové hodnoty umoziji posoudit jednak symetrii vybérového rozdéleni a jednak
procento prvkl ve vybéru. Pro procento 45 je kvantil 0.1300, coz znamena, ze pod hodnotou
0.1300 lezi 45% a nad ni 55% prvki vybéru. Pismenové hodnoty a kvantilové miry umoziuji
sestrojeni graficko-tabeldarniho schéma pismenove-cislicového zdpisu vybéru ¢i sumarizace dat.
Lisici se hodnoty kvantilovych polosum (kvartilové, oktilové, sedecilové) indikuji asymetrické
rozdeleni, v ptipadé symetrického rozdéleni by totiz vSechny polosumy dosahovaly stejné

hodnoty.

Sedmi-pismenovy zapis vybéru:

Dol.ni (Polosuma) Horpi
kvantil L, kvantil L,
Median M 0.1400 Rozpéti R,
Kvartil F | 0.06825 (0.1500) 0.23175 | 0.16350
Oktil £ | 0.03675 (0.17869) 0.32062 | 0.28387
Sedecil D | 0.0001  (0.21755) 0.43500 | 0.43490

(b) Indikace lokalni koncentrace dat a rozdéleni vybéru: rozdéleni je asymetrické, s dlouhym
hornim koncem s vétsi koncentraci bodli ve spodni ¢asti hodnot. Z analyzy kvantil-kvantilového
Q-Q grafu vyplyva, Ze nejvyssi hodnoty korela¢niho koeficientu je dosazeno predev§im pro
exponencialni rozdéleni. Vybérové rozdéleni je zde aproximovano exponencialnim.



Linearita v kvantil-kvantilovém grafu Ulohy B2.04 (ADSTAT)
Linearita kvantil-kvantilovém (Q-Q) grafu y =f,+ f, x:

Rozdéleni Smérnice £, Usek 3, Korelacni koeficient r,,
Laplaceovo 0.11077 0.17671 0.92263
Normalni 0.14976 0.17671 0.92054
Exponencialni 0.16708 0.01259 0.98963
Rovnomérné 0.48940 -0.06799 0.89212
Lognormalni 0.09055 0.03413 0.96956

(¢) Nalezeni vybocujicich prvkii ve vyberu: z grafickych diagnostik priizkumové (explo-ratorni)
analyzy vybéru byly nalezeny 3 az 6 podezielych bodi, které¢ by mohly byt chépany v
symetrickém rozdé¢leni jako odlehlé. Jelikoz vSak jde o asymetrické rozdéleni exponencialni,
nema smyslu zde indikovat odlehlé body.

2. Ovéreni piredpokladu o datech: Reprezentativni nahodny vybér je charakterizovan tiemi
dilezitymi ptedpoklady, které je tieba pted vlastni analyzou ovéfit. Jsou to nezavislost,
homogenita a pfipadna normalita vybéru.

(a) Overeni normality rozdeéleni: Na ptredpokladu normality je zaloZena celd statisticka
analyza dat. Test kombinace vybérové Sikmosti a Spicatosti ukazal, Ze normalita vybérového
rozdéleni je zamitnuta.

(b) Ovéreni nezavislosti prvku vyberu: K identifikaci ¢asové zavislosti prvki vybéru nebo
zavislosti souvisejici s poradim jednotlivych méfeni se testuje vyznamnost autokorelacniho
koeficientu prvniho fadu podle von Neumannova testovaciho kritéria. U analyzovaného vybéru
byla nezavislost prvkl ve vybéru prokazana.

(c) Overeni homogenity rozdeleni vybéru: Homogenni vybér znamena, ze vSechny jeho prvky
pochézeji ze stejného rozdéleni s konstantnim rozptylem. Vybocujici méteni silné zkresluji
odhady polohy a zejména rozptylu s*, takze zcela znehodnocuji dalsi statistickou analyzu.
Testovani vybocujicich méteni bez doplikovych informaci prizkumové analyzy dat je malo
spolehlivé. Kritérium vnitinich mezi urcilo 2 odlehl¢ body, a to bod ¢. 14 a 23. Doplnénim
informaci z prizkumové analyzy lze identifikovat exponencialni rozdéleni vybéru, které jiz
odlehlé body mit nebude, takZe toto vylouceni dvou bodli nema statisticky smysl.

(d) Urceni minimadlniho rozsahu vyberu: Uvazujeme-li 25% relativni chybu sméro-datné
odchylky, bude minimalni rozsah vybéru n = 18, pro 10% relativni chybu smérodatné odchylky
pak n =110 a pro 5% relativni chybu smérodatné odchylky bude n = 437.

Zakladni predpoklady vybéru Ulohy B2.04 (ADSTAT)

(a) Odhady klasickych parametrii:

Odhad aritmetického praméru x: 0.177
Odhad rozptylu s’: 2.536E-02
Odhad smérodatné odchylky s: 0.159
Odhad sikmosti ¢,: 1.54
Odhad $picatosti ¢,: 5.36

(b) Test normality: tabulkovy kvantil ¥, (2): 5.992
Odhad .., statistiky: 35.87

Zavér: Predpoklad normality zamitnut na spoctené hladin€ vyznamnosti a = 1.6254E-08
(c) Test nezavislosti: tabulkovy kvantil ¢, , ,(n+1): 2.0141



Odhad von Neumannovy statistiky 7,: 0.4049
Zavér: Predpoklad nezavislosti pfijat na spoctené hladin€ vyznamnosti o = 0.3437
(d) Detekce odlehlych hodnotami: metodou modifikované vnitini hradby

Dolni vnitini hradba B,;: -0.3054
Horni vnitini hradba B,;: 0.6800
Zavér: Ve vybéru jsou 2 odlehlé hodnoty.
Bod ¢islo 14 (horni): 0.6700
Bod ¢islo 23 (horni): 0.6800
Odhady parametri s vynechanymi odlehlymi hodnotami:
Odhad aritmetického priméru x: 0.153
Odhad rozptylu s’: 1.391E-02
Odhad smérodatné odchylky s: 0.118
Odhad Sikmosti g,: 0.89
Odhad Spicatosti ¢,: 3.40

3. Transformace dat: Jelikoz se na zékladé priazkumové analyzy dat zjistilo, ze rozd€leni vybéru
dat se systematicky odliSuje od rozdéleni normalniho, vyvstava zde problém, jak data viibec
vyhodnotit. V takovém ptipad¢ je vhodné transformace dat, kterd vede ke stabilizaci rozptylu,
zesymetri¢téni rozdéleni a v piipadé Box-Coxovy transformace i k normalité.

(a) Mocninna transformace: Zesymetri¢téni rozdéleni vybéru je mozné provést uzitim
jednoduché (prosté) mocninné transformace, ktera sice nezachovava méfitko, neni vzhledem
k hodnoté A vSude spojita a hodi se pouze pro kladna data.

Pro odhad exponentu A se hledaji optimélni hodnoty charakteristik asymetrie (Sikmosti) a
Spicatosti. K ur¢eni optimalniho A lze ale také uZzit orientacni grafické metody, selek¢niho grafu
dle Hinese a Hinesové, obr. 2.21a. Podle umisténi experimentalnich bodii v okoli teoretickych

kiivek selekéniho grafu byla odhadnuta velikost A = 0.5.
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Obr. 2.21a Hinestv-Hinesové selekéni graf pro vybér Obr. 2.21b Graf logaritmu vérohodnostni funkce na A pro
exponencialniho rozdéleni, ADSTAT vybér z exponencialniho rozdéleni, ADSTAT

(b) Box-Coxova transformace: Pro pfiblizeni rozdéleni vybéru k rozdéleni normalnimu
vzhledem k Sikmosti a SpiCatosti se uziva Boxovy-Coxovy transformace. Pro odhad parametru



A v Boxoveé-Coxove transformaci lze uzit metodu maximalni vérohodnosti (obr. 2.21b) s tim, ze
pro X A je rozdelem transformovane veliiny y nejbhze normalnimu, N(i,, 6(y)).
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Obr. 2.22a Q-Q graf pivodnich dat, ADSTAT Obr. 2.22b Q-Q graf dat po Box-Coxové

transformaci, ADSTAT
Priibéh vérohodnostni funkce In L = f(A) 1ze znazornit ve zvoleném intervalu napt. -3 <A <3 a
identifikovat maximum kiivky v grafu vérohodnostni funkce tak, ze x-ova souradnice indikuje
odhad A. Dva prise¢iky kiivky In L(X) s rovnobé&zkou s x-ovou osou indikuji 100(1-a)%ni
interval spolehlivosti parametru A, tj. (A, A,y . JelikoZ tento interval spolehlivosti neobsahuje
¢islo +1, je mocninna a Boxova-Coxova transformace ze statistick¢ého hlediska vyhodna a ma
smyl ji uzivat.

Zpétnd transformace: Po vhodné transformaci uréime y , s2(y) a potom pomoci zp&tné
transformace s vyuzitim Taylorova rozvoje v okoli y = 0.35465 odhadneme retransformované
parametry x, = 0.14318 a s*; = 0.020931 piivodnich dat. Uvedeny postup vede vesmés k lepsim
odhadiim polohy a rozptylu a je vhodny zvlast¢ v ptipadech takového asymetrického
(exponenciélniho) rozdéleni vybéru.

Zaver: Vybér pochdzi z exponenciadlniho rozdéleni, a proto nejlepsi odhad stfedni hodnoty
ziskame transformaci dat, a to x, = 0.143 a smérodatnou odchylku s = 0.145. Kone¢né 95%ni

interval spolehlivosti bude L, =0.102 a L, = 0.190.



