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PRUZKUMOVA ANALYZA JEDNOROZMERNYCH DAT

Experimentalni data se v analytické labotatdasto vyznauji nekonstantnim rozptylem, malogetnosti,
asymetrickym rozélenim a porusenim zakladnictedpoklad, kladenych na vyér. Uved'me nejprve 3 etapy obecné
osnovy analyzy vyéru dat.

A. V prizkumové analyze dat se vyBaf statistické zviadtnosti dat, jako je lokalni koncentrace dat, tvarové
zvlastnosti rozéleni dat a pitomnost podezlych hodnot. Odhali se také anomélie a odchylky &erd vybsru od
typického rozdleni, obyejné normalniho¢i Gaussova. Interaktivni statisticka analyza n&ifasi tento postup
ulehtuje, tSina statistického software nabizidu diagnostickych grafa diagranmi. Pokud je rozdleni dat
nevhodné pro standardni statistickou analyzu &Simou je asymetricke), provadi se nejprve vhodna transforima
Uprava dat. Pokud bylo indikovano seSikmené &ezd nebo rozéleni s dlouhymi konci, pomocnikem je mocninna
a Boxova-Coxova transformace. Transformace je vhodedqvSim pi asymetrii rozéleni pivodnich dat, ale také
pii nekonstantnosti rozptylu.

B. Pro gipad rutinnich nsfeni se o¥ti zakladni predpokiady, kladené na vyér, jako jsou nezavislost prik
homogenita vykru, dostatény rozsah vydru a rozaleni vyliru. Jsou-li zagry tohoto kroku optimistické, nasleduje
vyc¢isleni klasickych odhadpolohy a rozptyleni, tj. okejré aritmetického piméru a rozptylu. Déle se sli
intervaly spolehlivosti, nasledované testovanim statistickych hypotéz. V pesimisti¢igaEmasleduje dalSi pokus
o Upravu dat.

C. V konfirmatorni analyze je nabizena paleta ré&gfich odhad polohy, rozptyleni a tvaru, jez Ize rodid do
dvou skupin: n&lasické odhady a narobustni odhady (necitlivé na odlehlé prvky vydsu, resp. dalSifedpoklady
o datech). Z nabidky odh&gbarameti vybira uzivatel uvazlig ty, jez maji statisticky smysl a odpovidaji 2ém
prizkumové analyzy dat a ékeni gredpoklad o vybéru.

Postup statistické analyzy jednorozmych dat *°, provéghé v interaktivnim rezimu na gtaci Ize shrnout

do bloki operaci, i kdyZ Ize jednotlivé operace pro¥tsamostatét operace A, operace B, operace A+B, operace
B+C a koneéné vSechny operace A+B+C.

Prehled operaci analyzy jednorozmernych dat

A. Pruzkumova (exploratorni) analyza dat (EDA):
Odhaleni stuphisymetrie a Sgatosti vylEroveho rozdlenti;
Indikace lokalni koncentrace v§tu dat;
Nalezeni vybeujicich a podeilych prvii ve vyteru;
Porovnani vybrového rozdleni dat s typickymi rozélenimi;
Mocninna transformace vghu dat;
Box-Coxova transformace vgtu dat.

B. Ovéreni predpoklada o datech:
Owereni nezavislosti prvk vybéru dat;
Owereni homogenity rozseni vyberu dat;
Urceni minimalniho rozsahu vgtu dat;
Owereni normality rozdleni vyleru dat.

C. Konfirmatorni analyza dat (CDA) - odhady parametru (polohy, rozptyleni a tvaru)
1. Klasické odhady (bodové a intervalové) exip dat;
2. Robustni odhady (bodové a intervalové) argbdat.




Vzorova uloha 2.1 Analyza dat normalniho a log.-normalniho rozdeleni

Analyza simulovanych dat vybéru, pochézejiciho z (a) rozdéleni normaniho norm N(10, 0.1) a z (b) rozdéleni
logaritmicko-normalniho log L(5, 2).

Data:

(a) Vybér norm:

10.0010 9.9290 10.0370 9.9490 10.1850 9.9590 10.0630 9.8790 10.0500 9.8460

10.0370 10.0110 99310 9.9870 9.9550  10.0130 10.0020 10.1150 10.0250

(b) Vyber log:
2.408 5.389 2.259 2.439 2.173 1.157 0.892 0.498 0.351 1.229

2.816 0.666 4.972 0.451 1.316 3.241 0.316 2.200 8.291 0.815

ReSeni: u jednotlivych diagnostickych diagrami a grafti budou uvedeny vzdy dvé ukézky, jednak pro vyber ze
symetrického norméniho rozdéleni norm N(10, 0.1) ajednak pro vybeér z asymetrického logaritmicko-
norméniho rozdgleni log L(5, 2). Ctendt maZe porovnat, jak jednotlivé diagnostické pomicky monitoruji
symetrické a silné asymetrické rozdélen.

2.1 Priazkumova (explorator ni) analyza dat EDA

Prvnim krokem v analyze jednorozmernych dat je prazkumova ¢ili exploratorni analyza. Vychéazi se z porfadkovych
statistik vybeéru tj. z prvkii vybéru, usporadanych vzestupné X,y < X, =< ... < X,. Plati, Ze stredni hodnota i-té
poradkové statigtiky E(x;) je rovna 100P; procentnimu kvantilu vybéroveho rozdéleni Q(P,) a symbol P, ~i/(n + 1)
oznacuje poradovou pravdépodobnost. Pripomerime, Ze 100P; procentni vyberovy kvantil je hodnota, pod kterou
lezi 100P; procent prvki vybeéru. Vynesenim hodnot X, proti P, i = 1, ..., n, se ziska hruby odhad kvantilove funkce
Q(P). Tajeinverzni k funkci distribucni F(x) a charakterizuje jednoznatné rozdeleni vyberu.
Pro libovolnou hodnotu o z intervalu [0, 1] 1ze vy¢idlit 100a%oni kvantil X pomoci linearni interpolace

o [

X, = (n+1) (0( - m] Koy = X)) * X
i i+ 1
< o <
n+1 n+1

kde pro index i musi byt spinéna nerovnost . Pro rozptyl kvantilu X , uréeného z vybéru

velikodti n, plati vztah D(X ) %, kdef(X ) je vyberova hodnota hustoty pravdépodobnosti v bode X .
n [f(X
V priizkumové analyze se ¢asto pouziva specidnich kvantilz L pro poradové pravdépodobnosti P, = 27, i = 1,
2, ..., které se také nazyvaji pismenove hodnoty.
i i-ty kvantil Fjofadové Pismenova
pravdépodobnost P, hodnota L
1 Median 21=1/2 M
2 Kvartily 22=1/4 F
3 Oktily 2%=1/8 E
4 Sedecily 24=1/16 D

Symbol Us. oznatuje kvantil normovaného norméniho rozdéleni N(O, 1). Kromé medianu (i = 1) existuji pro kazdé
i > 1 dvojice kvantilt, ato dolni a horni pismenova hodnota L aL,,. Dolni pismenova hodnota je pro poifadovou
pravdépodobnost P, = 27, zatimco horni jepro P, = 1- 2°.



Pro odhad pismenovych hodnot Ize pouzit jednoducheé techniky poradi a hloubek. Poradkova statistika x;, ma
rostouci poradi Re = j a klesajici poradi Ke. = n+ 1-i. Hioubka H; je pak meni ¢islo z obou poradi

H. = min(R,, K;). Pro hloubku medianu plati H,, = n- 1. Pokud je tato hloubka celé ¢ido, je median

X5 = M = Xy VY opacném pripadé se provadi linearni interpolace Mezi X, a Xy.q). Hloubky dolnich
pismennych hodr“fotjsou H = [1+int (H_)]/2, kdeL jsouindexy F, E, D aint(x) znaci celociselnou ¢ast ¢ida
x. Pokud jeL = F, bereseL - 1 =M. Jestlize je H_celé ¢islo, bude dolni kvantil L, = X, , ahorni kvantil Ly = X,
H)" Je-li H, ¢islo necelé, provédi se lineérni interpolace podle vztahi
L - Xty Kint(H )1 alL, - Xoe1-intH) F Xn+27int(H|_).
2 2

Tento postup se pro mensihodnoty H,, kdy jsou kvantily blizko hodnot X, a X, povazuje za robustngjsi. Pocet
pismenovych hodnot zavisi na rozsahu vybéru. Pro velikost vybéru n Ize ur¢it n, pismenovych hodnot veetne
medianu. Plati, ze n, =~ 144 In(n + 1).

X §36|37]45152|56|58 66,68 ([75]90]100

@ TR LJ®T LA
M|H, M (b) n=11
E HF——D. E):)__FH-—BF
E HE ED-_E) HEEd M S8
DIH 1D, (PID,R,] F 35|485 (60) 71.5[/23
o eee ves ves .on .o E 2 37 (635) 90 53
1] X (R X ] R | 1 |36 (68) 100 | 64

Obr. 2.1 Graficko-tabd &ni schéma sumarizace dat: (&) obecné schéma pismenove-¢idicového zapisu vybgru, (b) sedmipismenovy
zapisvybsru {36, 37, 45, 52, 56, 58, 66, 68, 75, 90, 100} .

Mezi zakladni statistické zvlagnosti rozdéleni dat patii symetrie vybérového rozdeéleni a jeho relativni délky
konci ve srovnani s normalnim rozdélenim. K vyjadieni symetrie a Spicatosti v riznych vzddenostech od medianu
se uzivgji jednoduché funkeni charakteristiky, zaloZzené na pismenovych hodnotéch. Ze vztahu pro délku konca T,
v nasleduijici tabulce Ize snadno ur¢it jejich teoretické velikosti pro vybrand symetricka rozdéleni, ato (Tg, Tp)
hodnoty: normalni rozdeleni (0.534; 0.822), rovnomeérné rozdeleni (0.405; 0.559) a Laplaceovo rozdeéleni (0.693;
1.098).

Pro rozdéleni seSkmena k vy$Sm hodnotém jsou hodnoty Skmosti § zaporné, pii seSikmeni k nizSim hodnotam
jsou kladné (viz tabulka Charakteristik Skmosti a Spicatosti vybérového rozdéleni). Pro rozdeleni s delSimi konci
nez ma normalni rozdéleni rostou hodnoty pseudosigmy G, se vzdaenosti od medianu. Kdyz hodnoty G, klesaji
s rostouci vzddenosti od medianu, ma vybérové rozdeéleni kratSi konce nez normani. K posouzeni statistickych
zvlagnosti dat se pouziva raznych grafd, vyuzivgjicich charakteristik z tabulky. Pro vétSi vybery se v grafech
znézoriiuji pouze funkce pismenovych hodnot, zatimco pro menSivybeéry se vyuzivavsech kvantili X p = Xq) Oby&eing
pri volbe P, = [i - 0.333]/[n + 0.333].

Charakteristiky Skmosti a Spicatosti vybérového rozdeleni

Nazev Definice Charakterizuje Plati proL
Polosuma Z; 05(L,+ Ly symetrii pti Z, =0 F,ED,..
Rozpati R, (Ly-Lp) rozptyleni F.ED,..
Sikmost §. M-Z)/R symetrii pii § =0 F,ED,..
Pseudosigma’ G, R/ (-2up) pigatost (Gaussovo G, = konst.) F,ED,..
Délky konci T, In(R /Ry Spigatost E D

*) Up, je kvantil standardizovaného norméniho rozdslent pro P = 2.



Diagram rozptyleni (osax: hodnoty x, osay: libovolna troven, napi. y = 0). Predstavuje jednorozmernou projekci
kvantilového grafu do osy x. | pii své jednoduchosti ukazuje na lokani koncentrace dat a indikuje podeziela

avybocujici meéreni.

Diagramy rozptyleni - . - narm

* F . . “
. . .: * "i“} ." o . .:‘ "ll
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* +* nE, ., o os . "
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Diagrary rozptéleni - .- log

Obr. 2.2 Diagram rozptyleni arozmitnuty diagram rozptyleni pro vybery (shora dolu): (a) norm, symetrického (Gaussova,

normalniho) a (b) log, asymetrického (logaritmicko-normalniho) rozdéleni, ADSTAT

Rozmitnuty diagram rozptyleni (osax: hodnoty x, osay: interval nahodnych ¢isel). Diagram piedstavuje rovnez
projekci kvantilového grafu, body jsou vSak pro lepsi piehlednost vhodne rozmitnuté.
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Obr. 2.3 Rozmitnuty diagram rozptyleni pro vybéry: (a) norm, symetrického (Gaussova, normalniho) a (b) log,
asymetrického (logaritmicko-normalniho) rozdsleni, NCSS2000

Diagram percentila (osax: proménng, osay: percentily).

Diagram zobrazuje vybrané percentily. Jsou to obvykle intervaly 0-2, 2-5, 5-10, 10-15, 15-25, 25-35, 35-45, 45-55,
55-65, 65-75, 75-85, 85-90, 90-95, 95-99, 99-100. Z vysedného obrazce |ze usoudit na symetrii rozdeleni nebo na

jeho tvar.
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Obr. 2.4 Diagram nekterych percentild pro vybéry: (a) norm, symetrického (Gaussova, normaniho) a (b) Iog

asymetrického (logaritmicko-normalniho) rozdsleni, NCSS2000



Houdovy diagram (osax: ndzev vybéru promenné, osay: percentily, hodnoty promenné). Diagram je kombinaci
krabicového grafu a dvou vertikdnich, zrcadlove k sobe zobrazenych grafi hustoty. Jeden graf hustoty roste smérem
doprava a druhy doleva. Diagram zobrazuje piky a udoli stgjné jako graf hustoty pravdépodobnosti. Median je
zobrazen ¢ernym koleckem a zacatek akonec Usecky zobrazuje dolni a horni kvantil. Houslovy diagram se jmenuje
dle pripomingjiciho tvaru houdi. Norméni rozdeleni se projevi v symetrickém tvaru houdli zatimco log.-normalni
v silné asymetrickém tvaru.

10.24 Violin Plot

14,0

10.14 B
9,3

Amount
Amount

9.94 4,79

0,0

aRr

T
log
Variables

Obr. 2.5 Houslovy diagram pro vybery: (@) norm, symetrického (Gaussova, normaniho) a (b) log, asymetrického
(logaritmicko-normalniho) rozdgleni, NCSS2000

K rabicovy graf (osax: Umérné hodnotam x, osay: interval imeérny hodnoté 4/n). Pro &éstednou sumarizaci dat Ize
vyuzit krabicového grafu, ktery umoziuje znazorneni robustnino odhadu polohy, medianu M, dée posouzeni symet-
rie v okoli kvartila, posouzeni symetrie u konci rozdéleni, a kone¢né identifikaci odlehlych dat. Krabicovy graf je
obdélnik o déce R: = F,, - F,, s vhodng zvolenou Sitkou, ktera je im&rné hodnoté 4/n.

V misté medianu M je vertikalni ¢ara. Od obou protilehlych stran tohoto obdélniku pokracuji Usecky. Ty jsou
ukonceny vnit/nimi hradbami B,,, By, pro které plati

B, = F, + 16R., B, = F, - 15R_.

Prvky vybéru, lezici mimo interval vnitinich hradeb [B,,, Bp,] jsou povazovany za podezielé, obvykle vybocujici
body, v grafu jsou zndzornény krouzky.

Krabicowy graf- . - norm Krabicow graf- . - log

5.0 9.0 1000 1040 10,20 o 2 4 6 8 10 12 14

Obr. 2.7 Vrubovy krabicovy graf pro vybery: (a) norm, symetrického (Gaussova, normalniho) a (b) log, asymetrického
(logaritmicko-normalniho) rozdéleni, ADSTAT

Vrubovy krabicovy graf (osax: imérna hodnotam x, osay: interval imérny hodnotg 4/n). Obdobou krabicového
grafu je vrubovy krabicovy graf, ktery umoziiuje také posouzeni variability medidnu. Taje totiz vyjadiena dolni a
horni mezi intervalu spolehlivosti medianu, |, <M < 1,,, ktery byva zndzornén v okoli medianu bilym prouzkem.



Graf polosum (osax: poradkove statistiky X, 0say: Z, = 0.5 (X, 1. + Xi))-
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Obr. 2.8 Graf polosum pro vybery: (a) norm, symetrického (Gaussova, normalniho) a (b) log, asymetrického (logaritmicko-

normalniho) rozdsleni, ADSTAT

Pro symetrickeé rozdéleni je grafem polosum horizonténi primka, uréenarovnici y = M. U tohoto grafu je dalezité,

w7

Ze zde body osciluji okolo horizontélni primky a vykazuji tak ndhodny shluk (mrak) a metitko y-noveé osy je silng
detailni. Naopak asymetrické rozdeleni vykazuje nendhodny trend a body pak neosciluji okolo horizontani piimky

ameritko y-nové osy neni detailni.

Graf symetrie (0sax: M - X, 052Y: X, - M). Symetricka rozdgleni jsou charakterizovana ptimkou y = . Pro
asymetrické rozdéleni tato primka nemanulovou smérnici av tomto grafu smeérnice je odhadem parametru Skmosti.
Asymetrickeé rozdeleni vykazuje body usporadané v trendu nejaké kiivky.
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Obr. 2.9 Graf symetrie pro vybery: (a) norm, symetrického (Gaussova, normalniho) a (b) log, asymetrického (logaritmicko-
normalniho) rozdsleni, ADSTAT
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Obr. 2.11 Graf Spicatosti pro vybeéry: (a) norm, symetrického (Gaussova, normdniho) a (b) log, asymetrického

(logaritmicko-normalniho) rozdéleni, ADSTAT



Kvantilovy graf (osa x: pofadova pravdépodobnost P, osa y. poradkova statistika x;,). Umoziuje prehledné
znézornit data a snadnéji rozlisit tvar rozdéleni, které maze byt symetrické, seSikmené k vySSim nebo nizSim hod-
notdm. Ke snadnéjSimu porovnani s normalnim rozdélenim se do tohoto grafu zakreduji i kvantilové funkce nor-
malniho rozdéleni, Np = 1 + & Up,pro0 < Pi < 1:

(1) Klasickych odhadi: parametri polohy arozptyleni, tj. aritmetického praméru a smérodatné odchylky il = x a &
=s adde
(2) robustnich odhadi, tj. medianu M, Il =M a 6 = R-/1.349, kde R- = F, - F jeinterkvartilove rozpéti.
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Obr. 2.6 Kvantilovy graf (robustni --- aklasicky ...) pro vybéry: (a) norm, symetrického (Gaussova, normalniho) a (b) log,
asymetrického (logaritmicko-normalniho) rozdsleni, ADSTAT

Graf rozptyleni s kvantily (osa x: P, osay: ;). Zakladem je odhad kvantilové funkce vyberu, ktery se ziska
spojenim bodd { X, P} linearnimi Useky. Pro symetricka rozdéleni ma kvantilova funkce sigmoidalni tvar. Pro
rozdéleni seSikmena k vysSim hodnotédm je konvexné rostouci a pro rozdéleni seSikmena k nizSim hodnotam
konkavné rostouci.
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Obr. 2.12 Graf rozptyleni s kvantily pro vybery: (a) norm, symetrického (Gaussova, normalniho) a (b) log, asymetrického
(logaritmicko-normalniho) rozdéleni, ADSTAT

Do grafu se zakreduji tii pomocné kvantilové obdélniky:

(@) Kvartilovy obdéinik F: nay ose kvartily F, aF,, a na ose x poradové pravdépodobnosti P, = 22=0.25a1 -
22=0.75.

(b) Oktilovy obdéinik E: nay ose oktily E, a E,, a na ose x poradové pravdépodobnosti P, = 2°=0.125a1 -
23 =0.875.

(c) Sedecilovy obdélnik D: nay ose sedecily D, D, a nax ose poradové pravdépo-dobnosti P, = 2* = 0.0625
al-2*=0.9375.
Graf rozptyleni s kvantily poskytuje nésledujici zavery vySetieni dat:

1. Symetrické unimodalni rozdéleni vyberu obsahuje obdélniky symetricky uvniti sebe.

2. Nesymetricka rozdéleni maji pro rozdéleni seSikmené k vy$Sm hodnotdm vzdéle-nosti mezi dolnimi hranami
obdélnika F, E aD vyrazne kratSinez mezi jgich hornimi.



3. Odlehla pozorovani jsou indikovana tim, Ze na kvantilové funkci mimo obdélnik D se objevi nahly vzrast, kdy
hodnota smérnice roste prakticky nade vsechny meze.

4. Vicemodal ni rozdéleni jsou indikovanatim, Ze na kvantilove funkci uvniti obdéniku F je nekolik Useku s témer
nulovymi smeérnicemi.

Histogram (osax: proménnax, osay. umerna hustoté pravdépodobnosti). Jde o obrys sloupcového grafu, kde jsou
naose x jednotlive tridy, definujici Sitky sloupci, avysky soupci odpovidaji empirickym hustotam pravdépodob-
nogti. Kvditu histogramu ovliviiuje ve znatné miie volba poctu tiid L. Pro priblizné symetrické rozdéleni vyberu lze
vygidit pocet tid L podle vztahu L = int(2 /n), kde funkce int(x) oznatuje celogiselnou ¢ast sidla x. V Srokém

rozmezi velikosti vybera n uZijemevyraz L = int(2.46 (n - 1)%%).
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Obr. 2.13 Histogram pro vyhery: (a) norm, symetrického (Gaussova, normalniho) a (b) log, asymetrického (logaritmicko-
normalniho) rozdsleni, ADSTAT

Pro malé a stiedni vybéry se konstruuji jadrové odhady hustoty podle vztahu
n X = X

ih Z K (—hj) , kde Sirka pasu h uréuje stuperi vyhlazeni. Jadrovéa funkce K(x) je symetricka

n i=1

kolem nuly a ma vSechny vlastnosti hustoty pravdépodobnosti. Vhodna jet.zv. bikvadraticka funkce

fo =

K(x) = 0.9375 (1 - x?? pro - 1< x < 1

K(X) 0 pro x mimo interval - 1 < x < 1

O kvalité odhadu hustoty pravdépodobnosti rozhoduje volba parametru h. Pro vybéry velikosti n z priblizne
normalniho rozdéleni se zndmym rozptylem c? je optimalni Sikka pasu hopt = 234 6 n %,

Jéadrovy odhad hustoty pravdépodobnosti (osax: promennax, osay: hustota pravdépodobnosti f (x)).
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Obr. 2.14 Jadrovy odhad hustoty pravdépodobnosti pro vybery. Empiricka kiivka rozdéleni (sarkovang) a aproximasni
kiivka Gaussova rozdéleni (plna ¢éra): (@) norm, symetrického (Gaussova, normaniho) a (b) log, asymetrického
(logaritmicko-normalniho) rozdéleni, ADSTAT



Kvantil-kvantilovy graf (graf Q-Q) (osax: Qx(P,), osay: X;). UmoZiiuji posoudit shodu vybérového rozdéleni,

jeZ je charakterizovano kvantilovou funkci Qg(P) s kvantilovou funkci zvoleného teoretického rozdéleni Q(P).
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Obr. 2.15 Rankitovy ¢ili kvantil-kvantilovy graf (Q-Q graf) pro ovetreni shody s teoretickym normalnim rozdglenim: (a)
norm, symetrického (Gaussova, normalniho) a (b) log, asymetrického (logaritmicko-normaniho) rozdsleni, ADSTAT

Jako odhad kvantilové funkce vybéru se vyuzivgji poradkové statistiky . Pfi shodé vybéroveho rozdéleni se
zvolenym teoretickym rozdélenim plati priblizna rovnost kvantilt Xiy = Q(P), kde P, je poradova
pravdépodobnost a zavidost X, na Q.(P) je priblizné ptimka. Korelagni koeficient r,, je pak kritériem tésnoti
prolozZeni této piimky pri hledani typu neznamého rozdéleni.

Rankitovy graf (osax: kvantil normovaného Gaussova rozdeleni Up, 0SAY: X). Pro porovnani rozdéleni vybéru
s rozdélenim normalnim se Q-Q graf nazyva grafem rankitovym. UmoZzriuje také orienta¢ni zarazeni vybéroveého
rozdeleni do skupin podle Skmosti, Spicatosti a délky konca.

Podminény rankitovy graf (osax: @*[0.5 (U, + Ug,p)] , 0say: X;). K ovéteni normality vybsrového rozdgleni
se uziva podmingny rankitovy graf. Symbol @(U) znagi standardizovanou kvantilovou funkci normalniho rozdgleni.
Hodnoty U = P, jsou pitimo kvantily Up, Poradkove statistiky U, jsou uspoiadané nahodné promenné U, definovane
vztahem U, = CI)[ g/ GR] kde symbol @(x) znti distribu¢ni funkci standardizovaného normalnlho rozdeleni.

Robustni odhad polohy je roven medidnu iz = X, a robustni smérodatnd odchylka se vycidi vztahem 6, =
0.75(X .75 - X.5). Pro Gplnou definici se voli U =0aU,,, = 1. Priblizna linedrni zavidost je v podminéném
rankitovém grafu dikazem normality testovaného rozdéleni vybeéru. Z grafu norméniho rozdéleni je patrna vyrazne
menSilokalni variabilita ve srovnani s rankitovymi grafy.

Pravdépodobnostni graf (P-P graf), (osax: P, osay: F(S;)). Pravdépodobnostni grafy jsou aternativou ke Q-Q
grafam. Slouzi k porovnani distribu¢ni funkce vybeéru, vyjadiené pies poiadovou pravdépodobnost, se standar-
dizovanou distribu¢ni funkci zvoleného teoretického rozdéleni. Standardizovana promeénna je zde definovana
vztahem S( = (x( ) Q)/R, kde Q je parametr polohy a R je parametr rozptyleni. V pripadé shody vybérového
rozdeleni se zvolenym teoretickym rozdélenim vyjde P-P graf linearni s jednotkovou smeérnici a nulovym usekem.
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Obr. 2.17 Pravdgpodobnostni graf (P-P graf) pro vybery: (a) norm, symetrického (Gaussova, normalniho) a (b) log,
asymetrického (logaritmicko-normalniho) rozdsleni, ADSTAT

Narozdil od Q-Q graft je pii konstrukci P-P graft nezbytné znét teoretické rozdéleni az do hodnot vSech parametru.
Obycejné se uréuji odhady parametr Q a R a navic i dalSich parametrt rozdéleni s vyuZitim momentove, resp.
metody maximalni vérohodnosti. Napi. pro normalni rozdéleni je R = s, Q = X. P¥i porovnani Q-Q a P-P grafa
plati, ze

a) P-P grafy jsou citlivé na odchylky od teoretického rozdéleni ve stiedni ¢asti,

b) Q-Q grafy jsou citlivé na odchylky od teoretického rozdéleni v oblasti konca.

Kruhovy graf slouzi k vizualnimu ovéreni hypotézy, Ze vybér pochazi ze symetrického (nejcastéji Gaussova)
rozdéleni. V takovém pripadeé je grafem regulérni, konvexni polygon, blizky kruznici. Odchylky od kruznice ukazuji
najiné nez symetrické rozdéleni vyberu:
(a) protahly elipsovity tvar s hlavni osou, umisténou uhlopii¢né ukazuje na asymetrické rozdéleni,
(b) elipsovity tvar podél x-ové osy ukazuje na rovnomerné rozdéleni.
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Obr. 2.18 Kruhovy graf pro vybéry: (@) norm, symetrického (Gaussova, normdlniho) a (b) log, asymetrického
(logaritmicko-normalniho) rozdéleni, ADSTAT

Vychazi se z faktu, Ze transformaci Z = F (x( ) Vyjdou nahodné veliciny Z, rozdélené priblizné rovnomerne
na intervalu [0, 1]. Pri konstrukC| kruhoveho grafu se definuje soustava vektora V,; o stejne déice

= 1/\/N (N-1)/2 a sméru m Z; Pro xovou a y-ovou sdozku vektoru V; plati
V, =1, cos(n Z o) V =l sin(n ZQ Uhly se uvazuiji v radidnech. Vlastni kruhovy graf pak vznikne, kdyz se

pgstupne (od p0catku) spoluu vektory V,, V,, ... V, - V4, - V, ..., - V  Vysdedny obrazec je 2N vrcholovy
konvexni polygon. Odchylky od idedlniho tvaru ukazuji na nevhodnost specifikace F., resp. jeho parametra.
Obycejné se jako F, voli distribu¢ni funkce normalniho rozdéleni d(x ;) akruhovy graf pak slouzi pro ovérovani

normality.

Exploratorni analyza dat u vybeéru norm (ADSTAT)



(1) Linearita kvantil-kvantilového (Q-Q) grafuy = 8, + p, X:

Rozdéleni Smérnice 3, Usek B, Korelacni koeficient r,,
Laplaceovo 0.05246  10.012 0.99039
Normani 0.07289 10.012 0.99707
Exponenciani 0.06796  9.944 0.90972
Rovnomerné 0.24233 9.891 0.97036
Lognormalni 0.03253  9.960 0.82901
Gumbelovo 0.05623 10.044 0.97527
(2) Kvantilové miry polohy a rozptyleni:
K vantil L P Spodni Lo Horni L, Rozpéti R,
Medidn M 0.5 10.011 - -
Kvartil F 0.2 9.9690 10.060 0.09100
5
Oktil E 0.125 9.9300 10.105 0.17450
Sedecil D 0.0625 0.8872 10.120 0.23225
(3) Vybrané miry polohy, rozptyleni a tvaru rozdéleni, vy¢idené z kvantilu:
Kvantil L P Polosuma Z, Sikmost S, Délka konca T, Pseudos.
Kvartil F 0.25 10.015 -0.038462 0.00000 0.000000
Oktil E 0.125 10.017 -0.035817 -19.1851 0.51708
Sedecil D 0.0625 10.003 0.032831 -16.0430 0.80089

Korelagni koeficient r,, dosahuje nejvyssihodnoty pro normani rozdéleni, atim dokazuje, Ze vybér norm pochazi
ze souboru s normanim rozdélenim.

2.2 Ovéreni piredpoklada o datech

V praxi se ngi¢astéji predpokléda, Ze data tvori nahodny wher {x},i =1, ..., n, velikosti n. Reprezentativni nahodny
vybér je charakterizovan tiemi duleZitymi piedpoklady, které je tieba pied viastni analyzou vzdy ovéfit. Jsou to
nezavidost jednotlivych prvka, homogenita a pripadna normalita rozdeleni prvka vybéru.

1. predpoklad: Prvky vybéru x; jsou vzgemné nezavidé

Pokud se podminky pro meieni dat meni s casem, projevi se tyto vznikem trendu mezi prvky vyberu, uspoiradanymi
v ¢asovém dedu. K identifikaci ¢asové zavidosti prvki vybéru nebo zavisosti souvisgjici s poiadim jednotlivych
mereni, testuje se vyznamnost autokorelacnino koeficientu prvniho fadu p, podle testovaciho von Neumannova
kritéria

T, yn + 1 2 _
t o= 2V kdeT, - - (oot
ST 2'’\n? -4
1
n-1
Z (XI +1 Xi)2
aT jevon Neumannav pomer T = -1 . Pokud jsou prvky vybéru vzgemné nezdvidé a plati nulova

n

Y05 - %)

i=1
hypotézaH,: p, = 0, maveli¢inat, Studentovo rozdéleni s (n+1) stupni volnosti. Alternativni hypotézajeH,: p, #
0. Pati-li, Ze pro pripad |tn| >t,_ (N + 1) jenutno nulovou hypotézu H, 0 nezavidosti prvka vybéru na hlading
vyznamnosti a. zamitnout.

2. predpoklad: Vybér je homogenni

Homogenni vybér znamena, Ze viechny jeho prvky x, i =1, ..., n, pochazei ze stejného rozdéleni s konstantnim
rozptylem ¢ K nehomogenité namerenych dat dochézi viude tam, kde se vyskytuje vyrazna nestejnomernost
merenych vlastnogti vzorki nebo se ndhle meni podminky experimentt. Specidlnim piipadem jsou vybocujici mereni.



Nehomogenita miZe byt zpisobena také nevhodnou specifikaci souboru. Pokud Ize dany vybér rozdglit podle
n&jakych logickych kritérii do nekolika podskupin, je mozno zpracovat statisticky kazdou podskupinu zvlag a pak
nazaklade testt shody stiednich hodnot v podskupinach rozhodnout, zda je toto déleni vyznamné. Omezime se na
pripad, kdy se v datech vyskytuji vybocujici hodnoty. Tyto hodnoty se co do velikosti vyrazng liSiod ostatnich alze
je bézne identifikovat v grafech prizkumové analyzy. Vybocujici méieni silné zkresluji odhady polohy a zefména
rozptylu &, takZe zcela znehodnocuji dalSi statistickou analyzu.

Problém vybocujicich mereni je velmi komplikovany. PXi jejich ovérovéni se pouziva rada idealizovanych
predpokladi. Je nutné znét jeich predpokladany pocet, jejich rozdéleni a rozdéleni zbyvajicich prvka vybéru. Navic
je tieba sestrojit model, podle kterého se vybocujici mereni chovaji. Testovéani vybocujicich méieni bez doplitkovych
informaci je proto malo spolehlivé.

Jednoduché&technika, kdy se pouze predpokléda, Ze "spravnd' data maji normalni rozdéleni, je modifikace dolni
vnit/ni hradby B, ahorni vnit/ni hradby s,

By = K25 — K (Ko7 = Ko28) By = %75 + K (Ko7 = Xo29)

Parametr K sevoli tak, aby pravdépodobnost P(n, K), Ze z vybéru velikosti n a pochézejiciho z normalniho rozdeleni,
nebude Z&dny prvek mimo vnitini hradby [ By, B,;], byla dostatesné vysokd, napr. 0.95.

Pti volbe P(n, K) = 0.95 |ze v rozmezi 8 < n < 100 pouZzit aproximace K = 2.25 - 3.6/n . Pro takto uréeny
parametr K se vechny prvky vybgru, lezici mimo hradby [ B, By;] povaZuji za vybodujici. Vyhodou je robustnost
postupu. Neni tieba zné pocet vybocujicich bodi ani jejich rozdéleni a neprojevuji se ani razné efekty "maskovani”.

3. predpoklad: Rozdéleni vybéru je normalni
Na predpokladu normality je zaloZena cela standardni statisticka analyza dat. V testu kombinace vybeérové Skmosti
a Spicatosti dle Jarque-Berra se uzivatestovaci kritérium

, &[G - EG)N

Feo ™ D(g) D(4,)

kde jsou vyberova Skmost §, ajgi rozptyl D(g,), resp. vyberova Jicatost §,, jgji stiedni hodnota E(§,) arozptyl
D(§,). Za predpokladu normality ma veligina ., asymptoticky ¥?(2)-rozdgleni. Prokaze-li se proto, ze Lop >
xi,a(Z), je nutno hypotézu o normalité rozdéleni vyberu zamitnout.

Stredni hodnota vyberu, pochazejiciho z normalniho rozdeleni je E(§;,) = 0. Pro asymptoticky rozptyl tohoto
odhadu plati

A (n -2
D ~
() (n + )(n + 3)
Momentovy odhad Spicatosti g, je
n
ny (x - x*
a _ i=1
9, - 5
Z (Xi - %)°
i=1
Stiedni hodnota tohoto odhadu pro vybery pochézejici z normaniho rozdéleni je
. 6
E = 3 -
(@, —

a pro asymptoticky rozptyl tohoto odhadu plati

A 24n(n-2)(n-3
D) - h-29@-9 |
n+DD°(n+3)(n+5H

Pri stanoveni libovolného bodového odhadu parametru je tieba urcit vzdy i jeho rozptyl. K docileni stejné "piesnosti”
odhadu je tieba pri uZiti méné efektivniho odhadu provést vétsi poc¢et mereni n. Napriklad u dat pochazejicich
z normalniho rozdeéleni se musi pii pouziti medidnu X, 5 provést 1.6krét vice meéreni nez pii pouZziti aritmetického
praméru X, aby se docililo stejné presnosti odhadu.




Z&kladni predpoklady o prvcich vyberu norm (ADSTAT)
(a) Odhady klasickych parametri:

Odhad aritmetického prameéru X: 10.012
Odhad rozptylu s 5.223E-03
Odhad smerodatné odchylky s: 0.0723
Odhad Skmosti g,: -0.04
Odhad Spicatosti g,: 3.08

(b) Test normality: tabulkovy kvantil 42, (2): 5.992
Odhad y,,, statistiky: 0.112
Zavér: Predpoklad normality prijat na spoctené hlading vyznamnosti o = 0.9456.

(c) Test nezavidosti: tabulkovy kvantil t,_,(n+1): 1.984
Odhad von Neumannovy statistiky t,: 1.218

Zavér: Predpoklad nezavidosti prijat na spoctené hlading vyznamnosti o = 0.113.
(d) Detekce odlehlych bodu: metodou modifikované vnitini hradby

Dolni vnitini hradba B,: 9.783

Horni vnitini hradba B,,: 10.245

Zavér: Ve vybéru nejsou odlehlé body.

2.3 Transfor mace dat

Pokud se na z&kladé analyzy dat zjisti, Ze rozdéleni vybéru dat se systematicky odlisuje od rozdéleni normalniho,
vzniké problém, jak data viibec vyhodnotit. Casto je pak vhodna transformace dat, které vede ke stabilizaci rozptylu,
zesymetricténi rozdeleni a nekdy i k normalite rozdéleni.

1. Sabilizace rozptylu vyZaduje nalezeni transformace y = g(x), ve které je jiz rozptyl c*(y) konstantni. Pokud
je rozptyl ptivodni promenné x funkci typu 6%(x) = f,(X), Ize rozptyl c¥(y) urgit

dg(x)
dx

2
(0 = C

s*(y)

kde C je konstanta. Hledana transformace g(x) je pak reSenim diferencialni rovnice

99 = C [ dx)
X

Vi

2. Zesymetricteni rozdéleni vyberu je mozné provest uzitim jednoduché (prosté) mocninné transformace

x* r>0
y = g = In x pro A =0
-x* Ar<O0

Mocninna transformace vSak nezachovava metitko, neni vzhledem k hodnoté A vaude spojita a hodi se pouze pro
kladna data. Optimani odhad exponentu A se hleda s ohledem na optimalizaci charakteristik asymetrie (Skmosti)
aSpicatodti. K urceni optimalniho A Ize uZit i rankitového grafu, kdy pro optimalni exponent A budou kvantily y;;
leZet na piimce nebo selekeéniho grafu dle Hinese a Hinesove.

Hinesiv - Hinesove selekéni graf (0sax: Xos/X,p 0SAY: Xp/Xqs).
Diagnostickou pomickou pro odhad optimalniho exponentu A je selekeni graf dle Hinese a Hinesové. Vychazi
z pozadavku symetrie jednotlivych kvantila kolem medianu

%05 )’ZlfPi

kde jako kvantily jsou obvykle voleny pismenové hodnoty. K porovnéani prabéhu jednotlivych bodd s idedlnim pro
zvolené ) se do grafu zakresluji reSeni rovnicey* + x*=2proO<x<lal0<y< 1




a) pro A = 0 je reSenim piimkay = X,
b) pro A < 0 jefeSenimvztahy = (2 - x*)*,
c) pro A > 0 jefeSenimvztah x = (2 - y) ™.
Podle umisténi experimentanich bodi v okoli nomogramu teoretickych kiivek selekéniho grafu Ize vizudlne
odhadovat velikost A a posuzovat tak kvalitu transformace v raznych vzdaenostech od medidnu.
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Obr. 2.19 (a) Hinesav-Hinesové sdekeni graf a (b) graf logaritmu vérohodnostni funkce na pro vybér z lognormalniho
rozdsleni, ADSTAT

Pro priblizeni rozdéleni vybéru k rozdéleni normanimu vzhledem k Skmosti a Spic¢atosti se uziva Boxovy-Coxovy
transformace

x* -1
y = o = x 00
In x r =0

Boxova-Coxova transformace je pouZitelna pouze pro kladna data. RozSireni této transformace na oblast, kdy
rozdeleni dat zatind od prahove hodnoty x,, spocivav nadhradé x rozdilem (x - x,), ktery je vzdy kladny.

Graf logaritmu vérohodnostni funkce (osa x: A, osay: In L). Pro odhad parametru A v Boxové-Coxove
transformaci |ze uzit metodu maximalni vérohodnosti stim, ze pro

A = A je rozdgleni transformované veliciny y normalni, N(u,, 6*(y)). Po Gpravéch bude logaritmus vérohodnostni
funkce ve tvaru

InL(}) = - % Ins2(y) + (A - 1) anmxi
i1

kde s(y) je vyb&rovy rozptyl transformovanych dat y. Pribgh vérohodnostni funkce
InL(A) Ize znazornit ve zvolenémintervalu napr. -3 < A < 3 aidentifikovat maximum kiivky, jehoZ x-ova souradnice
indikuje odhad A.

Dva praseciky kiivky In L(A) s rovnobezkou s x-ovou osou indikuji 100(1-a)%ni interval spolehlivosti parametru
. Cimbude tento interval spolehlivosti (Ao, A,) §rSi, tim je mocninna Boxova-Coxova transformace méng vyhodna.
Pokud obsahuje interval Ay, A,,) i hodnotu A = 1, neni transformace ze statistického hlediska piinosem.

Zpétna transformace: po vhodné transformaci vycidime y, s?(y) a potom pomoci zpétné transformace s
vyuzitim Taylorovarozvoje v okoli y odhadneme retransformované parametry x_ as’(x;) pavodnich dat. Uvedeny
postup vesmés vede k lepSim odhadiim polohy X, arozptylu s*(X;) aje vhodny zvlads v piipadech asymetrického
rozdeleni vyberu.

Mocninna a Box-Coxova transformace u vybéru norm a tlohy B2.04 (ADSTAT)

(1) Odhady klasickych parametri: norm B2.04
Odhad aritmetického prameru 10.012 0.177
Odhad smerodatné odhylky 0.072271 0.159
Odhad Sikmosti -0.037 1.54
Odhad Spicatodti 3.08 5.36

(2) Prosta mocninna transformace:
Odhad optimaniho exponentu 2.67 0.53



Odhad praméru transformovanych dat 465.69 0.355

Odhad smerodatné odchylky transformovanych dat 8.96 0.191
Odhad Skmosti transformovanych dat 0.0006 0.28
Odhad $picatosti transformovanych dat 3.08 3.13
Opraveny odhad praméru pavodnich dat 10.012 0.143
Opraveny odhad smerodatné odchylky pavodnich dat 0.07226 0.145
Spodni mez intervalu spolehlivosti pavodnich dat 9.998 0.102
Horni mez mez intervalu spolehlivosti pavodnich dat 10.027 0.190
(3) Box-Coxova transformace:

Odhad optimaniho exponentu 2.67 0.53
Odhad praméru transformovanych dat 174.26 -1.210
Odhad smerodatné odchylky transformovanych dat 3.361 0.358
Odhad Skmosti transformovanych dat 0.0006 0.28
Odhad picatosti transformovanych dat 3.08 3.13
Opraveny odhad praméru pavodnich dat 10.012 0.143
Opraveny odhad smerodatné odchylky pavodnich dat 0.07226 0.145
Spodni mez intervalu spolehlivosti pavodnich dat 9.998 0.102
Horni mez mez intervalu spolehlivosti pavodnich dat 10.027 0.190

2.4 Pribéh pruzkumové analyzy dat

Prabéh viastni praizkumoveé, exploratorni analyzy dat (EDA) je mozné libovolné kombinovat dle dosavadnich
informaci o vySetrovanych datech. Omezime se na zpracovani dvojiho druhu dat, rutinnich dat, o kterych jsou
znamy vlastnosti jako je napt. rozdéleni a jednak neznamych dat, o kterych nejsou znamy dosud Zadné predbézné
informace a hrozi nebezpeci nesplnéni predpokladi o datech.

A. Postup analyzy rutinnich dat
Pri zpracovani rutinnich vydedkt méieni predpokladame, Ze zname rozdéleni dat. Predpoklada se, Ze rozdéleni dat
je normélni adata asi spliiuji predpoklady nezavidosti a homogenity. Uselem je

a) testovani nezavidlosti prvka vyberu - autokorelace,

b) testovani homogenity vyberu,

C) testovani normality rozdéleni vybéru.
Z grafickych metod se k piredbézné analyze rutinnich dat nej¢astéji uziva rankitového grafu a grafu rozptyleni
skvantily. Ngsou-li v&ak o rozdéleni dat dostupné Zainé informace nebo ocekavé i se vyrazné nenormalni rozdéleni,
je vhodné provést

a) prizkumovou analyzu dat s vyuzitim fady grafickych diagnostik,

b) uréeni vybérového rozdeleni ajeho konstrukce.
Pokud nebylo nalezeno vhodné aproximujici rozdeleni, provadi se mocninnd transformace, kterd by méla zlepsit
rozdeleni dat. Kombinace metod zavisi na konkrétnich datech a konkrétnich poZadavcich analyzy.

B. Postup pri nesplnéni predpokladu o datech

1. Nesplnéni predpokladu nezavisosti prvka: Pokud prvky mereni ngjsou nezavidé, vzrasta nebezpeci, ze
odhady budou systematicky vychyleny a nadhodnoceny pro pozitivni hodnotu autokorelaéniho koeficientu p..
Nezbyva, nez hloubgji analyzovat logicke priciny a snazit se o jgjich odstranéni, zkontrolovat cely mefici retézec
aprovest nova mereni.

2. Nesplnéni prredpokladu normality vybéru: Rozdeleni dat je bud’ jiné nez normalni, nebo jsou v datech
vybocujici meéreni. V pripadé nenormalniho rozdéleni dat maze jit o odchylky pouze v déice konci, nebo se jedna
0 seSikmena rozdéleni. V pripadé symetrickych rozdéleni, liSicich se od norméniho délkou konca Ize pouzit pro
odhad parametri polohy arozptyleni jednoduché robustni techniky. U seSikmenych rozdéleni je vzdy vyhodné zagit
hledanim mocninné transformace. Pokud byla mocninna transformace Uspésna a byla nalezena optimalni mocnina
A, provadi se daSianayza v této transformaci a nakonec se vyc¢idi zpétné transformace do pavodnich proménnych.

Pro seSkmena rozdéleni, charakterizovana tretim centralnim momentem my,lze definovat modifikovanou
nédhodnou veli¢inu
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S vyuzitim tohoto konfiden¢niho intervalu pro stiedni hodnotu seSikmenych rozdeleni Ize také provédét testy
vyznamnosti parametru polohy.

3. Pritomnogt vybodujicich hodnot: Na z&klade logické analyzy je tieba nejdiive zvait, zda ngjde o seSikmené
rozdéleni. Body, které se jevi vybocujici pro symetricke (specidlné norméni) rozdéleni, mohou byt pro seSikmena
rozdeleni naopak prijatelné. Pokud jde o vybocujici pozorovani, Ize pouzit dvou alternativ.

Prvni alternativa spocivav jgich vylouceni z dalSi analyzy, coz vsak neni vzdy zcela nejvhodnéjSi. Pokud jsou
vybocujici mereni vysledkem ridce se vyskytujicich jevi, maze tim totiz dojit ke ztraté informace Uplng. Proto Ize
tyto hodnoty vylougit jeding pii doplnéni o nova experimentdni data

Druha alternativa spociva v pouZiti robustnich metod. Tento postup vSak nemusi byt vzdy korektni. Robustnost
gpocivav priblizeni se k prijatému modelu meteni bez ohledu najeho platnost. Pokud se analyzy vybocujicich mereni
Ucastni experimentétor, mel by rozhodnout, kterd meéieni jsou evidentni hrubé chyby (jako je selhani pristroje, Spatny
zpis dat), a kterajsou jen podeziela Evidentni hrubé chyby je vhodné z dalSianalyzy vyloucit, ale podeziela mereni
je |épe ponechat. Robustnimi metodami se jgjich vliv na odhady parametri vyrazne oslabi.

4. Nedogtatecny rozsah vybéru: NejednodusSije v tomto piipade provést dodatecnd mereni. Plati, Ze ¢im jsou
data méne rozptylend, tim menSi pocet jich stati k zajisténi dostatecné presnosti odhadu. Pokud nelze provest
dodatecné experimenty, je mozné pouZzit techniky vhodné pro malé vybery (viz Hornav postup ve 3. kap.).

Tento postup je vhodny zejmeéna pro anayzu rutinnich meéreni, kde jsou o chovani dat predbézné informace. Kdyz
se andyzuji vydedky novych mereni nebo nezname vybery, je vzdy tieba zatit prizkumovou analyzou dat a stanovit
statistické zvlagnosti vyberu.



