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CHYBY, VARIABILITA A NEJISTOTY
INSTRUMENTALNICH MERENI

Vzorova uloha 1.1 Absolutni a relativni chyba pH-metru
Sklen&ni elektroda k mé&feni pH ma odpor R, = 5 x 10® ohmi pfi 25 °C a vstupni impedance milivoltmetru je R, =
2 x 10" ohmil. Jak4 je absolutni A a relativni § chyba m&feni napéti, kdyZ bylo zmé&feno napéti U = 0.624 V? Plati
pfitom vzorec pro napéti na sklenéné elektrodé U, = U (R, + R,)/R..
ReSeni: U,=0.624 (5" 10°+2 " 104)/(2 " 10%)=0.6256 V

A =0.6256 - 0.624 =0.0016 V

6=0.0016 x 100/ 0.6256 =0.26%
Zaver: Napéti U, je 0.6256 V, absolutni chyba A je 1.6 mV a relativni chyba 8 je 0.26%.

Vzorova uloha 1.2 77ida pfesnosti a prdh citlivosti ampérmetru
Do jaké tfidy pfesnosti patii a s jakym prahem citlivosti pracuje miliampérmetr rozsahu R = 60 mA, jestlize pro
skuteénou hodnotu proudu p = 50 mA byla namé¥ena stfedni hodnota x = 49.6 mA?
Reeni: A, =50.0 - 49.6 = 0.4 mA,
8, =0.4 x 100 / 60 = 0.67% a po zaokrouhleni 1%,
x,=0.67 x 60 /100 = 0.402 mA a po zaokrouhleni 0.4 mA.
Zaver: Trida presnosti je 1% a prah citlivosti 0.4 mA.

Vzorova uloha 1.3 Mezni absolutni a relativni chyba ampérmetru

Na ampérmetru je uveden udaj hodnot 6,/8,, numericky 1.5/0.5, a maximalni rozsah R = 50 mA. Urcete mezni
absolutni A, a relativni 6, chybu méfeni pro hodnoty okolo x = 10 mA.

Refeni: Ampérmetr vykazuje kombinovanou chybu. Celkova relativni chyba je

5, = 15+ 05 (% ~1) = 35 = 3 % (po zaokrouhleni)

a mezni absolutni chyba je

A = 25 10-05(0-10) _ (35 . 0.3mA (po zaokrouhlens)
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Zaver: Vysledek méfeni se proto zapise ve tvaru 10 £ 0.3 mA.

Vzorova tloha 1.4 Relativni a absolutni systematickd chyba pipety

Pipeta o objemu 5 ml byla kontrolovana vazenim a po pfepoctu byly ziskany hodnoty objemu v ml: 4.969, 4.945,
5.058, 5.021, 4.945, 5.006, 4.972, 5.022, 5.013 a 4.986. Urcete relativni a absolutni systematickou chybu pipety
a proved'te analyzu dat.

Reseni: Objem pipety X je 4.9937 ml s rozptylem S2(Xx) = 0.0013. Odhad absolumi systematické chyby pipety (G
=X - p) je -0.0063 ml. Odhad relativni systematické chyby pipety (6 = 100 (d/x)) je -0.13%. JelikoZ p = 5.000 je



pevna hodnota, bude rozptyl s’(a) = $°(X) = § (x)/n roven hodnot& 0.000134. Za pfedpokladu normalniho rozlozeni
chyb bude
a) 95%ni interval spolehlivosti systematické chyby

a-1t,,(10-1) xs(@ < a < a+1t,,(10 - 1) xs(a)

kde kvantil Studentova rozdéleni 7, ,,(9) = 2.263 a dosazenim do nerovnosti bude
- 0.0325 < a < 0.0199

b) 95%ni tolerancni interval systematické chyby se spolehlivosti (1 - o) = 0.99 je roven

a-k xs@ < a < a-+k xs(@)

kde pro ky plativztah k. = 1.96 |—> = 4.069

2.088

a po dosazeni do nerovnosti bude - 0.0534 < a < 0.0408

¢) Je-li rozptyl nahodnych chyb vaZeni objemu vody roven s°(x), bude 95%ni tolerancni interval se spolehlivosti
0.99

- 0.1489 < A < 0.1489

a mezni kvantilova chyba pipety

Ayo = 165s(x) = 1.65 x 0.0366 = 0.0604 .

Zaver: Protoze 95%ni interval spolehlivosti systematické chyby i toleranCni interval systematické chyby pokryvaji
hodnotu nula, 1ze povazovat systematickou chybu pipety
d = 0.0063 ml za statisticky nevyznamnou a objem pipety se vyjadfi 4.994 £+ 0.060 ml.

Vzorova uloha 1.5 Kvantilové odhady chyb pFistroje
Na zikladg piedb&znych experimentii byl zjistén rozptyl méficiho piistroje o° = 0.5. Stanovte 95%ni mezni
kvantilovou chybu o,,, pro pfipad, kdy je znamo, Zze méfici pfistroj ma (a) normalné rozdélené chyby, (b)
rovnomérne rozdélené chyby.
Reseni: K vypo&tu meznich chyb se vypotte Z = 1.14287 pro P = 0.95:

a) Pro normalni rozdéleni je g, = 3. Dosazenim bude odhad 4 = 1.936. Vy¢islenim je pak kvantilovy odhad chyby
04005 = 0.968. Uved'me, Ze skute¢na hodnota 4 je pro tento pfipad 1.96 (odecteno ze statistickych tabulek).

b) Pro rovhomérné rozdéleni je g, = 1.8 a dosazenim vyjde odhad k2 = 1.669. VycCislenim bude pak kvantilovy
odhad chyby o, ,; = 0.835.
Zaver: Typ rozd€leni chyb vyrazné ovliviiuje kvantilovy odhad chyby. Pro normalni rozdéleni je o, = 0.968 a pro
rovnomérné rozdeéleni je tento odhad mensi 6, ,; = 0.835.

Vzorova uloha 1.6 Propagace chyb u metody izotopového ziedovdni

Metodou izotopového zied’ovani byl stanoven arsen ve vzorku. Byla zm&fena mérn4 aktivita a, = 37000 s™ a po
standardnim pfidavku As hmotnostim =5 * 107 g aktivita a, = 5300000 s™. Stanovte relativni chybu obsahu arsenu
ve vzorku, pokud je relativni chyba vazeni 8(m) = 0.03% a relativni chyba stanoveni aktivity 8(a,) = 8(a,) = 1%.
ReSeni: Pro mnoZstvi arsenu ve vzorku plati

mo-ma %
&
Predpokladejme, ze m, a,, a, jsou vzajemné nekorelované, takZze dosazenim bude
_ - s?
m, = mai az+ma1 (22) =
& a,

= 7.112 '10° + 7.162 '10° = 7.112 '10°g



Pro rozptyl 1ze psat

2 _ 4 22 m22 g2 _
se(m) = a 1| sim) + a s%(ay) - s9(a,) =

az
] (3 ) 1]2 m? 8%(m) + [EJZ [6%(a) + 8%(a)] =
a, &

= 3.2°10% + 1.0259 '10%? = 1.0259 102
Zaveér: Relativni chyba je 6(m,) = 100 s(m,)/m, = 1.424%.

Vzorova tloha 1.7 Korelace chyb objemii u laboratornich operact

Mnozstvi m = 0.1 g Zn bylo rozpusténo v HCI a pfevedeno do objemu /"= 1000 ml. Objem V, = 100 ml tohoto
roztoku byl dale zfedén doplnénim v odmérce V, = 1000 ml. Pro instrumentalni analyzu bylo odpipetovano V, =5
ml a dale nafedéno do objemu V, = 25 ml. Urcete koncentraci roztoku a jeji relativni chybu, je-li smérodatna
odchylka vaZzeni s(m) = 0.3 mg, odmérného nadobi s(V) = s(V,) = 0.2 ml, s(V;) = 0.05 ml, s(V,) = 0.005 ml a s(V,)
=0.025 ml.

Reseni: Koncentrace ¢ se vy&isli podle vztahu

myV, V,
VV,V,

Chyby objemtl V, a V, budou silng korelované s chybami objemti V, a V,. UvaZujme nejprve idealni piipad, kdy jsou
korelaéni koeficienty vy, = Ty, = 1, zatimco ostatni veliCiny jsou nekorelované. Pak vyjde

Q) - (m) w] s(Vl))Z
m

v v,

s(V,))?

Vv,

s(V,))?

Vs

S(V)2 M) (V) s(V) (V)

v, vV, V, v, Vv,

Po dosazeni vyjde d(c) = 0.302%. V pfipad€, ze bude zanedbana jak korelace mezi V, a V,, tak i mezi V,a V,, Cili
korelacni koeficienty vy, = Ty, = 0, bude d(c) = 0.336%. Dosazenim pfislusnych derivaci se vyc€isli stfedni

hodnota koncentrace C, podle rovnice

VvV, V. 2 SZV SZV
g MV Ve oy s SV sV
VvV, Y, V,VV, VY,V VY,

m V, m V,
-3 s(V) S(V,) - ——— s(Vy) s(V,)

VV 2 Va

ve které prvni &len je roven 2'10°, druhy 2.16 1072 a tfeti 2.2'10™2. Pfi zanedbani dvou nejmensich &lenti bude
priimérna koncentrace ¢ =2'103 g1, s(c) =6.73'10° g I'".

Zaveér: Korelace mezi odebiranymi V, a V', a dopliiovanymi V', V' pbjemy snizuje celkovou relativni chybu
koncentrace, zpiisobenou navaZovanim a zied'ovanim roztoki.

Vzorova tloha 1.8 Vypocet jemnosti vidkna z hmotnosti a délek vidken
Cilem je vypocet jemnosti T = g/L pfi znalosti stfedni hodnoty hmotnosti g, jejiho rozptylu s a dale stfedni

hodnoty délky viakna La jejiho rozptylu s_ za predpokladu, Ze méfeni jsou nekorelovana, cov(g, L) = 0. Vypocet
se provede dle vztahu



T-3.28-3a.2
L L L
Zaver: Stfedni hodnota jemnosti vlakna T zavisi pouze na presnosti méfeni délky, tj. rozptylu délky vlakna SL2 .

Vzorova uloha 1.9 Urceni stFedni hodnoty jemnosti vidken

n
Vychaz se z n-tice Giseki piize délky L o hmotnostech g, Usek n L m4 hmotnost g = Z g; a existuje metrické &islo
i-1

C = n L/g. Pro i-ty Gsek pak plati, Ze jeho metrické islo bude C, = L/g, . Cilem je z dilCich jemnosti C, ur¢it

stfedni hodnotu jemnosti vlaken pomoci “primémého” metrického Eisla C.

n
Reseni: (a) Bézny (nesprdavny) postup: pouZije se aritmeticky primér metrického &sla i Z . Po dosazeni
i-1
vyjde, ze
L w1 L v 1 ~ 2
-y = 3y - = C[1 + v{].
ntfg ng S 1+(g-0)/a ’
(b) Symetrizacni transformace: C, ~ - P = -1. Voli se harmonicky priimér
9
~ N 1 L. ~
c.-+tyl C, = - Ltn_¢
ne Ly 9 ig
n i L i= !
Lo . L . L ~ n. L .
(c) Logickd ivaha: C. = — atedy je ¢ = —. Protozeje C = vyjde
gi CI : 9,
i=1
C - nL _ n.L _ n_ _ 6H'
: N1 z”: 1
g L. - il
9 Sk &g

Zaveér: Pro pfipad, kdy vysledek méfeni je imérny reciproké hodnoté mérené veliCiny je tieba pouzit harmonicky
priumer.

Vzorova uloha 1.10 Chyba viskozity metodou dvoubodové aproximace

Vypoctéte chybu viskozity glycerolu Stokesovou metodou pro experimentalni data: polomér kulicky r = (0.0112
+0.0001) m, hustota kuliky p, = 1.335°10* kg m®, hustota glycerolu p = 1.28'10* kg m®, draha kuli¢ky / = (31.23
+ 0.05) cm, kterou kulicka vykon4 za dobu # = (62.1 + 0.2) s, a tthové zrychleni g = 9.801 m s™.

Reseni: Viskozita v, uréovana Stokesovou metodou, se vy&isli podle vztahu

Zgrz(po_p)t
9 '

n:

Protoze nejde o souctovy nebo soucinovy vyraz, nelze jednoduse ur€it relativni chybu. Metodou dvoubodové
aproximace se vy&isli hodnoty: 1 =0.0299 Pa s, s(n) = 5.422°10™* Pa s a relativni chyba 5(n) = 1.82%.
Zaver: Rozdéleni viskozity ) je pfiblizné symetrické.



Vzorova uloha 1.11 Hromadéni chyb pri urcent rozpustnosti stFibrné soli
Soudin rozpustnosti stfibrné soli AgX m4 hodnotu K = (4.0 £ 0.4) " 10®. Jak4 je chyba vypo&tené rovnovazné
koncentrace stfibrnych iontti [Ag"] ve vod&?
Reseni: Rozpustnost [Ag'] se vypoite podle vztahu [Ag 7] = \/Kzs
1. Metoda Taylorova rozvoje: pfimym dosazenim se vycCisli hodnota rozpustnosti

1 = Kg - 0.125K™ s%(Kg9 = 210 * - 2510 7 = 1.997510

a rozptyl rozpustnosti S<([Ag = 0. S = ¥ a relativni chyba rozpustnosti g’ =5%.
1 i S([Ag ]) 0.25 KSl %KY 10719 a rel hyb S([Ag]) = 5%

2. Metoda dvoubodové aproximace vede k hodnotam [Ag*] = 1.997 * 10,
s*([Ag*]) =1.003 10, s([Ag']) =1.001 " 107, §([Ag']) = 5%.

3. Metoda simulaci Monte Carlo vede k hodnotam [Ag™] = 1.997 * 10,
s*([Ag]) =1.038 * 10, s([Ag']) =1.019 " 107, §([Ag"]) = 5%.
Zaver: Vsechny tfi metody poskytuji shodné vysledky.

Vzorova uloha 1.12 Korelace v hromadéni chyb

Gravimetrické stanoveni obsahu oxidu Zelezitého v Zzelezné rudé obsahujici cca 50% Fe,O, se provede na
analytickych vahach s chybou vazeni s(m) = 0.3 mg a navazkou vzorku m = 0.105 g. Urcete chybu gravimetrického
stanoveni, pokud navazka vzorku m a vyvazka popela m, jsou v relaci, a to m, = 0.5 m.

Reseni: Pro hmotnostni zlomek w stanovovaného Fe,O, v rudé v procentech plati

w =100 m, /m. JelikoZ jsou navazka a vyvazka siln€ korelovany, r,, ,, # 0, a dosazenim ziskame vztah

S(w) = \/Sz(mo) + 8%(m) - 2 3(my) 3(m) 1.,

V pfipadé Gplné linearni zavislosti navazky a vyvazky, buder, , =1a

2 2
sw) = || 23| [ 2372 03 03 o860
525 | 105 525 105

Naopak, pokud by vyvazka nezavisela na navazce, tj. r,, om0 vyslo by 6(w) = 0.639%. V pfipade€ Castecné korelace
Fugn = 0.5 vyjde o(w) = 0.45%.
Stfedni hodnota w a jeji rozptyl s?(w) budou rovn&z ovlivnény korelaci mezi m, a m. Bude-li s(m,) ~s(m) ~ 0.3
a méfeni byla n-krat opakovana, pak dosazenim dostaneme
@ - 100™ . SAm T SUTH) ST
m m?3 m?

Je-li 0 <r,,, <1, bude piispévek tietiho Clenu vzdy zanedbatelny a w = 50%. Dosazenim bude

s*(w)

]

s? 2 sY(m r s? s¥(m

o [ S TS Mo SHm) S
m?2 m? m3 m?

a pfi volbé 7, _— bude s’(w) ~ 0.103, zatimco pro 7,, _— bude s*(w) ~ 0.102. Pro piipad 7, om0 je relativni
chyba é(w) = 0.64% a tataz je i pro g = 1.

Zaver: Kladna korelace mezi navazkou a vyvazkou snizuje relativni chybu metody. Pro dostatecné veliké navazky
vzhledem k chyb& vaZeni se na odhadech stiedni hodnoty w a rozptylu s°(w) projevi stupeii korelace jen nevyrazng.

To je zplisobeno vedle vysoké relativni pfesnosti méfeni také pribliznosti obou uzitych vztahi.

Vzorova uloha 1.13 Nejistota aritmetickych operaci pribliznych Cisel

Vypottéte nejistotu vysledku y po provedeni fady operaci s pfibliznymi Cisly:

ReSeni:

_ 4.10(#0.02) x 0.0050(+0.0001) 0.0104 = 0.0003
1.97(0.04)




_ (14.3(20.2)- 11.6(0.2)) x 50.0(0.1))_ 5, 04
42.3(0.4) S

y

Zaveér: K vypoctu nejistot bylo uzito vzorcli metody propagace nejistot.

Vzorova uloha 1.14 V'ypocet nejistoty teploty mérené rtutovym teplomérem

Cilem je stanovit nejistotu méfeni teploty rtutovym teplomérem dle specifikace nejistot typu B. Ptiklad ilustruje
jednak riizné moZznosti vypoétu nejistot, jednak i zasadni fakt, Ze 1ze dokonce stanovit nejistotu bez znalosti
konkrétniho méfeni.

Data: zoje nejistot typu B: x, je chyba teploméru dle tidajs vyrobee [2: 0.1 °C], x, je nejistota kalibrace dle tidajis virobee [ 1 °C], x, je nejistota odeztu teploty, odhad
[£025°C].

Resent:

a) Za predpokladu rovromérného rozdéleni nejistot v daném intervalu jsou
nejistota pro zdroj x, je o, = 0.5774 * 0.1 = 0.05774,
nejistota pro zdroj x, je o, = 0.5774 *1 = 0.5744,
nejistota pro zdroj x;je o, = 0.14435, a bude potom
kombinovand nejistota (€ili celkova chyba) pro nekorelované zdroje nejistot

o, = ol + ol + ol = 0.59796

roz$tFend nejistota U =2 o,= 1.1958 a po zaokrouhleni 1.2.
Kombinovana nejistota (celkova chyba) pro korelované zdroje nejistot

G, =G0,y + Oy + Oy = 0.77949 a

roz$tFend nejistota U =2 o,= 1.5588 a po zaokrouhleni 1.6.

b) Za pfedpokladu trejihelnikového rozdéleni nejistot v daném intervalu jsou
nejistota pro zdroj x, je o, = 0.2041 * 0.1 = 0.02041,
nejistota pro zdroj x, je o, = 0.20410 *1 = 0.20410,
nejistota pro zdroj x,je o, = 0.05102 a bude potom
kombinovanda nejistota (celkova chyba) pro nekorelované zdroje nejistot o, = 0.21136,
rozstFend nejistota U =2 o,= 0.42227 a po zaokrouhleni 0.4.
Kombinovana nejistota (celkova chyba) pro korelované zdroje 6, = 0.2755 a
roz$tFend nejistota U =2 o,= 0.5510 a po zaokrouhleni 0.6.

c¢) Nepravdépodobnostni odhad nejistot (intervalové proménné)
Celkova odchylka d = 0.1 + 1.0 + 0.25 = 1.35 a interval neurcitosti je roven

[YU y*] =y+d==%135

Zaver: Volba rozdéleni nejistot hraje rozhoduyjici roli ve vypoctu nejistot. Navic je velmi pravdépodobné, Ze zdroje
nejistot x, a x, budou zde mit spise systematicky nez nahodny charakter.

Vzorova uloha 1.15 Zaokrouhlovani cisel na 2, 3 a 4 platna mista

Jaké relativni chyby se dopustime, kdyZ Cislo 10500 zaokrouhlime na 2, 3 a 4 platna mista? Jaka bude chyba, kdyz
prvni platna Cislice bude 9?

Reseni: U &sla 10500 = 1.05 x 10*je A = 1.05 a pfi zaokrouhleni na dvé platnd mista je n =2 a hodnota 10500 ma
pak relativni chybu

1
2.1.10° 1

IA

Sy (x 100%) = 2—10 (x 100%) = 5%

zatimco pfi zaokrouhleni na #7 platnd mista je n = 3 ma hodnota 10500 relativni chybu



< 1 (x 100%) = —= (x 100%) - 0.5%
200

2.1.10%°1
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Zaver: Plati pravidlo, Ze u Cisel, jejichZ prvni platna Cislice je 9 jsou relativni chyby pfi zaokrouhleni na dvé platnd
mista mensi nez s, = 100%/(2 . 9 . 10> 1) =0.56%, dale na #i plamd mista meni nez s,, = 100%/(2 . 9 . 10%%)
= 0.056% a kone&né na ¢n¥i platnd mista mensi nez s,,= 100%/(2 . 9 . 10*1) = 0.0056%.



