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CHYBY, VARIABILITA A NEJISTOTY
INSTRUMENTALNICH MERENI

Ugelem ngieni je stanoveni velikostiwrené veliciny, charakterizujici uitou specifickou viastnost. Specifikace
merené vekiny maze vyZzadovat i idaje o dalSich vatiach jako jsowtas, teplota a tlak. Jednotlivagheni jsou
obvykle zatiZzena celotadou fiznych Sund, ozna&ovanych jakachyby. Vysledky n&eni jsou vyjageny pomoci
vhodného odhaduigdni hodnoty p a odpovidajiegjistoty, souvisejici s Sumem, nebo-li modelem chyb .

Klasicka statistika, vychazejici z definice praépddobnosti jako limity relativnietnosti, poskytuje cely aparat
pro vyjadeeni nejistoty jako intervalu spolehlivosti parametru . Vigd nejistot je filosoficky blize subjektivni
definici pravdpodobnosti jako stupnitery ¢i viry. Tato pravépodobnost vSak souvisi spiSe s nedostatkem
znalosti nez s vysledkem opakovaného experimentu.

1.1 Chyby méricich pristroja

Kvalita meficich pistroji a vysledki meéreni se standarédnvyjadiuje pomoci odpovidajicich n&gsnosti,
oznaovanychchyby. Chyby n&feni mohou byt zfisobenyfadou faktod.

Déleni chyb: obecr Ize chyby rozdlit podle mista vzniku v méricim fetézci do ¢étyr zakladnich skuph :

1. Ingrumentalni chyby jsou zpisobeny konstrukci &ticiho pistroje a souvisi s jehorpsnosti. Urady gristroji
jsou identifikovany, ale také garantovany vyrobcem.

2. Metodické chyby souvisi s pouzitou metodikou stanoveni vysiedireni, jako je odé&tani dat, organizace
meéieni, eliminace v&Sich viivi, atd.

3. Teoretické chyby souvisi s pouzitym postupengieni. Jde zejména o principygieni, fyzikalni modely réreni,
pouzité parametry, fyzikalni konstanty, atd.

4. Chyby zpracovani dat jsou numerické chyby metody a chybyi®mbené uzitim nevhodného statistického
vyhodnoceni.

Podlepricin vzniku Ize chyby rozdlit do tii skupin:

1. Nahodné chyby, které kolisaji nahodnco do velikosti i znaménka ip opakovani nsieni, pisobi
nepedvidatel® a jsou popsany ditym pravéEpodobnostnim rozdenim. Jsou vysledkem vlivu cef@dy @icin,
které Ize jen obtizhodstranit, pop alespa omezit.

2. Systematické chyby pasobi na vysledek &iieni gredvidatelnym zfisobem. Byvaji funkctasu nebo parameir
meficiho procesu. Mivaji stejnd znaménka. Konstantni systematické chyby snizuji nebo zvySuji numericky vysle
vSech néeni o stejnou velikosCasto se navenek neprojevuji a Ize je odhalit @pprovnani s vysledky z jiného
pristroje. Existuji i systematické chyby¢asovym trendem, Zzobené starnutim nebo opethovanim niiciho
pristroje. Systematické chybytitiho pristroje se dli naaditivni (chyba nastaveni nulové hodnotyjraltiplikativni
(chyba citlivosti). Typ a velikost chybyifstroje byvaji garantovany vyrobcem.

3. Hrubé chyby, ozn&ované jako vybeuijici, resp. odlehlé hodnoty, jsoutgmbeny vyjimé&nou @icinou, nahlym
selhanim riici aparatury, nespravnym zaznamem wjkle Zpisobuji, Ze se danédieni vyrazi liSi od ostatnich.



Chyby se dde déli na

(@) chyby ysledkr mereni jako nejistoty hodnot vysledka meéieni, charakterizované napiiklad intervalem
spolehlivosti, a

(b) chyby nériciho pristrojeresp. procesumeieni jako jednu z charakteristik kvality mereni, udavajici obycejne
pripustnou odchylku od skute¢né hodnoty.

Chyba meticiho pristroje je pouze jednou soucésti, ovliviujici chybu vydedka metreni a vhodnou volbou piresnosti
mericiho pristroje se dajgi vliv Siiné omezit. Vstupem meticiho pristroje je merera velicina x a vystupem je vysledek
meren y. Zpusob transformace y = f(x) je znam, obr. 1.
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Obr. 2 Spravnost a piesnost meieni: P piesné, S spravné, NP nepiesné, NS nespravné

Pro stanoveni chyb piistroje je nutné znat skutecnou hodnotu metrené veli¢iny p t.zv. etalonnebo mit k dispozici
dalSivelmi pesty pristroj a ziskat odhad 1 velmi dokonalym merenim. V obou pripadech je k dispozici hodnota p
nebo jgi odhad [1. Vysedky opakovanych meéieni pak umoziuji uréit miry p/esnosti a spavnostimereni. Obecne
plati, Ze y. = g(e,, W), resp. proaditivnimodel y. = p + ¢ ,{y,,i=1,..,n} =y, s?, kdee, jsou Sumové slozky
(externi zdroje ngjistot) a funkce g(e;, 1) souvisi s modelem pasobeni Sumovych dozek, ktery maze byt aditivni,
multiplikativni nebo kombinovany akde §° je rozptyltj. mgtitko presnosti mgreni a priimerna odchylkaZ =y - U
je pak metitkem spravnosti, obr. 2. S vyuZitim hodnoty p je mozno definovat razné typy odchylek od spréavné
hodnoty 1, kterévyjadiiuji chyby meiciho pristroje. Rozlidujemeabsolutiodchylkuizvanouteké aosolutnichyba A, = x - |

adale relativni odchylkuzvanou také relativni chyba 6 = 100 A/x, [%]. Celkova odchylkagili celkova chyba A, je

sozena ze dvou slozek, ato ze systematickchybyA; a nahodre chybyA, ; die vztahu
AizAs+AN’i:y—p+yi—y,

U pristroji se obygejné garantuji riizné druhy meznich chyb®.

Mezni chybad, mericiho pristroje je jeho nejvysSipiipustna chyba, kterou ostatni odchylky mericiho pristoje za
danych podminek prakticky nikdy nepiekrogi.

Redukovaamezm chybagd, ; meficiho pristroje pro urcitou hodnotu metené veliciny x; a stanovené podminky
je dana pomerem mezni chyby 4, a meficiho rozsahu R, dle vzorce d, = 4 JR. Casto se redukovana mezni chyba
udavav procentech mefticiho rozsehu R, d, = 1004 4R, (%). Méfici rozsah R je algebraicky rozdil krajnich hodnot
stupnice,

R= Xiax = Xmin
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Obr. 3 Konstantni absolutni chyba meteni A, arelativni chyba meteni & v zavidosti na meiené veliging x

Trida presnosti mériciho pristroje: je klasifikatnim znakem piesnosti v celém meéticim rozsahu pristroje.
Vyjadiuje se ¢idem, které je vzdy vétSi, nebo nangjvys stginé, jako nejvétsi absolutni hodnota z redukovanych
meznich chyb, zji&ténych za danych podminek v celém meéricim rozsahu pristroje. Urceni tridy presnosti zalezi na
typu chyby, kterou piistroj vykazuje. Dle druhu piitomné chyby rozlisujeme pak tii skupiny pristroju:

(a) Pristroje s konstantni absolutni chybou: jde o pristroje, vykazujici tzv. aditivni chybu,tj. chybu nulové
hodnoty, obr. 3. V pripadé ¢isté aditivnich chyb méieni se uziva redukovai relativni odchylka(zde piimo rovna
tride presnosti pristroje)

A0 A0
6, = 100 —— = 100 —
Xnax ~ Xmin R
kde R je rozmezi stupnice. U pristrojt, kde pasobi chyby mereni aditivng, klesa relativni odchylka & hyperbolicky
s hodnotou x.

Metrologické vlastnosti mericich pristroju charakterizuji také dalSi veli¢iny: prahem citlivosti x se oznatuje
vstupni hodnota, pro kterou je absolutni chybarovnax,, ¢ili A, = X, tj. reaivni chyba 6(x.) = 100%. Pxi znalosti tridy
presnosti 5, a rozmezi R se prah citlivosti vycidi podle vztahu x. = &, R/100. Pro zgjisténi dostatecneé malé
hodnoty relativni chyby meticiho pristroje se definuje spodn mez pracovihno intervalu xtak, aby relativni chyba
d(x) byla préve p%, obyceiné 4 nebo 10%. Plati, ze

A0 Xc
x, = 100 =2 = 100 -2
p p

Aditivni chyby mericiho pristroje omezuiji rozsah pouZiti pristroje v oblasti malych hodnot vstupni veliciny x. Vztah
mezi prahem citlivosti X, a spodni mezi pracovniho intervalu x, vyjadiuje obr. 4.
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Obr. 4 Vztah mezi prahem citlivosti x, a spodni mezi
pracovniho intervalu x,

(b) Pristroje skonstantni relativni chybou: v pripadé cisté multiplikativnich chybméreni je relativni chyba
citlivosti (zde rovna piimo tridé presnosti pristroje)

5, = 100 A /X

konstantni. VV tomto pripadé je absolutni odchylka linearné rostouci funkci vzhledem k velicing x, obr. 5.
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Obr. 5 Konstantni relativni chyba meien &,

(c) Prigtroje skombinovanymi chybami: u kombinovanych chyb meéieni Ize celkovou chybuozepsat na soucet
aditivni A, a multiplikativni & x lozky podle rovnice

A = A0+65X

Interval neutitosti zvany také pas neutitosti je potom tvoien soué¢tem ploch aditivnino a multiplikativniho pasu
neurc¢itosti. Celkova redukovai relativni chyba

6R=80+65=|);

pormer 648, vetSi K vyjédieni tiidy presnogti 8, se v téchto pripadech uzivgji dva Udaje: redukovaa relativni chyba
6, a chyba vznikk na horri hranici mericiho rozsahus  dle vzorce 6, = &, + 6, . Jde o pripad tzv.

kombinovaného pasobeni aditivni a multiplikativni chyby, obr. 6.
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Obr. 6 Kombinované piisobeni aditivni a multiplikativni chyby mereni 5, + &,
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1.2 Zpusoby vyjadieni odhada chyb méreni

K vyjéadieni absolutnich chyb mereni A se ngicastéji vyuziva pravdépodobnostni pristup, vychézejici ze znalosti
pravdépodobnostniho zakona rozdeleni chyb, vyjédieného hustotou pravdépodobnosti f(4). To umoziuje zahrnuti
systematické dozky chyb jako stedri hodnoty chyla ndhodné slozky chyb jako relativni Sicky rozdéleni, vyjédiené
rozptylemgi ostatnimi mirami rozptyleni. Lze pouZzit také nepravdépodobnostni pristup, zaloZzeny naintervalowe
analyze.

Pro prakticky odhad chyb méieni A, ato i pristrojovych chyb, Ize uzit celou fadu charakteristik, pocitanych z
vybérovych hodnot chyb A, = x - 1, kde P je bud” hodnota standardu nebo odhad skute¢né hodnoty L.

Z&kladni charakteristiky polohy arozptyleni chyb vychazeji ze znalosti hustoty pravdépodobnosti chyb f(A):

1. Momenty jsou jednak obec® typu M, (X) :fof(x) dx, jednak cent@ni typu

c (X = f [x - M, (] f(x) dx.

2. Specalni miry rozptyleni jsou zaloZené na volbé vhodného aproximujiciho rozdéleni. Pokud je znam pouze
interval chyb -a < A < a, resp. pouze mezm odchylka avoli se bud’ trojuhelnikové nebo rovnomerné rozdeleni

hustoty pravdépodobnosti f(4), obr. 7.
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Obr. 7 Hustota pravdépodobnosti pro trojthel nikové a rovnomerné rozdsleni

V obou piipadech je stFedri hodnota chyb E{) = 0 a snerodatra odchylkapro
(8) pro rovnomerne rozdeéleni rovna o, - a/y/3 = 0.5774a, apro

(b) trojuhelnikové rozdéleni o, = a/2y/6 ~ 0.2041a.

Jako mira rozptyleni se pak bere bud’ o nebo o podle toho, které z téchto rozdeleni |épe vystihuje dany problém
(jde vlastné o vypocet nejistoty typu B.
3. PravdépodobnostP(a < A < b), sjakou chyby leZi ve zvoleném intervalu [a, b).

4. Kvantily, tj. hodnoty chyb A_, pro které plati, ze P(A < la) = . To znamena, Ze 0% v3ech chyb lezi pod
hodnotou A, .

Je zigimé, Ze pravdépodobnosti a kvantily spolu vzgiemne souvisi. Napi. predpoklad symetrického rozdéleni
umoziuje stanoveni mezi [a, b] jako specidnich kvantild, pro které je pravdépodobnost P(A < a) = a/2 a
pravdépodobnost P(A < b) = 1 - a/2.

Obecri |ze pro tyto charakteristiky definovat jisty interval [a, b'] jgich moznych hodnot. Pro piipad, Ze je zndma
hustota pravdépodobnosti f(4) lze tuto Ulohu feSit pomoci standardnich statistickych metod (tj. intervaki
spolehlivos)i. DalSimoZnogti je pouziti metodiky stanoveni neurcitosti vysledka mereni. Pri nepravdépodobnostnim
piistupu Ize vyuzit také intervalové analyzy.

1.2.1 M omentové odhady chyb

Obecné lze pii znalosti chyb 4;, 1 = 1, ..., n, urcit odpovidajici rozptyl ci. Na zéklade predstavy, Ze mereni je
vyjédieno jednoduchym aditivnim modelem x. = p + A, Ize snadno urgit rozptyl mgrené veliciny x jako 2. Pokud

plati, Ze A=0 (stfedni hodnota chyb je rovna nule, E(4) = 0, t. zn. Ze systematicka sloZka chyby je nulova) je
c, = c, kde

n-1
Pravdépodobnostni interval chyb: predpoklédejme, Ze chyby maji symetrickou hustotu pravdépodobnosti f(4)
se gtiedni hodnotou E(A) = 0. Necht’ je zndmai distribu¢ni funkce F(4). Pro pravdépodobnostni interval, ve kterém
lezi 100(1 - )% vSech chyb plati
P=(-kc < A < ko) = F(ke) - F(-ks) =1 - 2F(-ks) =1 - «
f(x)

GZ\I L (x - X)°.

P
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\

-k.c 0 k.c
Obr 8. Pravd&podobnostni interval chyb

Zde -k predstavuje o kvantil, k je 1 - o kvantil standardizovaného rozdéleni chyb a o je smérodatna odchylka. Pro
fadu rozdgleni plati, Ze pro P=0.9 je |k| = 1.64, takZe pravdépodobnosthinterval rdhodré chyby4 se vyjadii
nerovnosti

-1646 <A< 164c



Toleranéni interval chyb: je-li znam pouze odhad smérodatné odchylky s a je-li stiedni hodnota chyb opét
nulova E(4) = 0, vyjédii se tolerarcni interval rdhodreé chyby/ nerovnosti

-k;s <A< ks
kde za predpokladu norméniho rozdéleni chyb bude
n-1
2
% -1

Kr = Uq.pyz
a Xi je a-kvantil 2 rozdgleni. Plati pravidlo, Ze tolerareni intervaly jsou vzdy SirSi nez intervaly prajmbdobnostni.

Kombinace rozptyla: vysedny rozptyl 0\2, se vy¢idi na zéklade propagace rozptylti z m zdroja

m m m
oy = D0 +2) Y cov(X, X),
i1

i=1 j=i+1
kde Giz je rozptyl, zptsobeny i-tym zdrojem, cov(x , X)je kovariance mezi i-tym a j-tym zdrojem. Potom plati, Ze
pro

m

a) vzgemne nezavislé rozptyjykdy cov(x, x)= 0 vyjde kvadraticky ptimer rozptyki dle vzorce o, = Z Giz,
i=1

b) linearre zavisleé rozptylykdy cov(x, X)= o; o; vyjde az na konstantu aritmeticky primer rozptyki dle vzorce

m
6, = 2. G.Zeznamétrojuhelnikové nerovnosti plyne, ze
i=1

V Z 6° < Z o, . V souladu stim, Ze se pripoudti vzdy horSivarianta, je vhodné volit v pripadech, kdy nejsou o
korelacich mezi zdroji chyb Zadné informace jako celkovou smérodatnou odchylku o, .

Volba mériciho pristroje vzhledem k chybam méreni: celkova chyba méieni o, pro piipad, Ze variabilita
mereného materidlwyjadiena rozptylems? arozptyl nericino pistroje 1 pochézeji z nezévidych zdroja, se vygidi
vyrazem

0\,2 = g%+ 17,
Celkova chyba mereni bude piitom zéviset na volbe pristroje:

1. Pro velmi pesny pistroj je ozka chyby 7 zanedbatelné mala a proto plati o, = 0. Opakovanim Ize zlepsit
piesnost mereni.

2. Pro optimalni pistroj plati = = /3 apak bude celkova chyba metreni rovna

o, = Yo + 6%13 = ¢ /10/9 ~ o.
3. Pro srovnatelné chybplati = ~ o, a pak bude celkova chyba méteni rovna o,, = V26 =1440.
4. Pro nep‘esny pistroj plati o, ~ 7, a opakovanim mereni nelze presnost zlepsi.

Pravidla o chybach méreni: pii méieni je vhodné respektovat pravidla o chybéch:

(&) Pri mereni veicinx; ax,, které se pro ziskéni vydedku stitgji ¢i odeitgji y = x; £ x, dbame, aby oba s¢itance
X, aX, byly méieny se stginou absolutni piesnosti. Je-li chyba jedné z nich mnohem vétSi, rozhoduje pak sama o chybe
vydedku y.

(b) Je-li vydedkem stiténi ¢i odcitani mald hodnotay = x; £ x,, je vysledek zatizen velkou relativni chybou. Tomu
se vyhybadme a malé hodnoty se snazime mgtit piimo.

(c) Pri mereni velicinx; ax,, které pro ziskani vysledku ndsobimey = x, * x, nebo délimey = x,/ x,by mély byt
obe veiciny x, ax, stgjné relativni presnosti. V pripadé souc¢inu mocnin s raznymi exponenty je vyhodngjsi, jsou-li
relativni chyby nepiimo Umeérné prislusnym exponentam, aby souc¢in exponentu a relativni chyby byl piiblizne
konstantni.

1.2.2 Kvantilové odhady chyb



Uvazujme steginou situaci jako u momentovych odhadd, tj. smérodatna odchylka mereni o je piimo rovna stredni
kvadraticke chybé o, ¢ili 6 = o, . Jednou z jednoduchych charakteristik rozptyleni je tzv. interkvantilova odchylka
Klfq = ()zlfqlz - )quz) :

Zde X predstavuje obecné kvantil rozdeleni chyb, ve kterémlezi 100a% vSech chyb. Hodnota K, , definuje interval,

ve kterém lezi P =100(1 - q)% chyb.
f(x)

q/2 1-q q/2

I T
xlfq/'l

X,

Obr 9. Kvantilovy interval chyb
Pro zvolenou pravdépodobnost ¢ili statistickou jistotu P = 1 - g je pak mezni chyba mereni rovna A, = Klfq a

odpovidaintervalu obsahujicimu 100(1 - )% vSech chyb. Jgji velikost obecné zavisi na hodnoté g a na konkrétnim
zékonu rozdéleni chyb. Pro vybrané hodnoty pravdépodobnosti P je v praxo zavedeno specifické oznaceni dotycné
chyby:

(a) Sedni chyba (P =0.5): 6, o5 = (%75 — X5,5)/2, UZivase pro normalni rozdeleni plati ¢, ,. = 0.68 .

(b) Pravdépodobna chyba (P = 0.683): 6, gee3 = (Xyga15 — Xo.1585)/ 2+ UZIVA se pro normalni rozdeleni plati
Ox 0683 ~ O
(c) Chyba pro libovolné nezname rozdéleni (P = 0.9): 6, 14 = (Kyg5 — Xy05)/2-
Pro fadu rozdéleni plati, Zze 6, ,, = 1.65 o, aproto je pro scitani dilcich kvantilovych chyb vhodne vyuzit

vztahu 6, 4 = ,/Z ci 09, V pripadé, kdy chyby m&reni maji normani rozdeleni, Ize psét o, = Ury.pyz O kde
Ui+py2 j€ 100(1+P/2)%ni kvantil normovaneého normalniho rozdéleni. Pro ostatni rozdéleni plati, Ze mezni
kvantilovou chybu o, Ize vyjadtit vztahem o,, = h o. Velikost h souvisi se Spicatosti g,daného rozdgleni chyb

vztahem
h = 1.62[3.8(g, - 1.6)**]*, kde Z = log[log(1/(1 - P))].
Je treba ale zdaraznit, ze kvantilové chyby o, nelze obecné itat.

1.2.3 Nepravdépodobnostni inter valové odhady chyb

V nekterych pripadech chybi o pric¢indch nejistoty promeénnych pravdépodobnostni informace. Pro kazdou
promeénnou x; se da pouze vyjadtit ohraniceni ve tvaru [ajD < X < a].H] , kde a].D je dolni mezni hodnota a a].H je

horni mezni hodnota promeénné x. Timto intervalem Ize definovat tzv. intervalove promeénné. Pro intervalové
promeénne plati obecné A = [a,, a,] pro s e {a < a}.Prokombinaci intervalovych proménnych A aB Ize

pouzit intervalove aritmetiky. Plati, Ze

A +B=[a, a] +[b, b] =[a +b,a +b],

A -B=[a, a] - [b,b] =[a -b,a +b]

A =B =[a, a] *[b, b] =
[min(a, * b, &, * b, , a, * b, & * b)),

mex(a, * b, ay * b,, a, * b, a * b, a, * b))]

A /B = [a, a)] /[b, b)] = [a, &]* [V-b,, Ub,]
Tato aritmetika se da pouzit v jednodussth situacich pro stanoveni intervala chyb méieni.

1.3 Propagace chyb a ngjistot

1.3.1 Metoda Taylorova rozvoje



Pripad jedné primo mérené veli¢iny x: uvazujme negjdiive pripad jedné piimo merene veliciny x, kdy vysedky
meteni jsou{x},i=1,...n, aznichseuréyji odhady X, s2. Vydedek nepiimych mreni je vyjadien znamou funkci
y = f(X). Obecné zde znaci “f(.)" nelinedrni funkci, a proto plati, Ze y # f(x). Odhad y, 57 se provadi s vyuZzitim
Taylorovarozvoje f(x) v okoli x

i&(x—)@+ldf(x)(x X)2 +

fx) = f(x) +
) ®) 11 dx 2 dx?

E(H) = 7 = £(%) + TXEx - 1) + LIV 5y
dx 2 dx?

R - 1d d(x).
dx?

D(1() - () = § = D 1T X - %)

2

Pripad vice mérenych proménnych: vysedkem vice nepiimych mereni je pak funkéni vztah f(x,, ..., X,). Ze

znamych vysledki vice primych meteni se uréi x, sfl oy X sf . Ozna¢me zde vektor praméra symbolem
m

X = (X}, ..., X.). ProTaylorav rozvoj pak plati

() = @) + Y d;(x) (% - X) +

i-1 dX

m-1 m 2
+§Zd 0 6 - 52+ Y Y0 1y - %) -
[ d)(i i=1  j>i dx d
y o~ fX) + X Z d” f(X) Zl f: d° f(X) cov(x X)
2 i1 dx_ =1 j=i+ d )

2

df(x) df(x)
dx dxj
kde cov(x, x) je kovariance mezi velicinami x a . Existuji dvakrajni piipady pro s°;
1. Dil¢i zdroje chyb jsou zcela nezavidé a vsechny kovariance cov(x, x) = O jsou nulové. Celkova chyba

cov (x;, xj)

df(X) m-1 m
a2 B

i i=1

i=1

m
' Z sf bude Umeérna kvadratickému prameru dil¢ich chyb ze viech m zdroja.
i1

2. Dil¢i zdroje chyb jsou linearne zavide aplati, Ze  cov(x;, xj) = \/sfi sj . Celkova chyba s, bude nyni tmérna
m
aritmetickému prameru vsech dil¢ich chyb S, = Z S
i=1

Pripad mocninnétransformace y = f(x) = x 7: pokud x m&lo symetrické rozdgleni s konstantnim rozptylem o,
2 bude rozdgleni y nesymetrické s nekonstantnim rozptylem.
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P

ol = X7 2= p2 2D 2
X

Z Taylorovarozvoje pak vyjde

v~ XP o+ P(PZ— 1) <P -2 sz _ %P [1 N P(PZ— 1)52]

Pouziti symetriza¢ni transformace
7 = f(x)llP — y1/P ’

=

kde Z jiz ma symetrickeé rozdéleni a tedy priblizné plati, Ze Z = Z Z, . Z toho pak plyne priblizny vyraz

n

P
P

7= =Yy
E

Plati, Ze pro P = 1 jde o aritmeticky prumér, pro P = -1 o harmonicky prazmer, pro
P = 2 o kvadraticky pramer. Dle typu mocniny |ze zvolit odpovidajici pramer.

1.3.2 M etoda dvoubodoveé apr oximace

Postup je zaloZen na ndhradé rozdéleni pravdépodobnosti funkce f(x) dvoubodovym rozdélenim se stejnou stiedni
hodnotou a rozptylem’. Pro odhad stedni hodnoty y plati
v = f(x + s(x)) + f(x - s(x))

2
a pro odhad rozptylu
f(x + s(x)) - f(x - s(x))]?
s2y) = [f(x + s(x)) - f( (x))]
4
Je-li f(x) funkci m nezavidych, nahodnych a vzgemné nekorelovanych velic¢in x, i = 1,..., m, je mozné uzit

nasledujicich vztaha
o+ s(x) + (- s(x)

>

pro odhad stedni hodnoty  y
i-1 2m

Q

o [f( o+ s(x)) - G - sOg)I?
Y .

i—1 4 m

Q

apro odhad rozptylu s2(y)

1.3.3 Metoda smulaci Monte Carlo

PXi urgovani strednich hodnot y arozptyli o%(y) jako funkci ndhodnych veligin pocitatem je vyhodné pouzit techniky
simulagnich experimentii metodou Monte Carlo. Postup Ize shrnout do péti krok®:

1. Zadani funkee f(x): v tlohéch prirodnich ved byva funkce f(x) vétdnou zndma. Vyhodou simulace je, Ze funkce
f(X) nemusi byt vyjadiena v explicitnim tvaru.

2. Rozde¢leni merenych velicin: predpoklada se, Ze méirené veliciny jsou nezavidé a maji normalni rozdeleni
pravdépodobnosti. Staci zadani velicin x;, s(x;), i =1, ..., m. Pokud nejsou tyto veli¢iny k dispozici, postacuji dvé
krajni hodnoty intervalu [A;, B], ve kterém lze ocekavat vyskyt meéiené veli¢iny x. Aproximativni hustotu
pravdépodobnosti f(x) |ze vyjadiit pomoci parabolického rozdéleni

f(x) = _ 6 (X - A (B -x) proA<x<B.
(B - A



SlozitgjSibude situace, kdy se mezi vstupnimi mérenymi velicinami x; vyskytnou korelace. Pak je tieba specifikovat
simulténni rozdéleni viech hodnot x, i = 1, ..., m, coZ bude jednoduché pouze pro ptipad normaniho rozdeleni.
3. Generace ndhodnych ¢isdl: na pocitatich existuji kvalitni generatory pseudondhod-nych Cisel s rovnomernym
rozdelenim R[O, 1]. Pri znalosti dvou nezavidych nahodnych ¢isel R, R.,; s rovnomérnym rozdélenim Ize pomoci
Boxovy-Mdillerovy transformace urcit dvé nezavida nahodna ¢isa N, N.,; s normovanym normalnim rozdglenim

podle
N =/-2IhRsn2zR)a N, =,/2NRcsR2aR,) .

Pek j-td smulovana hodnotai-té velic¢iny x, bude vyjadiena xIJ =N, s(x) + X . Pro parabolické rozdéleni bude
smulovana hodnota x ;* feSenim kubicke rovnice

6
B - A

4. Volba poctu ssimulaci: pravidla pro uréeni nezbytného poctu simulaci jsou stejna jako pravidla pro uréovani
velikogti vyberu. Jde-li o odhad stiedni hodnoty a pokud Ize definovat poZadovanou Sitku 100(1 - )% niho intervalu

05 % =X - ==+ o =R B kie a=A°-AZ+ A p-

2

U o0 s2(y)

spolehlivosti D, plati pro minimalni pocet simulaci vztah n . = .
D

+ 1 , kde u,_, je kvantil

normovaného normalniho rozdgleni a s(y) je odhad rozptylu uréeny napt. z prvnich 50 simulaci.

5. Sumarizace vydedki: s ohledem na maximani univerzanost je vyhodné nalézt empirickou hustotu
pravdépodobnosti rozdéleni souboru smulovanych hodnot y*, j = 1, ..., Ny, apak vycidit odhady parametri polohy
arozptyleni.

1.4 Ngjistoty vydedka méreni
Jsou porovnany postupy k uréovani nejistot, a stim spojené v literature nove zavadené terminologie s terminologii
statistické analyzy. Zvoleny pristup vypoétu nejistot je silné zavidy na piedpokladech o vzniku a vlastnostech

jednotlivych ngistot. Neistoty v nove zavadéné terminologii piredstavuji vliastné intervaly spolehlivosti ve statistické
analyze. Zakladni rozdil je pak v uzivani neexperimentalnich informaci o zdrojich variability.

1.4.1 Porovnani pristupa k vypoctu ngjistot

A. Pima méreni: pro pripad rady zdroji chyb mgticiho systému pro piiméa meteni je situace znézornéna obr.

10
d L=
— (E1....En}L) —» |}>1Ct
)
Jo .

Obr. 10 Blokové schéma mericiho systému pro piima mgreni

Zde p jemerenaveicing, e, €, ... , €, jS0U Sumove ozky, nazyvané externi zdroje nejistot afunkce g(e,, €,, ..., €,
, L) souvisi s modelem pasobeni Sumovych slozek, které maze byt aditivni, multipikativni a kombinované.

1. Analyza ngjistot podle standardni statistické analyzy, cit. >
a) Odhad veli¢iny u (bodovy), viz. kap. 3.
b) Odhad rozptylu o (bodovy), viz. kap. 3.
¢) Odhad intervalu spolehlivosti (1S) pro W, viz. kap. 3.



d) Odhad vychyleni b= E(u - 1), viz. kap. 3.
Obecné je tieba pripustit, Ze odhad [1 je vychyleny, tj. sttedni hodnota E([1) = . Pak je mirou celkové variability
stedni kvadraticka chyba MSE, pro kterou plati
MSE = E(K - )? = E[K - E(R)]® + E[f - E(Q)]* = D(D) + b?
akteraje rovna sougtu rozptylu D(f1) a &tverce vychyleni b,

2. Analyza ngjistot podle nové terminologie, cit. %
a) Odhad veliciny p (bodovy): i kdyZ v nove literatuie neni obvykle model specidné uveden, piedpoklada se

m
aditivni model x, = p + Z &, kde Sumy maji nulové stredni hodnoty E(g;) = 0 a konstantni rozptyly D(e;) = o/”.
i=1

Pak rezultuje znamy odhad stiedni hodnoty ve forme aritmetického praméru, I = X.

b) Odhad rozptylu D(1): predpoklada se nezavislost (pripadné pouze linedrni zavislost viech slozek Sumu) e;
. Jsou uzivany nésleduijici miry rozptyleni:

Sandardni negjistota typu A, uy, tj. smérodatna odchylka m¢r'ené sumoveé dozky se pocita jako odmocnina
z vybérového rozptylu.

Standardni ngjistota typu B, ug, tj. smérodatna odchylka nemérené a v experimentu nesledované dimové
dozky, kterd se odhaduje jako smérodatné odchylka, odpovidajici jejimu apriorné vybranému rozdgleni. Rada odhadi
pro apriorni rozdgleni rovnomerné, trojuhelnikové, lichobéznikové a normalni je uvedenav literature™ 2.

Misto odhadu D(f1) se pouziva kombinované standardni nejistota u, vychazejici z plathosti vyse uvedeného
aditivniho modelu

ul= 2 u+ X ug?.
Pro zavidé zdroje ngjistot se pricitaji jeste kovariance.

¢) Odhad intervalu spolehlivosti (IS pro p: predpoklada se priblizna normalita, zigjme plynouci z centréni
limitni véty. RozSiFend nejistota, forméne totiz polovi¢ni Sicka intervalu spolehlivosti pro , je pak U = 2 u,.
Problémem v&aK je, Ze v fadé pripadi nekteré standardni nejistoty dominuiji a pak jiz predstavu normality z centrani
limitni véty nelze aplikovat.

d) Odhad vychyleni b = E(u - 1): vabec se neuvazuje. Predpoklada se, Ze vychyleni U je odstranéno v rdmci
metody meteni. V préci Phillipse a ost.™ je navrzen postup vypoctu ngjistot pro pripady, kdy vychyleni b eliminovano
neni. Jednoduse se vytvori dve rozSikené ngjistoty

U,=U-bproU-b>0,resp. U, =0
U=U+bproU+b>0,respU=0.
To pak pochopitelné vede k nesymetrickému intervalu spolehlivosti.

B. Nepiima méreni: Vydedek analyzy f(u, , ..., W) je vytvoren znamou funkci skutegnych vysledka primych
mereni W, ..., i, , (Napt. métime polomeér a chceme znét plochu pri¢cného fezu kruhovych vidken). K dispozici jsou
odhady parametri ({1,, [, ..., [i,,) apiisusné odhady rozptyl, resp. ctverch nejistot,
D(f), D(R,), .. D(fiy).

1. Analyza nejistot podle standardni statistické analyzy, cit. > *;

a) Odhady zodhadi f1;,i =1, ..., m, viz. kap. 1.3.

b) Odhad rozptylu D(y), viz. kap. 1.3.

¢) Odhad intervalu spolehlivosti proy, viz. kap. 1.3.
2. Analyza ngjistot podle nové terminologie, cit. ™2

a) Odhad y z odhadiz 1, i = 1, ..., m: neni reSen piimo, ae velmi aproximativné se piedpoklada
¥ = H(fy By o )

b) Odhad rozptylu D(Y): je to vlastné rozSifena nejistota u(y). Vychézi se z predpokladu, Ze f(x) 1ze nahradit
linearizaci Taylorovym rozvojem v okoli p

y=f(x)zf(u)+2[@

- dXi (Xi - H.)




df())?

D(y) = 3 T | PO v ev)
2y - S [ AFO) 2y
uiy) = X B | U0 o)

D(y) se obvykle nespravné oznatuje jako zakon SiFeni ngjistot. V pripade, Ze zdroje nejistot jsou linearné zavise,
provadi se korekce s vyuzitim kovarianci cov(...). Linearizace miZe vsak byt v fade pripadi velmi nepiesna

c¢) Odhad intervalu spolehlivosti pro y: piedpoklada se témer vzdy nekorektné priblizna normalita. Nelinedrni
funkce norméne rozdélenych nahodnych veli¢in totiz norméni rozdéleni nema. Polovina 95%niho intervalu
gpolehlivosti ¢ili rozSiena nejistota je potom U = 2 u(y). Zde 2 ¢i presngji 1.96 predstavuje kvantil normovaného
normalniho rozdéleni. Pro nelineérni transformaci vak rezultuji nesymetricka rozdéleni, coz vede k nesymetrickému
intervalu spolehlivogti. Ve specidnich pripadech (napi. sopova andyzav anaytické chemii) to maze vyrazne ovlivnit

VVVVV

smeru k vysSim hodnotam SirSi.
1.4.2 Kritické poznamky k vypoétu nejistot

a) Pozndmky terminologické nasledujici pievodni tabulka ukazuje, Ze terminy doporu¢ované v nekteré literatuie
odpovidgji vlastné béznym pojmam, uzivanym ve statistice:

Nova terminologie: Statistika:

Sandardni ngistota A smerodatna odchylka mérené sumové dozky

Standardni nejistota B smerodatné odchylka (odhadnutd) Sumoveé

dozky s
Kombinovana nejistota smerodatna odchylka funkce'y, s(y)
RozSiFen& ngjistota polovina intervalu spolehlivosti 1S
Faktor pokryti l0<Cvant|I normovaného normalniho rozdeleni

b) Poznamky statistické vypocty v neékterych odkazech literatury vychézeji z predpokladi, které viak nejsou v
procesu navrhovaného vypoctu nikterak oveérovany:

a) aditivni model mereni resp. pasobeni sumovych slozek (zdroja nejistot),

b) konstantni rozptyl metreni (resp. zdroju nejistot),

¢) normdlita nelineérni funkce normalné rozdélenych proménnych (pro urceni rozsSicené nejistoty resp. intervalu
gpolehlivosti 1S),

d) nekorelovanost meéieni,

€) mala nelinearita funkce f(x), umoziujici pouZziti jgi linearizace,

Problémem je nekorektnost pii konstrukci a interpretaci rozSiFené ngjistoty U (resp. intervalu spolehlivosti 1S).
Klascké datistika vede totiz k tomu, Ze pro n - « je 100(1 - o)%ni interval spolehlivosti parametru L roven vyrazu
iu, ,, VD().

PXi vypogtu ngistot neni kombinovana nejistota u.? pouze odhadem rozptylu D({1), ale obsahuje jeit& dalSislozky.
Pak vyjde rozSiFend ngistota U systematicky vySSi nez polovinaintervalu spolehlivosti, hodnota 2 zde nezgjistuje

priblizneé 95%ni pokryti ainterpretace takového intervalu je nesnadné

¢) Poznamky vypocetni: misto ndhrady derivaci diferencemi, jak se ¢asto doporucuje v raznych priruckéch, by bylo

vvvvv

1.4.3 Piistup intervalové analyzy k nejistotam

V praxi obvykle neni znamo rozdéleni meirenych velicin x resp. chyb mereni A, takZe analyza nejistot zaloZzena na
pravdépodobnostnich predpokladech je silné omezena. Pri intervalové anayze sek “pramernému” vysledku meéieni X



musi definovat mezni odchylka (chyba) d a vydedek vyjadiit jako interval. Zde X oznatuje tzv. intervalovou
proménnou X = [X - d, x + d].

V pripadg, Ze se vyjadiuje interval neurcitosti absolutni chyby, je x = 0 aplati, Ze
X=[-d, +d]. V obecngjSim pripade mize byt hraniéni chyba funkci Urovne merené veliciny d = d(x). Pak dostavame
intervalovou promennou jako funkci

X(X) = [x - d(x), X + d(X)].

Ugelem je pro vysledek neprimych mereni y = f(x,, ..., X,) stanovit odpovidajici interval neurgitosti (mezni chybu),
cit. *;

Y= Iy YT = 10 e X)) = LR o X)) PO X, € Xy, % € Xy o }

Hodnoty y , y* jsou maximem a minimem vyrazu
f(X, o X)) = (X, + AX, .., X, + AX) ,kde Ax =p -d ,

kde b, je skute¢na hodnota veliciny x. Na zékladé linearizace pomoci Taylorova rozvoje Ize dospét ke vztahu

F(X,, - 7+ 9 %) Dx
i1 dx
atedy y oy ]=y=d
kde ¥ = f(X, ... X) a d - Ign; g’—f (%, o X)| @
Tento agoritmus je sice zjednoduseny, e umoziuje praci s hrani¢nimi chybami d, které nemaji pravdépodobnostni

charakter. Zgimavé je, Ze pro pripad linearni funkce f(x), kdy jsou derivace % = 1 je celkova odchylka d souctem

i
dil¢ich odchylek, coz v pravdépodobnostni interpretaci znamené variantu linearné korelovanych sSumovych slozek.

1.4.4 Zaokrouhlovani ¢isel

Zaokrouhlovanim se nedopougtime veétSi chyby nez poloviny jednotky odpovidajici fadu posledni ponechané ¢idlice.
Relativni chyba zaokrouhleného ¢ida je menSinebo rovna

1

< _—
e 2.A.10" ¢

kde A je prvni platna ¢idice an je pocet platnych ¢idlic v zaokrouhleném ¢idle.



