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Souhrn: Postup hleddani regresniho modelu obsahuje: 1. Navrh modelu zacing vidy od
nejjednodussiho modelu, a to linedrniho. 2. Predbéznd analyza dat sleduje proménlivost
proménnych na rozptylovych diagramech a indexovych grafech. VySetiuje se
multikolinearita, heteroskedasticita, autokorelace a viivné body. 3. Odhadovani parametrii
se provadi klasickou metodou nejmensich Cctvercii, nasledované testem vyznamnosti
parametrii Studentovym t-testem. Stiedni kvadraticka chyba predikce MEP a Akaikovo
informacni kritéerium AIC predstavuji rozhodci kritéria pri hledani nejlepsiho regresniho
modelu. 4. Regresni diagnostika provadi identifikaci vlivnych bodii a overeni predpokladii
metody nejmensich ctverci. V pripadé vice vysvetlujicich proménnych se posoudi vhodnost
jednotlivych promeénnych pomoci parcidalnich regresnich grafii a parcidalnich rezidualnich
grafii. 5. Parametry zpresnéného modelu jsou odhadovany s vyuzitim (a) metody vazenych
nejmensich ctvercii (MVNC) pii nekonstantnosti rozptylu, (b) metody zobecnénych
nejmensich c¢tvercii (MZNC) pri autokorelaci, (c) metody podminkovych nejmensich
ctvercii (MPNC) pri omezeni kladenych na parametry, (d) metody raciondlnich hodnosti
(RH) u multikolinearity, (e) metody rozsivenych nejmensich ctvercii (MRNC) pro pripad, Ze
v§echny promeénné jsou zatizené nahodnymi chybami, a konecné (f) robustnich metod pro
Jjina rozdéleni nez normalni a data s vybocujicimi hodnotami a extrémy.

UvOoD
Pii vystavbé regresnich modela se uzivd metody nejmensich étvercd MNC. Tato metoda poskytuje
postacujici odhady parametri jenom pi#i souc¢asném spinéni vSech sedmi predpokladi o datech a
regresnim modelu. Pokud piedpoklady nejsou splnény, ztrdci metoda nejmenSich ctverct své
vlastnosti.

Zakladni predpoklady metody nejmensich ctvercii (MNC): Statistické vlastnosti odhadt ¥, ,€, b zavisi
na spinéni jistych sedmi piedpoklada. Pokud plati ptredpoklady | az IV, predstavuji odhady b
parametrd B nejlepsi, nestranné a linearni odhady (znaceno metoda NNLO). Navic maji asymptoticky
normalni rozdéleni. Pokud plati jesté predpoklad VII, maji odhady b normalni rozdéleni i pro konecné
vybéry.

I. Regresni parametry £ mohou nabyvat libovolnych hodnot. V praxi v8ak ¢asto existuji omezeni
parametru, kterd vychazeji z jejich fyzikalniho smyslu.

I1. Regresni model je linearni v parametrech a plati aditivni model méteni.

I11. Matice nendhodnych, nastavovanych hodnot vysvetlujicich promennych X ma hodnost rovnou
prave m. To znamena, Ze zadne jeji dva sloupce x;, Xi nejsou kolinearni ¢ili rovnobézné vektory. Tomu
odpovida i formulace, e matice X"X je symetricka regularni matice, ke které existuje inverzni matice
a jejiz determinant je vétsi nez nula.



IV. N&hodné chyby &' maji nulovou stiedni hodnotu E(&') = 0. To musi u korela¢nich modela
platit vzdy. U regresnich modela se mize stat, ze E(¢') = K, i = 1, ..., n, coz znamena, Ze model
neobsahuje absolutni ¢len. Po jeho zavedeni bude E(&/) =0, kde & =yi- ¥, - K.

V. Nahodné chyby & maji konstantni a konecny rozptyl E(&’) = o°. Také podmineny rozptyl D(y/x)
= 6% je konstantni a jde o homoskedasticky piipad.

V1. Nahodne chyby & jsou vzajemné nekorelované a plati cov(ei ¢) = E(ei ¢) = 0. Pokud maji
chyby normélni rozdéleni, jsou nezavislé. Tento poZadavek odpovidd poZadavku nezavislosti
métenych veligin y.

V1. Chyby & maji normalni rozdeleni N(0, 6°). Vektor y ma pak vicerozmérné normalni rozdéleni
se stredni hodnotou Xg a kovarianéni matici 6°E, kde E je jednotkova matice.

Regresni diagnostika: Metoda nejmensich &tverci MNC nezajistuje jesté nalezeni prijatelného
modelu, a to jak ze statistického, tak i z fyzikalniho hlediska. Musi byt totiz splnény podminky,
odpovidajici slozkam tzv. regresniho tripletu [data, model, metoda odhadu]. Regresni diagnostika
obsahuje pomucky a postupy k identifikaci a) vhodnosti dat pro navrzeny regresni model (kritika dat),
b) vhodnosti modelu pro dana data (kritika modelu), ¢) spInéni zakladnich predpoklad MNC (kritika
metody). Zakladni rozdil mezi regresni diagnostikou a klasickymi testy spociva v tom, Ze u regresni
diagnostiky neni treba presné formulovat alternativni hypotézu. Timto pojetim se regresni diagnostika
blizi spiSe k exploratorni regresni analyze. Pocita¢ slouZi jako nastroj analyzy dat, modelu a metody
odhadu. Model je navrhovan v interakci uZivatele s programem. Tim by mél byt omezen vznik
formalnich regresnich modelu, které nemaji fyzikalni smysl a jsou v technické praxi obycejné jen
omezen¢ pouZitelné.

. KRITIKA DAT

Mezi z&kladni techniky diagnostiky patii stanoveni rozmezi dat, jejich variability a piitomnosti
vybocujicich pozorovani. K tomu lze vyuzit grafi rozptyleni s kvantily a fady postupt priazkumove
analyzy jednorozmérnych dat. Pies svoji jednoduchost umoznuje diagnostika identifikovat jesté pied
vlastni regresni analyzou: a) nevhodnost dat ¢ili malé rozmezi nebo ptitomnost vybocujicich boda, b)
nespravnost navrzeného modelu cili skryté proménng, c) multikolinearitu, d) nenormalitu v piipadé,
kdy jsou vysvétlujici proménné nahodné velic¢iny. Kvalita dat Uzce souvisi s uzZitym regresnim
modelem. Pti posuzovani se sleduje piedevsim vyskyt vlivnych bodiz (VB), které mohou byt hlavnim
zdrojem tady problému, jako je zkresleni odhada a riast rozptylt az k naprosté nepouZzitelnosti
regresnich modeli. Podle toho, kde se vlivné body vyskytuji, Ize provést jejich déleni na a) vybocujici
pozorovani (outliers), které se lisi v hodnotach vysvétlované (zavisle) proménné y od ostatnich, a b)
extrémy (high leverage points), které se lisi v hodnotach vysvétlujicich (nezavisle) proménnych x nebo
v jejich kombinaci (v ptipadé multikolinearity) od ostatnich boda. Vyskytuji se v8ak i body, které jsou
jak vybocujici, tak i extrémni. K identifikaci vlivnych bodu typu vybocujiciho pozorovani se vyuziva
zejména rtiznych typa rezidui a k identifikaci extréma pak diagonalnich prvkia Hi; projekéni matice H,
blizsi Ize nalézt v citaci [1]. Vyskyt vlivnych bodi (VB) je zdrojem fady problému a zptsobuje
zkresleni odhadu a rust rozptylia odhadi parametri. VIivné body se déli dle charakteru: a) hrubé chyby,
predikéni schopnosti modelu. c) zdanlive vlivné body, jez jsou dusledkem nespravného regresniho
modelu.



Statisticka analyza rezidui déli rezidua na nasledujicich n¢kolik druh:

1. Klasicka rezidua €; = y; - x; b. Existuji nespravné predstavy o reziduich, Ze a) rozdéleni rezidui
je stejné jako rozdgleni chyb, b) vlastnosti rezidui jsou shodné s vlastnostmi chyb, ¢) ¢im je reziduum
€ V&tsi, tim je bod vlivngjsi, a tim spiSe by se mél z dat vylougit. Rozepsanim defini¢niho vztahu

n n

& = (1-Hp)y, 'ZH i ¥i=0-Hy) e - ZHijgj

j#i j=i
je ziejmé, Ze kazdé klasické reziduum €; je vlastné linearni kombinaci vSech chyb &;. Rozdéleni rezidui
je proto zavislé na rozdéleni chyb, na prvcich projekéni matice H, na velikosti vybéru n. Klasicka
rezidua maji vlastnosti: a) Rozptyl rezidui je nekonstantni, i kdyZ rozptyl chyb &? je konstantni. b)
Rezidua jsou korelovana: existuje parovy korelacni koeficient rij mezi dvéma rezidui € a ¢

-Hj

\/(1' Hi) (1-H )
extrémni hodnoty, d) rezidua jsou normalnéjsi nez chyby (effekt supernormality), €) u malych vybéra
nemusi spravn¢ indikovat model.

2. Normovana rezidua €y definovana vztahem €y = €i/ & jsou normalng rozdglené veliginy € y;
~ N(0, 1). Plati u nich diagnostické pravidlo 3c, které tika, Ze rezidua vétsi nez +3o indikuji
vybocujici body.

formulovany jako r;= , 1 kdyz chyby &; a g jsou nezavislé. c) rezidua neindikuji

3. Standardizovana rezidua €s definovana vztahem é&g = maji konstantni rozptyl a

€i
o41-H,
maximalni hodnota €s; je ohrani¢ena velikosti ~/n-m. Plati u nich diagnostické pravidlo, Ze jsou
vhodna ptedevsim Kk indikaci heteroskedasticity.

4. Jackknife rezidua € ¢ili ""pIné studentizovana™, jsou definovana vztahem, ve kterém se uZzije

A

. A , ~ . n-m-1
misto & odhadu smérodatné odchylky o (i), a dostane se é&; = &5,/ ——— = vnh-mcotg @;.
n-m-es;
Rezidua maji Studentovo rozdéleni s (n - m - 1) stupni volnosti. Plati u nich diagnostické pravidlo, Ze
jsou vhodna piedevsim k identifikaci vybocujicich boda (outliers).

A

5. Predikovana rezidua €p jsou definovana vztahem &y = y,-x;b; = 1&, kde b jsou

MNC odhady ze vSech bod& kromé i-tého. Plati u nich diagnostické pravidlo, Ze indikuji vybodujici
hodnoty (outliers).

y; Xib,
\/1 + X (Xin Xi-l)-l XiT |

i =m+1 ..,n, kde b, jsou odhady ziskané z prvnich (i - 1) bodd. Plati pro n¢ diagnostické

6. Rekurzivni rezidua €r jsou definovana vztahy é=0,i=1,...m, g =

pravidlo, Ze indikuji autokorelaci a nestabilitu regresniho modelu v ¢ase.

Obrazce v diagnostickych grafech: Pokud se v diagnostickych grafech rezidui objevi tvar ,mraku®
bodu (obr. 1), je detekovana spravnost metody nejmenSich ¢tverci. Jiné obrazce bodu v grafu rezidui
indikuji vesmés nesprévnost v datech ¢i nespravnost modelu: tvar vysece odhaluje nekonstantnost
rozptylu ¢ili heteroskedasticitu v datech, tvar pasu indikuje chybu ve vypoctu nebo neptitomnost x; v
modelu, tvar pasu maze byt i dasledkem vybocujicich hodnot nebo indikuje chybny vypocet, kdy v



regresnim modelu chybi absolutni ¢len. Nelinedrni tvar ukazuje na nespravné navrzeny model.
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Obr. 1 Nejcastéjsi tvary obrazce bodu v grafické analyze rezidui: a) tvar mraku, b) tvar vysece, C) tvar
pasu a d) nelinearni tvar.
Grafy identifikace vlivnych bodii: Existuje pét grafickych diagnostik vlivnych boda, které soucasné
testuji charakter vlivnych bodu, zatimco ostatni diagnostické grafy spiSe odhaluji podezielé body.

1. Graf predikovanych rezidui GPR, (osa x: €p, 0sa y: €;). V grafu jsou extrémy snadno
identifikovany svou polohou, nebot’ lezi mimo piimku y = x. Vybocujici body leZi sice na piimce y = x
nebo v jeji blizkosti, jsou vSak dostatecné vzdaleny od mraku, shluku ostatnich bodu (obr. 2a).
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Obr. 2 Grafy vlivnych bodi: a) Graf predikovanych rezidui (GPR), b) Williamstv graf (WG): E znaci
extrém a O znaci vybocujici bod.

2. Williamsiv graf WG, (osa x: prvky Hi;, osa y: € ). Do tohoto grafu se zakresluji jednak mezni
linie pro vybocujici body, y = tog5(n - m - 1), a jednak mezni linie pro extrémy, x =2 m/ n. Zde ty.gs(n
- m - 1) je 95% kvantil Studentova rozdéleni s n - m - 1 stupni volnosti (obr. 2b).

3. Pregiboniiv graf PG, (osa x: prvky Hi, osa y: &2;). Protoze plati, ze E(H; + €2,) = (m + 1)/n, Ize
do tohoto grafu zakreslit dvé hrani¢ni pitimkyy = -x+2 (m+ 1)/nay = -x + 3 (m + 1)/n. K rozliseni
mezi body plati pravidlo: bod je silné vlivny, leZi-li nad horni pifimkou. Bod je pouze vlivny, lezi-li
mezi obéma piimkami. Muze jit ale jak o extrém, tak o vybocujici bod (obr. 3a).
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Obr. 3 Grafy vlivnych bodu: a) Pregibontiv graf (PG), kde (E, O) znaci vlivné body, s(E,O) znaci silné
vlivné body, b) McCullohtv-Meetertuv graf (MMG), kde E znaéi extrém a O vybocujici bod, (E, O)
oboji vlivné body.



4. McCullohfiv-Meeteriv graf MMG, (osa x: In [H; /(m (1 - Hi))], osa y: In g3). Linie v tomto
grafu predstavuji ptimky stejného vlivu piimky se smérnici - 1. Napiiklad pro 90% konfiden¢ni ¢aru je

y = - X - In [Foo(n - m, m)]. Omezujici ¢ara pro extrémy je x = In a omezujici ¢ara pro

n-2m
vybocujici body je y = In [(n - m) ties (t5es + N - M)], kde toes je 95% kvantil Studentova rozdéleni s

n - m - 1 stupni volnosti a Fog (n - m - 1) je 90% kvantil F-rozdéleni s n - m a m stupni volnosti
(obr. 3b).

5. L-R grafy, (osu y: % = @&?/RSC, na osu x: prvky H; ), obr. 4. Body nad jednotlivymi
lemniskatami jsou vlivné, a to ve sméru horniho rohu trojihelnika jde o vybocujici body O a ve sméru
praveho rohu trojuhelnika jde o extrémy E.
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Obr. 4 Grafy vlivnych bodt: L-R graf.

5. Indexové grafy IG, (osa x: index i, osa y: rezidua €;, €si, €ni, €pi, €3, €ri, NEbO prvky Hii ¢i H;
a nebo odhady b;). Mohou zde byt i rekurzivni odhady regresnich parametra b; (obr. 5). Tyto grafy
indikuji pouze podeziclé body, nejsou schopny nikterak testovat vybocujici body jako je tomu v péti
predeslych grafech.
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Obr. 5 Rozli¢né typy indexovych grafii znazoriujicich indexovou zavislost: a) g; , b) éyi, €) &;i, d)

€ri» €) Hii, ) bi nai.

7. Rankitové grafy Q-Q, (osa x: Up, Pro Pj= i/(n+1),o0say: é(i), éS(i), éN(i), ép(i), éJ(i), éR(i))- Na
osu x se vynaseji kvantily normovaného normalniho rozdéleni up pro Py =i/ (n + 1) a na osu y
poradkové statistiky cili vzestupné settidéné hodnoty rezidui, (obr. 6). Cilem je ové&fit normalitu
rozdéleni rezidui.
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Obr. 6 Rankitovy graf Q-Q rezidui indikuje: a) ptiblizné normalni rozd€leni, b) rozdéleni s dlouhymi
konci.

. KRITIKA MODELU

Kvalitu regresniho modelu lze posoudit v ptipad¢ jedne vysvétlujici proménné x ptimo z rozptylového
grafu zavislosti y na x. V ptipad¢ vice vysvétlujicich proménnych a multikolinearity mohou rozptylové
grafy myln¢ indikovat nelinearni trend i u linedrniho modelu. Z rady raznych grafa k posouzeni vztahu
y a xj se zde omezime na a) parcialni regresni grafy, a b) parcialni rezidualni grafy.

Belseyho parcialni regresni grafy umoZnuji posouzeni kvality navrzeného regresniho modelu,
indikuji p¥itomnost vlivnych bodi, nespinéni predpokladi klasické MNC a koneéné vyjadiuji zavislost
mezi y a zvolenou proménnou Xx; pti statisticky neménném vlivu ostatnich Xg. Pritom matice X
vznikne z matice X vynechanim j-teho sloupce x;, odpovidajiciho j-té vysvétlujici proménne. Grafy
maji vlastnosti: a) Smérnice ptimky v parcialnim regresnim grafu je stejna jako odhad b; v nedélenem
modelu a Usek je roven nule. Lineérni zavislost plati pouze v piipadé¢, Ze navrzeny model je spravny. b)
Korela¢ni koeficient mezi obéma proménnymi parcidlniho regresniho grafu odpovidd parcialnimu

korelaénimu koeficientu ﬁyw) \Vychézi se z regresniho modelu y:X(j)ﬂ*+xjc+g, kde p° ma

rozmér (m - 1) x 1, ¢ je regresni parametr prislusejici j-té promenné.
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Obr. 7 Kritika modelu pomoci a) parcialniho regresniho grafu, b) parcialniho rezidualniho grafu.

Parciédlni rezidualni grafy jsou zvané take grafy "komponenta + reziduum". Rovnici
e=u;-V,;b, lze  ptepsat do  tvaru u,=e+b;(E—H)x jako  zavislost

e+b,(E-H)x; na (E-H,)x;. Jedn& se o zavislost parcialnich rezidui s na proménné x;, kde

m
s=¢€+bx, = y—Zxkbk .V grafu se znazoriiuje deterministicka komponenta c; = (x; —=X;)b; ,i = 1,...,
k#j
m , kterd se v grafu zna¢i pismenem "C" a parciélni reziduum s; = ¢ij + &, i = 1, ..., n, které se zde
oznacuje kiizkem "+". Uvedena diagnostika ma vlastnosti: a) Smérnice zavislosti s na X; je rovna b;j a
usek je nulovy. Linearni zavislost ukazuje na vhodnost navrzene x; v modelu. b) Rezidua ptimky jsou



ptimo rezidua €; pro nedéleny model. c) Pokud je Uhel mezi x; a nékterymi sloupci matice X maly
(multikolinearita), ukazuje parcialni rezidualni graf nespravné maly rozptyl kolem regresni pfimky bjx;
a dochdzi i k potlaceni efektu vlivnych bodu.

Znaménkovy test vhodnosti modelu. Nenahodnost rezidui ¢ili trend v reziduich Ize testovat
znamenkovym testem postupem: 1. Uréuje se pocet sekvenci ny, kde maji rezidua stejnd znamenka,
(napi. pro rezidua -1, -1, 1, -1, 1, 2, 1 je pocet sekvenci roven ny = 4). 2. Stanovi se pocet rezidui
kladnych (n.s) a zapornych (n)). 3. Pocet sekvenci n; a jeho rozptyl D; se wvycisli dle
2n.n_ _2nn(2nn -n-n) n

n
~1+—, D, = ~ —.
n,+n 2" 7" (ne+n)(natn.-1) 4

Vlastni testovani spociva ve vysSetteni podminky: je-li ny < n¢- C1.96 /D, , existuje v reziduich trend

n1:1+

a model je nespravné navrzen. Konstanta C = 0.5 je korekci na spojitost.

1. KRITIKA METODY

V praxi byvaji nékteré predpoklady MNC poruseny, coZ vede k pouziti modifikaci metody MNC. K
poruseni piedpoklada dochazi v zakladnich piipadech: a) Na parametry jsou kladena omezeni, coz
vede na uziti metody podminkovych nejmensich étverca (MPNC). b) Kovariandni matice chyb neni
diagonalni (autokorelace), piipadné data maji nestejny rozptyl (heteroskedasticita), coZz vede na uZziti
metody zobecnenych nejmensich ctvercii (MZNC), respektive metody vazenych nejmensich ctverci
(MVNC). ¢) Rozdéleni dat nelze povazovat za normalni nebo se v datech vyskytuji vlivné body. V
takovém pripadé se misto kritéria metody nejmenSich ¢tverca uZije robustniho kritéria, které je na
poruseni predpokladu o rozdéleni chyb a na vlivné body malo citlivé. Pro odhad parametra b se uziva
iteracni metody vazenych nejmensich ctverci (IVNC). d) Také proménné x mohou byt zatizené
nahodnymi chybami, coz vede na uziti metody rozsirenych nejmensich ctvercii (MRNC). Pro piipad
stejnych rozptylt vede metoda k odhadam minimalizujicim kolmé vzdalenosti (orthogonalni regrese).
e) Pro $patné podminéné matice X'X se pouZivd metoda racionalnich hodnosti (RH), vedouci k
systému vychylenych odhada, kde vychyleni je fizeno jednim parametrem.

1. Hetero/homoskedasticita ¢ili nekonstantnost rozptylu 1ze popsat nasledovné: rozptyl veli¢iny y;
v i-tém bodg je popsan vztahem o2 = o2 exp(L x; B), kde x; je i-ty fadek matice X. Predmétem tohoto
testu homoskedasticity je ovéieni nulové hypotézy Hy: 2 = 0 za pouziti Cookova-Weisbergova

[i( 5,-9,) éiﬂ

i=1

testacniho kritéria S; = , kde §, =

S|

- > 9, Vysledkem testovani je zavér: a) Je-li

2 5*D9;-9,) =
i=1

St < x*(1), Ho (homoskedasticita) je pfijata. b) Pro homoskedasticitu tvoii diagnosticky graf &% v

zavislosti na (1 - H;) ¥ i ndhodny elipsovity mrak bodd. Pro heteroskedasticitu vznikne v tomto grafu
typicky klinovy obrazec, (obr. 8a).

e

pripad autokorelace prvniho tadu &, = p,&;, , +Uu, , kde u; ~ N(O, °). a) Pro py = 1 piipad kumulativnich

chyb, ktery se v laboratornich datech vyskytuje ¢asto. b) Pro p; < 1 jde o autokorela¢ni koeficient 1.
fadu. Walduv test pak testuje nulovou hypotézu Ho: p1 = 0 vs. Ha: p1 = 0. Je-li Waldovo testa¢ni
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1

np

Kritérium W ,= 12 < (1), je Ho o homoskedasticits pfijata a v datech neni prokazéana autokorelace,

P1

(obr. 8b).

eli)

Obr. 8 a) Klinovy obrazec indikuje heteroskedasticitu v datech, b) elipsa indikuje data bez
autokorelace s 1 odlehlym bodem ¢islo 20.

3. Normalita chyb: normalitu ndhodnych chyb lIze testovat dvojim zptusobem, a to rankitovym
grafem a numericky: a) Rankitovy (Q-Q) graf, (€ nebo €ri na upj pro Pi =i/ (n + 1) ), b) Test
normality testuje nulovou hypotézu Ho: normalita vs. Ha: nenormalita. Slouzi k tomu Jarque-Berrova

G,
o . , . @ 0, o, [s0 ug,
testacni statistika, ktera je formulovana vztanem L(€) = n| —=+ +n| —-——|, kde uj je
6u, 24 u, u,
n .
D&
j-ty moment rezidui §; = “=2—. Test normality spo¢iva ve vysetfeni nerovnosti: je-li L(€) > Zf.a 2

n
=5.99, je Ho (normalita) zamitnuta. Je tieba podotknout, Ze test neni vhodny pro malé vybéry.

Postup vystavby linearniho regresniho modelu [1, 4]

1. Navrh modelu: Zac¢ind se vzdy od nejjednodudsiho modelu, u kterého vystupuji jednotlivé
vysvétlujici promeénné v prvnich mocninach a nevyskytuji se zadné interakéni cleny typu x;j X.

2. Predbézna analyza dat: Sleduje se proménlivost jednotlivych proménnych a mozné paroveé
vztahy. UZiva se proto rozptylovych diagramu zavislosti x; na x, nebo indexovych grafti zavislosti x; na
J. Posuzuje se vyznamnost proménnych s ohledem na jejich proménlivost a piitomnost
multikolinearity. Ptiblizné linearni vztah mezi proménnymi v rozptylovych grafech zavislosti xj na X
indikuje multikolinearitu. UZivatel muze volit polynomickou transformaci zadanim stupné polynomu.
Provadi se sestaveni korela¢ni matice R a jeji rozklad na vlastni ¢isla a vlastni vektory.

3. Odhadovéani parametri: Odhadovani parametrai modelu se provadi metodou nejmenSich
stverc MNC nebo metodou racionalnich hodnosti RH. Ze zobecnéné inverzni matice R™ jsou

uréovany odhady parametrt b, jejich smérodatné odchylky ./D(b;) a velikosti testa¢nich statistik

Studentova t-testu vyznamnosti pro f; = 0. Jsou provedeny testy vyznamnosti odhadu b,
vicenasobného korela¢niho koeficientu R a koeficientu determinace D. Je vhodné sledovat rozhod¢i
kritéria hypotézy regresniho modelu jako je stiedni kvadratickd chyba predikce MEP a Akaikovo
informacni kritérium AIC.

4. Regresni diagnostika: S vyuZitim péti rozlicnych graft je provadéna identifikace vlivnych



bodu, a to grafem predikovanych rezidui, grafy Wiliamsovym, Pregibonovym, McCulloh-Meeterovym,
a L-R grafem. Pak nasleduje ovéreni piedpokladd metody nejmenSich ctvercu jako jsou homoske-
dasticita, neptitomnost autokorelace a normalita rozdéleni chyb. V piipadé vice vysvétlujicich
proménnych se posoudi vhodnost jednotlivych proménnych a jejich funkci s vyuzitim parcialnich
regresnich graft nebo grafia "komponenta + reziduum®. Je uveden odhad autokorela¢niho koeficientu
rezidui prvniho ¥adu p, . Tabulka vlivnych bod: obsahuje rozli¢na rezidua, u kterych jsou hvézdickou

oznaceny hodnoty silné vlivnych bodu, které by mély byt z dat odstranény.

5. Konstrukce zpiesnéného modelu: S vyuzitim a) metody vazenych nejmensich ctvercii (MVNC)
pfi nekonstantnosti rozptyla, b) metody zobecnénych nejmensich ctverci (MZNC) pii autokorelaci, ¢)
metody podminkovych nejmensich ctvercii (MPNC) pii omezenich na parametry, d) metody
racionalnich hodnosti (RH) u multikolinearity, ) metody rozsirenych nejmensich ctvercii (MRNC) pro
piipad, Ze vSechny proménné jsou zatizené nahodnymi chybami, f) robustni metody pro jina rozdéleni
dat nez normalni a data s vybocujicimi hodnotami a extrémy jsou odhadovany parametry zpiesnéného
modelu.

Ulohy k demonstraci postupu
Uloha 1: Validace analytické metody stanoveni formaldehydu ve vodach (V6.16 v cit. [4])
Postup validace nové analytické metody bude ukézan na stanoveni formaldehydu ve vzorcich
fenolovych vod polarografickou metodou. Laboratof fenoplastt vSak navrhla jednodussi redox-titraci.
Rozptyl obou metod je prakticky stejny. Je proto tieba validovat, zda navrZzend metoda bude
poskytovat spravné a reprodukovatelné vysledky. Obsah formaldehydu ve vodé [mg/I] byl stanoven
polarograficky x, redox-titraci y: 76.8 80.5, 117 112.6, 129.1 128, 160.1 152.2, 236.4 239.4, 258
250, 284.2 287, 303.2 307.8,386.2 391.7,474.3 480.2,532.4 530.8, 937.6 934.2, 2654.3 2647.2.
Regeni: 1. Odhadovani parametrii: Metodou nejmensich &tvercai MNC byly nalezeny odhady dvou
parametru, Useku fo a smérnice f;1. Studentav t-test ukazal, Ze usek (absolutni ¢len) Sy je statisticky
nevyznamny ¢ili nulovy, zatimco smérnice £ je vaci nule statisticky vyznamna a blizka jednicce.

Odhad Smeérodatna Test Ho: bj=0vs. Ha: bj<>0  Hladina
odchylka t-kritérium hypotéza HO vyznamnosti
je
bo 1.0432E-02 5.6588E-03 1.843 Akceptovana  0.081
by 9.2170E-01 1.9331E-02 47.681 Zamitnuta 0.000

2. Regresni diagnostika: Parovy korelacni koeficient R = 0.99585 ukazuje, Ze navrzeny linearni
regresni model je statisticky vyznamny. Vysoka hodnota koeficientu determinace D = R? (99.17%)
piedstavujici procento bodu, vyhovujicich regresnimu modelu ukazuje, Ze vSechny body vytec¢né
koresponduji s modelem piimky. Stredni kvadraticka chyba predikce MEP = 4.14E-04 a Akaikovo
informacni kritérium AIC = -166.78 jsou vhodné k rozliSeni mezi nékolika navrzenymi modely. Za
optimalni se povaZuje takovy model, pro ktery dosahuje MEP a AIC nejmenSich hodnot. Graf
predikovanych rezidui a Williamszv graf ukazuji na odlehlé body 14, 17 a 21.

3. Konstrukce zpiesnéného modelu: Po odstranéni bodu 14, 17, 21 byly nalezeny odhady parametra
zpiesnéneho modelu (v zavorce je vzdy uveden odhad smérodatné odchylky parametru) y = 0.00639
(0.00241) + 0.9403 (0.0094) x, ktery je doloZen statistickymi charakteristikami: stredni kvadraticka
chyba predikce MEP = 6.15E-05 a Akaikeho informacni kritérium AIC = -174.03 dosahly nyni niZSich
hodnot, ¢imz dokazuji kvalitn¢jSi model nez model piedeSly. Rezidua nyni vykazuji normalni
rozdéleni a nevykazuji trend, stale vSak vykazuji heteroskedasticitu, a proto Ize doporugit uziti metody



vézenych nejmensich &tvercii (w; = 1/y;i%) ke kompenzaci heteroskedasticity v datech. Opraveny model
ma potom tvar, y = 0.00213 (0.00197) + 0.9462 (0.0731) x. Jelikoz doslo k dalSimu sniZeni rozhod¢ich
kritérii, st/edni kvadratické chyby predikce MEP = 5.12E-05 a Akaikeho informacniho kritéria AIC =
-181.63, lze povazZovat tyto nalezené odhady za lepSi nez predesle.

4. Zhodnoceni kvality modelu: Intervalovy odhad parametra useku by a smérnice b; bude pro n = 20

am=2
Do - ti-ar(N-M) /D(bo) < By < bo+tran(n-m) /D(ho)
dosazenim 0.00213 - 2.12 x 0.00197 < By < 0.00213 + 2.12 x 0.00197 ve tvaru -0.00205 < By <
0.00630. Tento interval spolehlivosti Useku regresni primky zahrnuje nulu, takze lze Usek S, povazovat
za nulovy.
Analogicky dosazenim do intervalu spolehlivosti smérnice se obdrzi nerovnost
0.9462 - 2.12 x 0.0731 < B; < 0.9462 + 2.12 x 0.0731
a vycislenim 0.7912 < B; < 1.1012. Jelikoz interval spolehlivosti smeérnice obsahuje jednicku, lze
povazovat smernici 4, za jednotkovou.
Zavér: Lze uzaviit, Ze Usek regresni piimky Ize povaZovat za nulovy B, = 0 a smérnice B; neni
vyznamné odlisna od jedni¢ky. Vysledky ziskané nové navrZenou titracni metodou se proto statisticky
vyznamné nelisi od vysledkd metodou standardni polarografickou.

Uloha 2: Linearni regresni model k posuzovani Gcinnosti cistiren odpadnich vod (M642 v cit [4])

Pfi posuzovani Gginnosti gistiren odpadnich vod COV se sleduje ve vytoku nékolik parametri:
vySetienim regresniho tripletu je tieba nalézt linearni regresni model a vysetfit vyznamnost
jednotlivych regresnich parametra pii sledovani zavislosti biologické spotieby kysliku za 5 dni BSKs y
na chemické spotiebé kysliku CHSK-Cr x;, na mnoZstvi rozpusténych latek RL X, a na mnoZstvi
amoniakalniho dusiku N-NH," x3 za jeden mésic CHSK-Cr x; [mg/I], RL xo [mg/I], N-NH," x3 [mg/1],
BSK5 y [mg/1]: 320.0, 363.0, 23.0, 66.0; 370.0, 416.0, 32.0, 70.0; 460.0, 677.0, 17.0, 50.0; 125.0,
270.0, 33.0, 23.0; 200.0, 123.0, 20.0, 32.0; 340.0, 156.0, 35.0, 155.0;

230.0, 87.0, 35.0, 62.0; 320.0, 240.0, 19.0, 55.0; 180.0, 330.0, 36.0, 50.0; 270.0, 136.0, 24.0, 74.0.

1. Navrh modelu: zacina se vzdy od nejjednodussiho modelu, u kterého vystupuji X1, X2, X3 vV prvnich
mocninach a nevyskytuji se interakeni ¢leny. Na zacatku analyzy je vZdy zarazen absolutni ¢len Bo,
takZe pro dana data bude navrZeny regresni model tvaru y= S,+ B, x.+ B, x2+ 35 Xs.

2. Piredbézna analyza dat: polohu a rozptyleni vSech proménnych y, X1, X, X3 charakterizuje prumer a
smerodatna odchylka hodnot kazdé proménné. Parovy korelacni koeficient y vs. X1, y VS. Xo, Y VS. X3
ukazuje na korelaci, vSechny tii nezavislé proménné xi, X, X3 jsou se zavisle proménnou y spjaty
linearni zavislosti. Parové korelachi koeficienty mezi dvojicemi vysvetlujicich promennych ukazuji na
korelaci i mezi nezavisle proménnymi. Linearni vztah existuje mezi X; VS. X @ U X1 VS. X3 @ X2 VS. X3
vykazuje korelaci. Blok INDIKACE MULTIKOLINEARITY vykazuje ve vSech kritériich, Ze
multikolinearita v datech neni prokazana.

Prom. Pramer Smérodatna Parovy korela¢ni Spoctena
odchylka koeficient hladina vyznamnosti
y 6.3700E+01 3.5904E+01 1.0000 -
X1 2.8150E+02 1.0017E+02 0.4177 0.230
X2 2.7980E+02 1.7801E+02 -0.2055 0.569

X3 2.7400E+01 7.5011E+00 0.3173 0.372




Parove korelacni koeficienty mezi dvojicemi Spoctena

vysvétlujicich proménnych hladina vyznamnosti
X1 VErsus x2: 6.1180E-01 0.060
X1 VErsus x3: -4.4304E-01 0.200
X2 Versus x3: -3.2587E-01 0.358
INDIKACE MULTIKOLINEARITY:

Vlastni ¢isla Cisla podmi- Variance inflation  Vicenas. korel.

J korel. matice |; nénosti K; faktor VIF; koef. pro X;
1 3.7065E-01 5.2094E+00 1.7880E+00 0.6639
2 6.9847E-01 2.7645E+00 1.6078E+00 0.6148
3 1.9309E+00 1.0000E+00 1.2517E+00 0.4484

Maximalni ¢islo podminénosti K: 5.2094E+00
Népoveda: K[j], K > 1000 indikuje silnou multikolinearitu, VIF[j] > 10 indikuje silnou
multikolinearitu.

3. Odhadovani parametri: metodou nejmensich étverci (MNC) byly nalezeny odhady parametra Bo,

B1, B2, Ps.

Odhad Smérodatna Test Ho: bj=0vs. Ha: ; O Hladina
odchylka t-kriterium hypotéza Hp je  vyznamnosti
bo -83.774 42.642 -1.96 Akceptovana  0.097
b1 0.39202 0.09150 4.28 Zamitnuta 0.005
b, -0.13839 0.04882 -2.83 Zamitnuta 0.030
bs 2.7680 1.0224 2.7075 Zamitnuta 0.035

Studentuv t-test ukazal, Ze absolutni ¢len Bo je statisticky nevyznamny, zatimco ostatni parametry jsou
statisticky vyznamné. To je v souladu i s fyzikalni interpretaci: By se tykd zbytkové biologické
spotieby kysliku BSKs za podminek, kdyZ je chemicka spotieba kysliku CHSK-Cr nulova (x; = 0)
stejné jako jsou nulové i oba obsahy jak rozpusténych latek RL (x; = 0) tak i amoniakalniho dusiku N-
NH; (x3 = 0). Tato skutecnost viak neodpovida fyzikalni realité, a proto Ize uzavrit, Ze absolutni ¢len
Bo nemé fyzikalni smysl. Parametr B; zna¢i miru, jak hodné ovliviiuje chemickéd spotieba kysliku
CHSK-Cr hodnotu biologické spotieby kysliku BSKs Parametr B, znaci miru ovlivnéni BSKs
mnozstvim rozpusténych latek. Zaporné znameénko korelacniho koeficientu naznacuje, Ze ¢im vice
bude rozpusténych latek, tim mensi bude hodnota BSKs. Numericky nejvétsi hodnotu ma odhad s,
ktery znaci, Ze ¢im vice bude ve vodé amoniakalniho dusiku N-NHjs, tim vétsi bude hodnota BSKGs.
Statisticky nevyznamny absolutni ¢len Bo je nutno ve zpresnénem modelu vynechat.

4. Zakladni statistické charakteristiky: vicenasobny korelacni koeficient R = 0.8839 ukazuje, Ze
navrzeny linedrni regresni model je statisticky vyznamny. Vysoka hodnota koeficientu determinace D
= R? = 78.13% ukazuije, e vétsina bodt koresponduje s modelem. Stiedni kvadraticka chyba predikce
MEP = 762.4 a Akaikovo informacni kritérium AIC = 63.36 se uZivaji k rozliSeni mezi nékolika
navrzenymi modely. Za optiméalni se povazuje model, pro ktery dosahuje MEP a AIC minimalni
hodnotu.

5. Regresni diagnostika: obsahuje pomucky a postupy pro interaktivni analyzu pti (a) kritice dat, (b)
kritice modelu, (c) kritice metody, coZ jsou slozky tzv. regresniho tripletu.

5.1 Kritika dat: sklada se z analyzy nékolika druha grafickych diagnostik a tabulek raznych druhi
rezidui.

(@) Analyza klasickych rezidui neni piili§ spolehlivd, protoZe klasicka rezidua jsou korelovand, s
nekonstantnim rozptylem, jevi se normalngjSi nez nahodné chyby (efekt supernormality) a nemusi




indikovat siln¢ odlehlé hodnoty. Graficka analyza €vs. ¥, je vSak schopna indikovat podezielé body,

trend, a nekonstantnost podminéného rozptylu tj. heteroskedasticitu. Miry polohy a rozptyleni
klasickych rezidui by mély dosahovat hodnot blizkych experimentalnimu Sumu. Odhad smérodatné
odchylky s(e) = 20.6 by se mél bliZit svou velikosti experimentalni chybé, kterou je zatiZzena zavisle
proménna. Odhad Sikmosti @, (e) = 0.03 a odhad Spicatosti §,(e) = 2.85 dokazuji normalni rozd&leni

rezidui, normalitu.
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Obr. 9 Grafy vlivnych bodt: a) Williamsuv graf, b) L-R graf.
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(b) Grafy vlivnych bod# jsou schopny indikovat a souc¢asné i testovat, a tak dokazovat pritomnost
odlehlych hodnot a extremu. Graf predikovanych rezidui ukazuje na odlehlé body 2, 6 a 7 a mirny
extrém 6. Pregiboniv graf neukazuje na vlivné body. Williamsziv graf indikuje 6 a 7 jako odlehlé body
a z&dné extrémy. Kone¢né L-R graf dokazuje odlehlé body 6 a 7 a extrémy 3 a 4, (obr. 9). Lze uzavrit,
Ze body 6 a 7 jsou vétSinou diagnostik prokazany za odlehlé, a proto je tieba je dale provéfit nebo z

vybéru vylougit.
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Obr. 10 Indexové grafy podezielych bodu: a) Atkinsonovy vzdalenosti, b) ptedikovanych rezidui.

(d) Indexové grafy upozoriiuji pouze

na podezielé body. Andrewsiv indexovy graf a graf

normovanych rezidui ukazuji na podezielé body 6 a 7, které by mohly byt vlivné, (obr. 10).
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Obr. 11 Rankitovy Q-Q graf k indikaci normality: a) Jackknife rezidui, b) ptedikovanych rezidui.

(e) Rankitové grafy ukazuji vedle normality rozdéleni dotyénych rezidui i na vlivné (zde odlehleé)
body, (obr. 11). Graf Jackknife rezidui 6 a 7 jako odlehlé. Graf predikovanych rezidui ukazuje na
zacatku 7 a na konci 6 jako odlehlé body. Po odstranéni dvou odlehlych bodu 6 a 7 Ize konstatovat, Ze



zbytek dat nevykazuje odchylky od normality.

5.2 Model: Parcialni regresni grafy nebo obdobné také parcialni rezidualni grafy ukazuji na cisté
linearni zavislosti jednotlivych nezavisle proménnych. Vedle posouzeni zavislosti navrzeného
regresniho modelu umoZznuji také indikovat vlivné body, a to 2, 6 a 7, (obr. 12). NavrZzeny model se
jevi stran ¢lena G, x,+ S, xo+ S5 x3 spravny, pouze B je nadbytecné.
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Obr. 12 Parcialni regresni grafy pro proménnou a) X1, b) Xz, C) Xs.

5.3 Metoda: do této casti regresniho tripletu patii vySetieni zékladnich predpokladd metody
nejmensich étverci (MNC), za kterych by tato numerickd metoda méla vést k nejlepsim nestrannym
linearnim odhadim regresnich parametri a jsou to: Fisher-Snedecoriv test vyznamnosti regrese
potvrdil, Ze navrzeny model je prijat jako vyznamny, protoze testacni statistika Fexp= 7.146 nabyva
vysSi hodnoty nez kvantil 4.757, jinymi slovy: zavisle proménna y a nezavisle promeénne xi, Xz, X3 jsou
v linearni zavislosti. Scottovo testacni kritérium multikolinearity -0.136 ukazuje svou nizkou
hodnotou, Ze navrzeny model je korektni s ohledem na vazby mezi proménnymi a v datech neni
multikolenearita. Cook-Weisberguiv test heteroskedasticity nizkou hodnotou testa¢niho kritéria 2.487
ve srovnani s kvantilem 3.841 dokazuje, Ze rezidua vykazuji homoskedasticitu (konstantnost rozptylu).
Jarque-Berrauv test normality rezidui vykazuje testa¢ni kritérium 0.053 podstatné nizsi nez kvantil
5.991, a tak dokazuje, Ze klasickd rezidua vykazuji Gaussovo rozdéleni. Nizsi hodnota Waldova
testacniho kritéria autokorelace 0.740 vuci kvantilu 3.841 ukazuje, Ze klasicka rezidua nejsou
autokorelovana. Znaménkovy test vede na hodnotu testa¢niho kritéria 1.194 niz8i nez kvantil 1.960 a
tim potvrzuje, Ze znamenko klasickych rezidui se dostate¢n¢ strida a rezidua nevykazuji Zzadny trend.
Graf autokorelace vykazuje piiblizné mrak boda rezidui, coz opét znaci dikaz neexistence
autokorelace.

6. Konstrukce zpresnéného modelu: Po odstranéni bodu 6 a 7 v kritice dat a absolutniho ¢lenu Bo v
kritice modelu byly nalezeny nové odhady parametra zpiesnéného modelu.

Odhad Smérodatna  Test Ho: bj =0 vs. Ha: b; O Hladina
odchylka t-kriterium hypotéza Hp je  vyznamnosti
bo 0.0000 0.0000 0.0000
b, 0.1982 0.0447 4.43 Zamitnuta 0.007
b, -0.0780 0.0356 -2.19 Akceptovana  0.080
bs 0.8800 0.3116 2.83 Zamitnuta 0.037

Zpiesnény model (v zavorce je uveden odhad smérodatné odchylky parametru)

y =0.198 (0.045) x; + 0.880 (0.312) x3
je doloZen statistickymi charakteristikami: vicenasobny korelacni koeficient R = 0.8371, koeficient
determinace D = 70.07% dosahly vesmés dostatecnych hodnot. Stiedni kvadraticka chyba predikce
MEP = 237.53 a Akaikeho informacni kritérium AIC = 41.46 doséahly nizSich hodnot, coZz prokazuje
lepSi model neZ byl piedesly s hodnotami MEP = 762.4 a AIC = 63.36.



7. Zavér zhodnoceni kvality nalezeného modelu: porovndnim hodnot regresni diagnostiky lze
snadno provést zhodnoceni regresniho tripletu dosazeného linedrniho regresniho modelu pro upravena
data, zbavena odlehlych hodnot a upraveny regresni model bez absolutniho ¢lenu. Nalezeny model ma
tvar (v zavorce je vzdy uveden odhad smérodatné odchylky parametru) y = 0.198 (0.045) x; + 0.881
(0.312) x5 ¢ili hodnota biologické spotieby kysliku BSKs je kladné ovlivnéna pouze hodnotou
chemickeé spotieby kysliku CHSK-Cr a mnozstvim amoniakalniho dusiku ve vodé N-NHz.
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