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Souhrn: Postup hledani regresniho modelu je popsan obecné a dokumentovan na 3
ulohach analytické laboratore. Sklada se z techto krokii: 1. Navrh modelu zacina vzdy
od nejjednodussiho modelu, linearniho. 2. Predbéznd analyza dat sleduje proménlivost
promeénnych na rozptylovych diagramech, indexovych grafech. VySetiuje se
multikolinearita, heteroskedasticita, autokorelace a vlivné body. 3. Odhadovani
parametri se provadi klasickou metodou nejmensich ctvercu, ndsleduje testovani
vyznamnosti parametrii Studentovym t-testem. Stredni kvadraticka chyba predikce MEP
a Akaikovo informacni kritéerium AIC jsou rozhodci kritéria pri hledani modelu. 4.
Regresni diagnostika provadi identifikaci vlivnych bodii a ovéreni predpokladii metody
nejmensich ctverci. V pripade vice vysvétlujicich promeénnych se posoudi vhodnost
promennych pomoci parcialnich regresnich grafii a parcidalnich rezidualnich grafii. 5
Konstrukce zpresnéného modelu: parametry zpresnéného modelu jsou odhadovany s
vyuzitim (a) metody vazenych nejmensich étvercii (MVNC) pii nekonstantnosti rozptylu,
(b) metody zobecnénych nejmensich ctvercii (MZNC) pri autokorelaci, (c) metody
podminkovych nejmensich c¢tvercii (MPNC) prii omezeni kladenych na parametry, (d)
metody raciondlnich hodnosti u multikolinearity, (e) metody rozsirenych nejmensich
ctvercii (MRNC) pro piipad, Ze vSechny proménné jsou zatizené nahodnymi chybami, a
konecne (f) robustnich metod pro jina rozdéleni nez normalni a data s vybocujicimi
hodnotami a extrémy.

Pti vystavbé regresnich model se bézné uziva metody nejmensich ctvercli. Metoda nejmensich
¢tvercll poskytuje postacujici odhady parametrii jenom pii souCasném splnéni vSech
piedpokladl o datech a o regresnim modelu. Pokud tyto ptedpoklady nejsou splnény, ztraci
metoda nejmensich ¢tverct své vlastnosti.

Zikladni piedpoklady metody nejmensich ¢étvercii (MNC): Statistické vlastnosti odhadil
J»,€, b zavisi na splnéni jistych predpokladt. Pokud plati predpoklady I az IV, jsou odhady
b parametrii p nejlepsi, nestranné a linearni (NNLO). Navic maji asymptoticky normalni
rozdéleni. Pokud plati jesté predpoklad VII, maji odhady b normalni rozdé€leni i1 pro konecné
vybery.

I. Regresni parametry  mohou nabyvat libovolnych hodnot. V praxi vSak Casto existuji
omezeni parametrl, kterd vychézeji z jejich fyzikalniho smyslu.

II. Regresni model je linearni v parametrech a plati aditivni model méreni.

1. Matice nendahodnych, nastavovanych hodnot vysvetlujicich proménnych X ma hodnost
rovnou pravé m. To znamena, ze zadné€ jeji dva sloupce x;, x, nejsou kolinedrni, tj. rovnob&zne
vektory. Tomu odpovida i formulace, ze matice X X je symetricka regularni matice, ke které
existuje inverzni matice a jejiZz determinant je vétsi nez nula.

IV. Nahodné chyby €, maji nulovou stredni hodnotu E(e,) = (. To musi u korela¢nich modeld
platit vzdy. U regresnich modelid se mtize stat, ze E(e,)) =K, i =1, ..., n, coZ znamen4, Ze model
neobsahuje absolutni ¢len. Po jeho zavedeni bude E( 8/) 0 kde 8/ =Yi-Vp; - K

V. Nahodné chyby €, maji konstantni a konecny rozptyl E(€; ) 0. Také podminény rozptyl
D(y/x) =6’ je konstantm a jde o homoskedasticky ptipad.




VI. Nahodné chyby ¢, jsou vzajemné nekorelované a plati cov(e, ) = E(¢, &) = 0. Pokud maji
chyby normalni rozdéleni, jsou nezévislé. Tento pozadavek odpovidd pozadavku nezavislosti
métenych veli€in y.

VII. Chyby €, maji normdlni rozdéleni N(0, ¢°). Vektor y ma pak vicerozmérné normalni
rozdéleni se stiedni hodnotou X B a kovarianéni matici 6° E, kde E je jednotkova matice.

Regresni diagnostika
Metoda nejmenSich ¢tvercii nezajistuje obecné nalezeni pfijatelného modelu, a to jak ze
statistického, tak 1 z fyzikalniho hlediska. Musi byt splnény podminky, odpovidajici slozZkam
tzv. regresniho tripletu [data, model, metoda odhadu].
Regresni diagnostika obsahuje postupy k identifikaci

a) vhodnosti dat pro navrZzeny regresni model (slozka data),

b) vhodnosti modelu pro dana data (slozka model),

¢) splnéni zakladnich predpokladit MNC (slozka metoda).
Zakladni rozdil mezi regresni diagnostikou a klasickymi testy spo¢iva v tom, Ze u regresni
diagnostiky neni tfeba pfesn¢ formulovat alternativni hypotézu. Timto pojetim se regresni
diagnostika blizi spiSe k exploratorni regresni analyze, kterd vychazi z faktu, ze "uzivatel vi
o analyzovanych datech pfece jenom vice nez pocitac". Pocitac slouzi jako nastroj analyzy dat,
modelu a metody odhadu. Model je navrhovan v interakci uzivatele s programem. Tim by mél
byt omezen vznik formdlnich regresnich modeld, které nemaji fyzikdlni smysl a jsou v
technické praxi obycejné jen omezené pouzitelné.

1. Data: mezi zakladni techniky diagnostiky patii stanoveni rozmezi dat, jejich variability
a pritomnosti vybocujicich pozorovani. K tomu lze vyuzit grafi rozptyleni s kvantily a fady
postupll prizkumové analyzy jednorozmérnych dat. Pfes svoji jednoduchost umoziuje
diagnostika identifikovat jesté pied vlastni regresni analyzou

a) nevhodnost dat (malé rozmezi nebo piitomnost vybocujicich bodu),

b) nespravnost navrzeného modelu (skryté proménné),

¢) multikolinearitu,

d) nenormalitu v ptipad¢, kdy jsou vysvétlujici proménné nahodné veliiny.
Kvalita dat uzce souvisi s uzitym regresnim modelem. Pii posuzovani se sleduje piedevsim
vyskyt viivnych bodii (VB), které mohou byt hlavnim zdrojem fady problémd, jako je zkresleni
odhadil a rist rozptyl aZ k naprosté nepouZzitelnosti regresnich modeld. Podle toho, kde se
vlivné body vyskytuji, 1ze provést déleni na

1. Vybocujici pozorovani (outliers), které se 1iS$i v hodnotadch vysvétlované (zavisle)
proménné y od ostatnich, a

2. Extrémy (high leverage points), které se liSi v hodnotach vysvétlujicich (nezavisle)
proménnych x nebo v jejich kombinaci (v piipad¢ multikolinearity) od ostatnich bodi.

Vyskytuji se v§ak i body, které jsou jak vybocujici, tak i extrémni. K identifikaci vlivnych
bodu typu vybocujiciho pozorovani se vyuziva zejména riiznych typtl rezidui a k identifikaci
extrému pak diagonalnich prvkia H, projekéni matice H.

2. Model: kvalitu regresniho modelu 1ze posoudit v pfipad€ jedné vysvétlujici proménné
x ptimo z rozptylového grafu zavislosti y na x. V ptipad¢ vice vysvétlujicich proménnych a
multikolinearity mohou vSak rozptylové grafy myiné indikovat nelinearni trend 1 u linearniho
modelu. Z fady riznych grafii k posouzeni vztahu y a x; se omezime na a) parcilni regresni
grafy, a b) parcialni rezidudlni grafy.




Parcidlni regresni grafy byly Belseyem zatazeny mezi zdkladni nastroje pocitacové
interaktivni analyzy regresnich modell. UmozZiiuji nejenom posouzeni kvality navrzeného
regresniho modelu, ale indikuji 1 pfitomnost vlivnych bodl a nesplnéni piedpokladt klasické
metody nejmensSich ¢tvercl.. Parcidlni regresni graf pro posouzeni vztahu mezi y a i-tou
vysvétlujici proménnou x; je zavislost rezidui v regrese y na sloupcich matice X, a rezidui u
regrese x; na sloupcich matice X,,. Pfitom matice X, vznikne z matice X vynechanim i-t¢ho
sloupce x;, odpovidajiciho i-t¢ vysvétlujici proménné. Parcialni regresni grafy maji tyto
vlastnosti:

a) Smérnice piimky v parcidlnim regresnim grafu je stejna jako odhad b, v nedéleném
modelu a tsek je roven nule. Tato linearni zavislost plati pouze v piipad¢€, ze navrzeny model
je spravny.

b) Korela¢ni koeficient mezi obéma proménnymi parcidlniho regresniho grafu odpovida
parcialnimu korelacnimu koeficientu R oy

Parcialni rezidualni grafy se oznacup ‘také jako grafy "komponenta + reziduum". Parcialni
rezidudlni grafy vSak poskytuji ponékud odlisné informace nez parcialni regresni grafy.
Smérnice linedrni zavislosti je rovna b, a sek je nulovy. Linearni zavislost pak ukazuje na
vhodnost navrzené proménné x; v modelu

Parcialni reziduélni grafy se doporucuji predevsim k indikaci rozli¢nych typtli nelinearity
v piipadé nespravné navrzeného regresniho modelu.

3. Metoda: V praxi byvaji nékteré predpoklady MNC poruseny, coz vede k pouZiti jinych
kritérii. K poruSeni piedpokladi dochazi v téchto zakladnich piipadech:

a) Na parametry jsou kladena omezeni, coz vede na uziti metody podminkovych nejmensich
cétvercii (MPNC).

b) Kovarian¢ni matice chyb neni diagonalni (autokorelace), ptip. data nemaji stejny rozptyl
(heteroskedasticita), coz vede na uziti metody zobecnénych nejmensich ctvercii (MZNC), resp.
metody vazenych nejmensich ¢tvercii (MVNC).

c) Rozd¢leni dat nelze povazovat za normalni nebo se v datech vyskytuji vlivné body.
V takovém ptipad¢€ se misto kritéria metody nejmensich ¢tvercl uzije robustniho kritéria, které
jenaporuseni pfedpokladu o rozdé€leni chyb a na vlivné body malo citlivé. Z robustnich kritérii
jsou nejznaméjsi M-odhady. Jedna se o maximalné vérohodné odhady pro vhodnou hustotu
pravdépodobnosti chyb. Pro odhad parametrii b se uziva iteracni metody vazenych nejmensich
ctvercii (IVNC).

d) Také proménné x mohou byt zatizené¢ ndhodnymi chybami, coz vede na uziti metody
rozsirenych nejmensich ctvercii (MRNC). Pro piipad regresni piimky je pouziti metody
rozs8itenych nejmensich ¢tvercii velmi jednoduché. Postacuje znalost poméru rozptylu cyz

(vysvétlovand proménna) a 0x2 (vysvétlujici proménné), K = 0y2/0x2. Pro odhad smérnice

regresni piimky y = a x + b pak plati
a =L +sign(S,) VK + L?

S, - K8,
28

X

kde L =

a sign §, je znaménkova funkce. Symboly § oznacuji souCty Ctverci, odpovidajicich
proménnych
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Pii znalosti odhadu smérnice d@ se snadno uréi odhad useku b ze vztahu

b=y-ax
Pro pftipad stejnych rozptyld, tj. K = 1 vede dosazeni do vySe uvedenych vztaht k odhadim
minimalizujicim kolmé vzdalenosti (orthogondlni regrese). Pro odhady rozptylti odhadi 4, b
se pak pouziva specialnich vztahi.

e) Pro $patné podminéné matice X"X se pouziva metoda raciondlnich hodnosti, vedouci k
systému vychylenych odhadi, kde vychyleni je fizeno jednim parametrem.

Postup vystavby linearniho regresniho modelu:

1. Navrh modelu: zacind se vzdy od nejjednodusSiho modelu, u kter¢ho vystupuji
jednotlivé vysvétlujici proménné v prvnich mocninach a nevyskytuji se Zadné interakéni leny
typu x; x;.

2. Predbézna analyza dat: sleduje se proménlivost jednotlivych proménnych a mozné
parove vztahy. Uziva se proto rozptylovych diagrami zavislosti x; na x, nebo indexovych graft
zavislosti x; na j. Posuzuje se vyznamnost proménnych s ohledem na jejich proménlivost
a pritomnost multikolinearity. Pfiblizn¢ linearni vztah mezi proménnymi v rozptylovych
grafech zavislosti x; na x, indikuje multikolinearitu. Lze rovnéz odhalit vlivné body, ktere
zpusobuji multikolinearitu.

Podle volby uZivatele se provedou pozadované transformace plivodnich proménnych.
Zadava se, zda model obsahuje absolutni ¢len. UzZivatel mize volit polynomickou transformaci
zadanim stupné polynomu.

Provadi se sestaveni korelacni matice R a jeji rozklad na vlastni ¢isla a vlastni vektory. Jsou
vypocteny VIF k indikaci multikolinearity a tisknuta setfidénd vlastni ¢isla. K ur€eni inverzni
matice R’ se uziva metoda racionalnich hodnosti pro standardné zadavané vychyleni P= 10",
Uzivatel mize zadat jinou hodnotu parametru vychyleni P, coz vSak vede pro vyssi hodnoty
P k vychylenym odhadtim. Byva proto vhodné volit P z tohoto intervalu 10° < P < 107,

3. Odhadovani parametri: odhadovani parametri modelu se provadi metodou
racionalnich hodnosti s volbou P = 10”°. Ze zobecnéné inverzni matice R’ jsou urovany
odhady parametrd b, jejich smérodatn¢ odchylky /D(b;) a velikosti testaénich statistik
Studentova ¢-testu vyznamnosti pro ; = 0. Déle jsou provedeny testy vyznamnosti odhadu b,
vicenasobného korela¢niho koeficientu R a koeficientu determinace D. Je vhodné sledovat
souhrnné charakteristiky regrese jako je stfedni kvadratické chyba predikce MEP a Akaikovo
informacni kritérium 4/C, ptipadné posoudit linearitu modelu.

4. Regresni diagnostika: s vyuzitim péti rozlicnych grafii je provadéna identifikace
vlivnych bodi, a to grafy Wiliamsovym, Pregibonovym, McCulloh-Meeterovym, L-R, a grafem
predikovanych rezidui. Déle pak ovéteni splnéni predpokladi metody nejmensich ¢tverct jako
je homoskedasticita, neptfitomnost autokorelace a normalita rozd€leni chyb. Pokud dojde
k upravé dat, je tfeba provést znovu regresni diagnostiku se zaméfenim na poruseni
piedpokladi metody nejmensich ¢tverct a posouzeni vlivu multikolinearity. V ptipad¢ vice
vysvétlujicich proménnych se posoudi vhodnost jednotlivych proménnych a jejich funkei
s vyuzitim parcidlnich regresnich grafii nebo grafii "komponenta + reziduum". Tabulka rezidui




obsahuje klasicka rezidua é;, normovana rezidua €\;, standardizovana rezidua €y; a Jackknife
rezidua €. Je uveden odhad autokorelacniho koeficientu rezidui prvniho fadu @,. Tabulka
vlivnych bodii obsahuje veli¢iny H., H; ,D, A, DF, LD(b), LD.(6°)aLD,b, 6*). Hvézditkou
jsou oznaceny hodnoty siln¢ vlivnych bodu.

5. Konstrukce zpresnéného modelu: s vyuzitim
a) metody vazenych nejmensich ctvercii (MVNC) pti nekonstantnosti rozptyld,
b) metody zobecnénych nejmensich ¢tvercii (MZNC) pfi autokorelaci,
¢) metody podminkovych nejmensich ctvercii (MPNC) pfi omezenich na parametry,
d) metody raciondlnich hodnosti RH u multikolinearity,
e) metody rozsivenych nejmensich ctvercii (MRNC) pro piipad, ze vSechny proménné jsou
zatizené ndhodnymi chybami,
f) robustni metody pro jina rozdéleni dat neZ normalni a data s vybocujicimi hodnotami
a extrémy jsou odhadovany parametry zptesnéné¢ho modelu.

6. Zhodnoceni kvality modelu: s vyuzitim klasickych testl, postupii regresni diagnostiky
a doplnkovych informaci o modelované soustavé se provede posouzeni kvality navrzeného
line4rniho regresniho modelu.

Vzorova aloha: Model teplotni zavislosti prechodového tlaku bismutu (J6.01)
Ukézeme postup analyzy jednorozmérného linearniho regresniho modelu. Byl studovan
piechodovy tlak bismutu I - II p jako funkce teploty ¢ Naleznéte linedrni regresni model, ktery
bude adekvatni danym datim. VysSetfete regresni triplet a indikujte vlivné body.

Data: Teplota t [°C], tlak p [bar]:

20.8 25276, 20.9 25256, 21.0 25216, 21.9 25187, 22.1 25217,
22.1 25187, 22.4 25177, 22.5 25177, 24.8 25098, 24.8 25093,
25.0 25088, 34.0 24711, 34.0 24701, 34.1 24716, 42.7 24374,
42.7 24394, 42.7 24384, 49.9 24067, 50.1 24057, 50.1 24057,
22.5 25147, 23.1 25107, 23.0 25077

Reseni:

1. Odhadovani parametrii: klasickou metodou nejmensich &tvercti (MNC) byly nalezeny
nejlepsi odhady useku B, a smérnice B,. Studentiv z-test ukazal, ze Gsek (absolutni ¢len) B, je
statisticky vyznamny a smérnice f, je statisticky vyznamna.

Odhad Smérodatna  Test HO: B[j] =0 vs. HA: B[j] <> 0
odchylka t-kriterium hypoteza HO je Hlad. vyznam.
B[0] 2.6068E+04 1.6169E+01 1.6122E+03 Zamitnuta 0.000
B[1] -3.9874E+01 5.0419E-01 -7.9084E+01 Zamitnuta 0.000

2. Regresni diagnostika: absolutni hodnota parového korelacniho koeficientu R ukazuje, Ze
navrzeny linedrni regresni model je statisticky vyznamny. Vysoka hodnota koeficientu
determinace D = R’ (99.67%), pfedstavuje procento variability, vysvétlené modelem.
Predikovany koeficient determinace R’, ukazuje na predikéni schopnost modelu, je vsak
vy¢islen jinak nez R°, misto RSC se ve vztahu uzije MEP. Stiedni kvadraticka chyba predikce
MEP a Akaikovo informacni kritérium AIC se uzivaji k rozliSeni mezi nékolika navrzenymi
modely. Za optimélni se povazuje model, pro ktery dosahuje MEP a AIC minimalni hodnotu.

Vicenasobny korelaéni koeficient, R :9.9833E-01
Koeficient determinace, D :9.9665E-01
Predikovany koeficient determinace, Rp”2 : 9.9804E-01




Sttedni kvadraticka chyba predikce, MEP |: 6.8546E+02
|Akaikeho informacni kritérium, 4/C : 1.5054E+02

3. Konstrukce zpresnéného modelu:

(a) Po odstranéni bodu €. 23 (kritika dat) byly nalezeny nové odhady parametrti zpiesnéného
modelu. Zptfesnény model (v zavorce je uveden vzdy odhad smérodatné odchylky parametru)
y =26 078 (13) - 40.1 (0.4) x, je dolozen statistickymi charakteristikami: pdrovy korelacni
koeficient R =0.9990, koeficient determinace D =99.808% a predikovany korelacni koeficient
R, =0.99885 dosahly vesmés vysokych hodnot. Stredni kvadraticka chyba predikce MEP =
414.22 a Akaikeho informacni kritérium AIC=132.62 dosahly niz§ich hodnot nez u ptedeslé¢ho
modelu, coz dokazuje, ze zpiesnény model je lepsi. Rezidua nyni vykazuji normalni rozdéleni
anevykazuji trend, stale vSak vykazuji heteroskedasticitu, a proto Ize doporucit pouzit metodu
vazenych nejmensich ¢tverci.

(b) Uzitim statistické vahy (w, = 1/y;) kompenzujeme heteroskedasticitu v datech. Obdrzime
nov¢ odhady parametri. Opraveny model ma tvar, (v zavorce je uveden odhad smérodatné
odchylky parametru) y =26 079 (13) - 40.1 (0.4) x,. Jelikoz doslo ke snizeni rozhodujicich
kritérii, tj. stFedni kvadratické chyby predikce MEP =410.29 a Akaikeho informacniho kritéria
AIC =132.39, 1ze povazovat tyto odhady za lepsi neZ predesleé.

4. Zhodnoceni kvality modelu: porovnanim hodnot regresni diagnostiky 1ze snadno provést
zhodnoceni regresniho tripletu u dosazeného linedrniho regresniho modelu pro upravena data,
zbavena odlehlych hodnot a metodou vazenych nejmensich ¢tverci. Nalezeny a prokdzany
model teplotni zavislosti prechodového tlaku bizmutu ma tvar, (v zévorce je vzdy uveden
odhad smérodatné odchylky parametru)

y=26079 (13) - 40.1 (0.4) x,.

Podékovani: Prace vznikla za podpory grantu Ministerstva zdravotnictvi NS9831-
4/2008 a védeckych zdmeért MSMT0021627502.
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Y; Xa Xp 0 Xyt Xy ﬂj
_ynj _xnl an e xly' o xnm _ﬂm )
—_— 2 T
| X
zavisle nezavisle proménna regresni
proménna parametry

y=Xp+

Predpoklady metody nejmensich ¢tverci

1. Parametry B8 mohou nabyvat libovolnych hodnot. Omezeni
jsou pouze fyzikdlniho smyslu.
2. Model je linedrni v parametrech B; plati pfitom additivni
model méfeniy = X B + €.
3. Matice X je nendhodn4, nastavitelnych hodnot nezévisle
proménnych. M4 hodnost m:
(a) Z4adné dva sloupce X, a X, nejsou kolinedrni (Cili
paralent).
(b) X"X je pak symetrickd reguldrni matice.
(c) Rovina L je m rozmérnd a vektory X b jsou

jednoznacné.



4. Ndhodné chyby €; maji nulovou stfedni hodnotu E(g;) = 0.
Je-li E(g;) = K, je nutno zavést absolutni ¢len a pak bude
E(e) = 0.

5. Ndhodné chyby €; maji konstantni rozptyl, homoskedasticita,
E(e?) = o~

6. Nahodné chyby ¢; jsou vzéjemﬁé nekorelované, cov(e; . e}) =
E(e . 5&) = 0.

7. Ndhodné chyby maji normalni rozdéleni € = N(0, ).

VW EITL VCEUASORVERD KORELACHHO LoEFleltevTy R

o _ |T3C _ 23c
K—\_C—S?‘: —\] - —— = X

(‘?ﬁ(d uoiﬂ .—_O
A& /.'..'-:'\.
| frg\ Reo
o T ] A=0, wauatey
e e unmed by i
3‘._(_ 2 }WM&/‘“‘L’“

Priklad 6.8 Omezeni klasické analyzy linedmiho modelu
Anscomb® uvadi testadni data pro &tyfi simulované vgbéry. Testujte
statistickou v§znamnost obou parametrii B; a B, a provedte grafickou
analyzu rezidui.
Data: &y¥i simulované vybéry vykazuji stejné charakteristiky

b, = 0.5, b, = 3.0, D(b,) = 0.0139 a D(b,) = 1.2656.

Vybér A B C D

Promé&nné X y y y x y
1 10 8.04 9.14 7.46 8 6.58
2 8 6.95 8.14 6.77 8 5.76
3 13 7.58 8.74 12.74 8 771
4 9 8.81 8.77 711 8 8.84
5 1 8.33 9.26 7.81 8 8.47
6 14 9.96 8.10 8.84 8 7.04
7 6 7.24 6.13 6.08 8 5.25
8 4 4.26 3.10 5.39 19 12.50
9 12 10.84 9.13 8.15 8 5.56
10 7 4.82 7.26 6.42 8 791
11 5 5.68 4.74 5.73 8 6.89

15.00 & 3.0e b

8 L] x 8

- = "
3.08

15.00 & b
é
2
1. 5
il o umd
n 3
L] L]
-3.08 L____———
[X]
s B x 8

VYCISLENi ODHADU PARAMETRU REGRESNIHO
MODELU METODOU NEJMENSICH CTVERCU (MNC)

vypocitana
hodnota

méfena regresni

hodnota cara
-
@
H X;
2 | A——|
S} [jpaas
£ | reziduum
=
Z|__ s
z S O SR e
S
Z
=] H
£ HA- reziduum
E Yi n

A \2 o
Yi-¥;) =min.
i=1

(VR 4, ot plodr s §= Koh e 840
g

/' @V#O’Wmﬁ)%
o Y jufu,/
e

TESTOVAWT Rt 4o (b =0 &k R°=0 . Y- p 40wt P40
T = 0SC- RSO (m-m) R (- me)
SO e 1)

o ool AT (rne-tym- )

Reseni:
Linearni regresni model E(yx) = B; x + B, md pro viechny
vibéry
a) Stejné odhady parametri:
b, = 0.5, b, = 3.0, D(b;) = 0.0139, D(b,) = 1.2656.

b) Stejné testacni statistiky v§znamnosti parametri:
T, = 2.667 a T, = 4.241.

c) Stejné testacni statistiky: Fr = 17.97, R? = 0.66, & = 1.237
ukazuji,
%e B, a B, jsou v§znamné odli§né od nuly.

Zivér: Neshodu modelu s daty indikuje graficka analyza rezidui



Testy hypotéz
a testacéni kritéria
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PODSTATNE TESTY VYZNAMNOSTI
V KORELACNI A REGRESNI ANALYZE

@ test vyznamnosti korelacniho koeficientu

@ test vyznamnosti modelu jako celku

@ test vyznamnosti jednotlivych regresnich parametri
@ test shody linearnich regresnich model

a mnoho dalSich testd.....

TEST VYZNAMNOSTI REGRESNIHO Porovnani regresnich pfimek

MODELU — co testujeme?

Y=by+bx; +hx, +bsx;+... +
Gy b s

Testuje se vyznamnost odhadi
jednotlivych parametri:

Test: Jestlize je testovany odhad Testuje se model jako celek:

parametru statisticky nevyznamny, pak Test: zda piislusna kombinace vsech

jeho piislusna proménnax; neprispiva ke nezavisle proménnych statisticky

zptesnéni odhadu zavisle proménnéy a tato | | vyznamné zpiesni odhad zavisle

proménnaX; je v modelu zbytecna. proménné y oproti pouZiti pouhého
pruméru viech hodnoty.

AN

Porovnani regresnich primek

Porovnani M navrZenych regresnich modeld

Test shody dvou linearnich model

test shody parametrti B, a B, dvou linedrnich modeli

Vi = Byt Byx;*e jrlhueM =Lk y, = X, B, + 5§ ... RSC,
Postup: Y, = X,B,+¢ ... R8SC,
P —— A2 - . 5
L _krok: vyisleni b, by, 6 ,j =1, ..., §,M kde X, rozméru (n, X m), y, rozméru (n; X 1),
) X, rozméru (n, X m), y, rozméru (n, X 1).
2. krok: test homoskedasticity &; = 6*,j =1, ..., M
3. krok: testovani, zda-li i Yi X, &, RSC
a) regresni pfimky maji spole¢ny prisecik, = B+ -
b) regresni pfimky maji spoleCnou smérnici, b/ X, &
c) regresni piimky jsou totoZné.
Chowilyv test shody dvou linedrnich modelt Piiklad 6.14 Porovng’nll’ WsleAdé& méfen.t;i zebdvo_;t’ }llaborafofil .

: = . : # Stanoveni volné enthalpie -AG; par oxidu borit€ho v zavislosti na
Hy B, =B, vs. Hi B 2 B, teplot& T [Kelvin] bylo provedeno paraleln& ve dvou laboratofich.
T &k ride Je mo#né hodnoty naméfené v obou laboratofich povaZovat za

estacni krit€rium shodné ?
(RSC - RSC, - RSC,)) (n - 2m) Data:n = 6;m = 2
= -AG [kcal mol]
) (RSC, + RSG,) (m) TIX] Laboratof A Laboratof B

1409 349 34.9
kden = n; + n, 1441 346 33.8

1457 319 334

1492 33.1 324
Testovani: 5 " 1569 30.1 303
(a) Pfi homoskedasticité¢ o] = 03: F, vs. F(m, n - 2 m), 1610 293 =l

(b) PHi heteroskedasticité o7 # o5: F, vs. F(m, 1),

2
e ¢ o L@ -mol+ @, - m)ol]

4 4
(n, - m)o; + (n, - mo,

Reseni: Linearni regresni model pro obé& skupiny dat
E(-AG/T) = Ba T +Boa

E(-AG/T) = Bip T + Byp



Chowilv test: Hy: B, = By proti Hy: B, # Bg,

kde B, = B1a BZ,A; apPs = (Bys BZ,B)T'

Laboratof A: b, , = -2.768"107 (+ 5.25°10°%)
b, = 73.73 (% 7.865), 6 = 0.916
RSC, = 3.358

Laboratof B: b, = -2.776 107 (= 1.57°10*)
b, = 73.82 (+ 0.235), & = 0.0274
RSC, = 2.992°10°.

Laboratof A + B: (oznaleni C = A + B)
by = -2.772°107 (£ 2.35°10%)
byc = 73.77 (£ 3.521), 6 = 0.58
RSC. = 3.364

36. 80 3.00

o>

-AG |-

31.00

.08}, L, .

26. 08 -3.00
8 g T 8 8 8 T 8
g & Z g g

Test: Jeliko? Foes(2, 4) = 6.94 > F,, je Hy: B, = B piijata.

Zdvér: Chowovym testem je prokédzdno, Ze vysledky v obou
laboratofich A a B jsou shodné.

Kritika dat
regresni diagnostikou
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Kritika dat

Vysetfeni vlivnych bodi:

(1) Odlehlé body

(2) Extrémy

Metoda:

Grafy vlivnych bodt

Vybrané diagnostiky vlivnych boda

Dosazenim za RSC = RSC, RSC, = RSC, a RSC, = RSC; do
testaéniho kritéria Chowova testu

(RSC - RSC, - RSC)) (n - 2m)

¢ - (RSC, + RSC,) (m)
bude
F - (3.364 - 3.358 - 0.002992) (12 - 4) = 0.0036
¢ (3.358 + 0.002992) 2)

Data A se od B 1i§f v rozptylu, budou stupné volnosti dle

[4%0.916% + 4x0.0274°

= 4.007 = 4
4x0.916* + 4x0.0274*

HODNOCENI KVALITY REGRESNIHO
MODELU

Stiedni kvadraticka chyba predikce (MEP)

1o 2 e? &tverec rezidui modelu
MEP = — Z & H; ity diagonalni  prvek
nig (l —H. )2 projekéni matice H
= 1

Akaikovo informacéni kritérium (AIC)

m pocet parametra

RSC RSC  rezidualni soucet Ctverct
AIC=n- ln( +2m

n

| Cim je AIC (MEP) mensi, tim je model vhodn&jsi. |

REGRESNI DIAGNOSTIKA

Vysettuje regresni triplet, coz pfedstavuje

@ Kiritiku dat (zkouma kvalitu dat pro navrzeny model)
@ Kritiku modelu (zkouma kvalitu modelu pro dana data)

@ Kritiku metody odhadu (provéfuje splnéni vSech
predpokladii pozadovanych metodou MNC)

Déleni viivnych bodii dle vyskytu:
1. vybolujici pozorovdni (outliers, O): na y se li8i,

2. extrémy (high leverage points, E): lisi se na ose X

I :

*(E
+0




Statisticka analyza rezidui

1. Klasicka rezidua: ¢ =y, -xb,

Nespravné ptedstavy o reziduich:
1. Rozdéleni rezidui je stejné jako rozdéleni chyb,
2. Vlastnosti rezidui jsou shodné s vlastnostmi chyb,
2. Cim je reziduum e, v&t§i, tim je bod vlivngsi,
a tim spiSe by se mél z dat vyloudit.

¢ = Py = PXB+s) = Pe = (E-H)e

2. Numericka analyza:
(a) Stiedni hodnota rezidui E(¢) = 0,

(b) Priimérné reziduum [€| = %E &) = e

(c) Smérodatna odchylka stiedni hodnoty rezidui S(€) = e,
(d) Koeficient Sikmosti souboru rezidui g,(€) = 0,

(¢) Koeficient Spicatosti souboru rezidui g,(€) =~ 3,

(f) Pearsoniiv - test dobré shody: ), Vs. = ik

(g) Hamiltoniiv R-faktor relativni tésnosti: R ~ 0.5 %.

4. Jackknife rezidua 6, ('plné studentizovand”)
uzijeme misto & odhadu smérodatné odchylky &,
" & n-m-1
By = 8y |erSee # y/n - m cotg B,
n=1m- éSI

maji Student. rozd&leni s (n - m - 1) stupni volnosti.
Diagnostika: k identifikaci  vybolujicich bodi
(outliers).

6. Rekurzivni rezidua a,
Dopfedna rekurzivni rezidua jsou definovéna vztahy

& = O,

i=1,.,m

i Y"x'b'_1 .
i L i=m+1 .,n

_ ‘/1 fx (X" X )T R
kde b,_, jsou odhady ziskané z prvnich (i - 1) bodd.

Diagnostika: umoziiuji identifikovat autokorelaci ¢ili
nestabilitu modelu, napf. v Case.

Statisticka analyza klasickych rezidui
i

1. Graficka analjza

CHYBNY WMODEL

il

T

JyvvY YT
/\./v‘v\i
ot | | A

2. Normovana rezidua oy

&ni = &/0

]
N;]
4
«
D_l
<

© N, o O

1

QI‘D’I{)Q
.

normélné rozdélené veli¢iny ey, ~ N(O, 1).
Diagnostika: pravidlo 3o, tj. rezidua v&tsi nez * 36
indikuji vybocujici.

3. Standardizovana rezidua o

R S

6., = — — —
S 6 A-H,
Maji konstantni rozptyl. Maximélni hodnota &g je
ohrani¢ena velikosti /n - m.
Diagnostika: k indikaci heteroskedasticity.

5. Predikovana rezidua &,

éi
1 - H;
kde b jsou MNC odhady ze viech bodii kromé i-
tého.
Diagnostika: indikace vybocujicich hodnot (outliers).

&i = Vi~ X% by =

Obrazce v diagnostickych grafech
Typ I: Graf rezidui &, proti indexu i.
Typ II: Graf rezidui &, proti proménné x;.
Typ III: Graf rezidui &; proti predikci 9;.
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é MNE ¢ Herezostevug-\um
MR NYse

i,xj:y i,)(j,y



1.CHYBNT HOVEL
2. ARSENCE ¥,
3. ABSEMCE [,

>
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8lcueny d
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(a) tvar mraku, (b) tvar vysece, (c) tvar pasu a (d) nelinedrni

tvar

i,Xj.y

i’ XJ"?

2. Williamsuav graf (WG),
osa x: prvky H;, osa y: €5

0.00

odleele, vy Goé'v."(u'

2m/n H“

0 0.50 H.

i 1.00
i

0.00

Uloha M619. Viiv ti parametrii na obsah kadmia v potravind¥ské psenici

Obsah kadmia v zrnu y [mg/l] v z4vislosti na obsahu kadmia v otrub4ch
x; [mg/l], ve stonku s listy x, [mg/l] a v kofenovém systému x; [mg/l].
VySetfete regresni triplet (data, model, metoda) a naleznéte linearni

regresni model.

x, Cd ve stonku a listech

{0
{

x; Cd v kot é &
~I % .Cdvkofenovem systému

Grafy identifikace vlivnych bodi

1. Graf predikovanych rezidui (GPR),

osa x: &p, 0sa y: €;

A
€

~
lw
astvow £ gfo'mk
E
\.&*
3
i ; ,u:\vb\u,
Qs E
P

3. Pregiboniiv graf (IZ’G),

osa x: prvky Hj, osa y: €y;

Vzorova uloha
vystavby regresniho modelu

50

Vystavba linearniho regresniho modelu:

y=8,+ B:x o o + 8, x,

LKritika dat j
liritika modeltTl

LKritika metodxj




Grafy vlivnych bodi (odlehlych O a extrémi E)

2
é[’

0

-1

2 z P4 =g 7010 020 030 040 050 060 070 H,
Graf predikovanych rezidui Williamstv graf
il By VYSTUP

(1) PREDBEZNA STATISTICKA ANALYZA:
Proménna  Primér Smérodatn4 Parovy korela¢ni Spoitena
odchylka koeficient hladina vyz.

y 6.0125E+00 4.8734E+00 1.0000 = -
X10TRURY 4.8937E+00 3.5692E+00 0.9837 0.000
XZLISTY  5.7812E+00 4.5296E+00 0.9935 0.000
x3LO4EN 5.0812E+00 3.8782E+00 0.9948 0.000

Pérové korelaéni koeficienty mezi dvojicemi Spodtena

vysvétlujicich proménngch hladina vyz
Xl versusx2:  9.9344E-01 0000
x1 versus x3 :  9.8693E-01 0.000

X2 versus x3:  9.8847E-01 0.000

(2) INDIKACE MULTIKOLINEARITY:
C Vlastni &isla Cisla podmi-
[i] korel. matice I[j] n&nosti K[j]

Variance inflation
factor VIF[j]

Vicenés.korel.
koef pro X[j]

1 6.4568E-03 4.6141E+02 8.3272E+01 0.9940
2 1.4307E-02 2.0823E+02 9.4324E+01 0.9947
3 2.9792E+00 1.0000E+00 4.7508E+01 0.9894
Maximalni &islo podminénosti K : 4.6141E+02

(K[l K> 1000 indikuje silnou multikolinearitu)
(VIE[j] > 10 indikuje silnou multikolinearitu)

C. Data bez 11, 12 a opraveny model vedou k zivéru
= -L18(0.38)x, + 1.25(0.24)x, + 0.92(0.15)x,
(LS: t1905p(14-3) = 2.201, D = 99.80%, MEP = 0.06078, AIC = -43.47, 5(e) = 0.193)

B 0.000

B -1.181 0.383 -3.0854 Vyznamny 0.010
B, 1.245 0.236 5.2751 Vyznamny 0.000
By 0.917 0.151 6.091 Vyznamny 0.000

D. Data bez 8, 11, 12 a opraveny model vedou k zavéru
y = -0.86(0.37)x, + 0.95(0.25)x, + 0.92(0.13)x,
(LS: t19055(13-3) = 2.228, D = 99.83%, MEP = 0.05101, AIC = -43.55, s(e) = 0.170)

B 0.000

B, -0.855 0372 -2.3002 Vyznamny 0.044
B, 0.954 0.251 3.8038 Vyznamny 0.003
B 0916 0.132 6.9263 Vyznamny 0.000

Model: y = -0.86(0.37)x, + 0.95(0.25)x, + 0.92(0.13)x,

REGRESNI DIAGNOSTIKA — kvalita modelu

1) Graf rezidui
2) Parcialni regresni grafy
Vyjadiuje zavislost mezi vysvétlovanou proménnou (vektorem y)
a jednou vysvétlujici proménnou x; pfi statisticky neménném
vlivu ostatnich vysvétlujicich prom&nnych, které tvori matici X,

(kdy je vynechana j-ta proménna).

Jde zde o urcitou grafickou obdobu parcialniho

korelacniho koeficientu u korela¢nich modeld.

0.20 0.40 0.60

H,

Pregiboniiv graf

ln!’ LA }
[ mQ-5,)
McCulloh-Meeteriiv graf

Kritika dat: pivodni data obsahuji vlivné body 8, 11, 12

Kritika modeluy = B, + B, x,

s(e)) nasla, ze absolutni &len B, statistic!

+ B, x, + B; x5: technika MEP, AIC,
ky nevyznamny

Odhad Smérodatna
parametru odchylka

Hladina
vyznamnosti

Student Parameter je
t-test
toss(16-4)= 2.18

A. Plivodni data a piivodni model vedou k zdvéru
y = -0.07(0.14) - 0.69(0.19)x, + 0.90(0.16)x, + 0.84(0.13)x,

(LS: t1005p(16-4) = 2.179, D = 99.72%,

MEP = 0.21014, AIC =-36.18, s(e) = 0.290)

B, -0.073 0.138 -0.5269 Nevyznamny 0.608
B -0.685 0.192 -3.5746 Vyznamny 0.004
B, 0.896 0.161 5.5761 Vyznamny 0.000
Bs 0.838 0.133 6.2879 Vyznamny 0.000

B. Data bez 8, 11, 12 a piivodni model vedou k zdvéru

y = -0.02(0.10) - 0.80(0.50)x

L+ 0.92(0.34)x, + 0.91(0.15)x,

(LS: ty0050(13-4) = 2262, D = 99.83%, MEP = 0.06118, AIC = -41.58, s(e) = 0.178)

B, -0.017 0.103 -0.1637 Nevyznamny 0.874
B, -0.802 0.504 -1.5919 Nev§znamny 0.146
B, 0.920 0.338 2.7193 Vyznamny 0.024
B, 0.906 0.152 5.9698 Vyznamny 0.000
@ o
Kritika modelu
r il L4
regresni diagnostikou
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HODNOCENI REGRESNIHO MODELU
1. Kvalita nalezenych odhadii parametri

a) Podle intervali spolehli
tim 1épe)

vosti (¢im mensi interval spolehlivosti,

B, =b,£C,,

2
em-s° - F

l—a.:m:n—m

b) Podle rozptyli parametrii, kde by pro statisticky vyznamny

odhad mélo platit pravidlo

Sillénovy podminky

2-./D(b,) < b,



HODNOCENI REGRESNIHO MODELU HODNOCENI REGRESNIHO MODELU

2. Kvalita dosaZené tésnosti prolozeni
a) podle rezidualniho rozptylu.

b) podle regresniho rabatu, coz je v procentech vyjadfeny koeficient. a) f"t?d““ kvag.rl?vt lc'kahchybatpre((iill;cel(N!,EP): wm j8 MEP
de*~rminace (¢im vice se blizi 100 %, tim lepsi je prolozeni modelem). fensl; HiJeptudlell Sehopnos: JOcetepsls

4. Predik¢ni schopnost modelu

3. Vhodnost navrZzeného modelu
a) Akaikovo informaéni kritérium (AIC): ¢im je AIC mensi, tim je
model vhodnéjsi.
b) Stiedni kvadraticka chyba predikce (MEP): ¢im je MEP mensi,
tim je predik¢ni schopnost modelu lepsi.

5. Kvalita experimentalnich dat
a) | 1zakladé analyzy rezidui

b) na zikladé analyzy vlivnych bodi (podle Jackknife rezidui,
Cookovy vzdalenosti, diagonalni prvky projekéni matice a
vérohodnostni vzdalenost).

Kritika modelu: parcialni regresni graf
"'&"’ [bo + [t * %o + [bs¥s
| Py4

1 Parcilni regresni graf ¥*-X'2 - Sheet1

10] Kritika metody

0.8 r ° °

o regresni diagnostikou
0.4
0.2
0.0
-0.21
-0.4
-0.6- :
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-10 08 -06 -04 02 00 02 04 06
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Kritika metody REGRESNI DIAGNOSTIKA
testy vybranych predpokladi klasické MNC

Ovéreni piredpoklada
metody nejmensich &tverci
Multikolinearita: VIF diagnostika indikuje

Metoda:

Heteroskedasticita: testy heteroskedasticity (napf. Cook-Weisberg)
VySetreni heteroskedasticity

VySetieni autokorelac youos ” y - .
e Autokorelace rezidui: test vyznamnosti autokorelacniho koeficientu
VySetfeni multikolinearity

VySeti‘eni normality nihodnych chyb Normalita rezidui: testy normality
VySetfeni omezeni parametri

VySeti‘eni trendé rezidui

Test multikolinearity Statistické obtize:
Paradoxni situace: F-test je vyznamny a viechny t-testy jsou 1. Nestabilita odhadii je zpuisobena citlivosti odhadd na malé
nevjznamné, protoze je silna multikolinearita mezi sloupci zmény v datech. Odhady mivaji ¢asto nespravné znaménko,
matice X, &ili existuje rovnob&znost vektorl x; a x,, j # kK, & Sl 4 s o o
sloupctt matice X. coz znemoziiuje jejich vécnou (fyzﬂ'(alnl) interpretaci a jsou
co do absolutnich hodnot p#ili§ veliké.

R Ko Ky Ry e

i <, (N e, Q}ua e A, 2. Velké rozptyly D(b,) jednotlivych odhadi zpisobuji, Ze

e “ M wth USEAL t-testy indikuji statistickou nevyznamnost j; .

Mo Co L LR S %&/ 3. Silnd korelovanost mezi prvky vektoru odhadd b zpiisobuje,

\'_——\f_—’_’ — d ——— O

OTrotouhit Teovb§  KOLBARMT TRoNENKE Ze odhady b; nelze interpretovat oddélené.

Xy
HODNOST MAT\CE mw =73 . . . 3 - .
R = 4. Koeficient determinace vysoky a regresni model miZe dobfe
2 e popisovat experimentalni data.
VouwveARNT

ORTOGOVALNT



2. Numericka kritéria:

a) Determinant matice R, det®) =

ﬁ A, » kde A; jsou vlastni
j=1
¢isla matice R. Je-1i determinant det(R) pfili§ maly, tj. mensi

nez 1073, jde o silnou multikolinearitu.

b) Cislo podminénosti K = iﬂ , kde Ay, Apin jSOU maximalni

‘min

a minimalni vlastni ¢islo matice R. Je-li ¢islo podminénosti
K > 10°, jde o silnou multikolinearitu.

c) VIF-faktor (Variance Inflation Factor) je VIR, = R, , kde

2
R je j-ty diagonalni prvek matice R™'. Plati vztah
1

VI, = — . Je-1i VIF; > 10, jde o silnou multikolinearitu.
1= B
306: 99 - 368.69 b
y y Ry
300. 00 300. 00
100. 90 100. 00
S X = x S

Zivér:

1. RH poskytne odhady parametri, které zajistuji prab&h modelu odpovidajici
trendim dat a nema nadbyte¢né extrémy ¢&i inflexy.

2. Pfi pouziti klasické MNC by tloha byla feitelna pouze pii zavedeni
omezeni na regresni parametry.

| Heteroscedasticity plotf
p651 — The Loss of Ammpnium
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Test:
1. Graficka indikace autokorelace:
&

a

€51

2. Waldiiv test pro p,: Hy: p; = Ovs. Hy: p, # 0
~2

np
—— < x¥(1). H, je prijata.
1 - p;

Je-li Waldovo kritérium Wa =

MULTIKOLINEARITA
- testovani

VIF — variance inflation factor — diagonalni prvky inverzni
matice ke korelaéni matici nezavisle proménnych (diag(R))

A B c D E F
X1 A2 X3 X4 X5
X1 1 0.23 -0.15 0.07 0
X2 | 023 1 0.08 025 0.34

| VIF > 10 = kriticka multikolinearita |

korela¢ni matice R

X4 | 0.07 025 0.73 1 0.98

X5 | 0 034 067 098 1 =INVERZE(B2..F6)

Ctrl+Shift+Enter

1
2
3
d X3 |-0.15 0.08 1 0.73  0.67
5
6
7
E3
9

inverzni matice R'!

kriticky vysoké hodnoty VIF

HOMOSKEDASTICITA vs. ETEROSKEDASTICITA
Grafické vysvétleni principu

Homoskedasticita znamend, Ze hodnoty zavisle proménné y maji
pro viechny hodnoty nezavisle proménné x
konstantni rozptyl (variabilitu, proménlivost).

" .« || mali variabilita hodnot y . o
H g pro hodnotu x1 ‘e %
)g =1 l\ * +*
H H s . . e
£ s R e
5 2 3 A
z z ) =
2 = 2]
g
X..__[rvsoki variabilita hodnot
pro hodnotu x2
x1 2
mezivisle promeémi nezévisle proménna
Homoskedasticita Heteroskedasticita

2. Autokorelace
Data ¢asovych fad maji chyby e, vzdjemné korelované.
Nejcast€jsi je piipad autokorelace prvniho ¥adu
& = P&t Y

kde u; ~ N(0, o).

a) Pro p, = 1 piipad kumulativnich chyb, ktery se

v chemii vyskytuje ¢asto.
b) Pro p; < 1 jde o autokorelaéni koeficient 1. ¥4du.

NORMALITA CHYR
thal ndilac
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Vystavba nelinearniho
regresniho modelu

100+
solubility
80 1
60
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0 20 40 . . 60
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FIGURE 3.7. Peptides example: observed and adjusted solubilities of 75 peptides
versus their RP-HPLC retention time

Model: T0zSifeny Debye-Hiickeluv zakon

05115 7
1+ 32910 4,7

CI

"> a,smis aT

Proménné:
Zavisle proménnd y: pK_

smis?

B PK, 1

Nezévisle proménna X: 1,

Nezndmé parametry: By d, By C

POSTUP A DIAGNOSTIKA REGRESE:

Regresni triplet:

KVALITA DAT

VOLBA MODELU

’ V¥BER KRITERIA
(METODY) REGRESE

n
2 &
u -ZW1Fyexp’i - yvyp.i) = minimum
i=1

kde Yuyp,t ™ £(xXg3 Dy eoer bm)

NELINEARNI REGRESNI MODELY

Zakladni lohy:

1. Konstrukce kalibracnich modelii,

2. Ovétent teoretickych modelii fyzikalng-chemické zékonitosti,
3. Tvorba empirickych modeli,

Tvorba regresniho modelu f(x, B) cili funkce

a) vektoru nastavovanych proménnych (deterministickych,
kontrolovatelnych, vysvétlujicich, nezdvislych) X,
tj. bodt {x;", y;},i=1, .., n,

b) vektoru parametri B o rozméru (m x 1), B = (B,, ..., B,,)"-

c) y je vysvétlovana proménna (zavisle p., odezva, méfeni,
pozorovani) na zvolenou kombinaci nastavovanych veli¢in x;.

Tvorba se formuluje s ohledem na regresni triplet:
1. zadana data,
2. navrZeny model,
3. kritérium regrese.

Déleni regresnich modeli;
1. Linedrni modely: parametry nemajf fyzikalni smysl
(koeficienty),

2. Nelinedrni modely: parametry maji presny fyzikalni
vyznam.
(nept. rovnovazné konstanty (disociaéni, stability, sou¢iny
rozpustnosti) reakénich produktd, rychlostni konstanty
u kinetickych modeld, nezndmé koncentrace, atd.

—_— REGRESN{ MODEL: homatropin (esab)

10.10

10.00

9.90

0.00 0.10 0.20 0.30 0.40 0.50 0.60 0.70 0.80 0.90
x

Zéavislost smiS=né disoc. konstanty pK, .. homatropinu na iontové sile:
Nulté priblizen: pK7r=1,a6=1A4A, C=1
Nalezeno: PK,.7=9.90(1), & = 6(2)A a C = 0.51(3)

GEOMETANCKE ZENAZORNENT KRITERIA U
U =%A’“r&( A MlaLaa
Fogpc = %6{1.') /44)"'1/5,.‘ it

OPTIHALIZASHT RROBLEM V (mm+ 1) ROZHMERMEM PROSTORU

. 2.
Hegpc ™ o




STANSTICKA AVAILYZA: Geometrie nelinearni regrese

Kritérium regrese U(P) vektorovym zapisem
ue = ly - f?

kde y = (yl‘) %y yn)T’ f= (f(xls B)’ 2%, f(Xn, B))Ta
asymbol x| = y/x T x oznaduje euklidovskou normu.

u@ b

GRADIENTOUR METODA I
MLEDAWT MINIHA

D

Minimum uéelové funkce U(B) pro (a) linearni modely, (b) nelinearni modely

Pro linearni regresni modely: MINIMALIZASNT PROCES:
1. Utvar kritéria U(B) v prostoru odhadli je elipticky

hyperparaboloid se stiedem v bod€ [b, U(b)], kde nabyva U
minimalni hodnoty. MLEDAVT MIN IMA

2. Utelové funkce U(B) je vzhledem k P kvadratickou formou B’
(X" X) p a matice X" X je pozitivng definitni.

Pro nelinedrni regresni modely: : GLOBALNI MINIMUM
1. Slozit&jsi utvary vznikaji u nelinearnich modeld v zavislosti na

nelinearité funkce f(x, B), po¢tu extrémdi a sedlovych bodil.

Numerické postupy

Nederivacni metody

Nelinearni minimalizace: model f(x, B) je nelinearni vzhledem
k parametru {3,

Umoiziiuji nalezeni extrému G(p) vzhledem k B:

Nelinearni maximalizace: pouziti maximalni vérohodnosti 1. metody pfimého hledani
2

Extremalizace: uziti libovolného kritéria regrese, kde 2. Slmplexové metody,
"proménné" jsou regresni parametry p 3. metody VYUifvajl'ci néhodn)'/ch él'sel,

Optimaliza¢ni metody: 4. postupy Spemalne vhodné pro MNC.
_ hleddni volného extrému, pokud nejsou na regresni

parametry kladena zadna omezeni,
- hleddni vizaného extrému, jestlize regresni parametry musi

spliiovat jisté omezujici podminky.

1. Metody p¥imého hledani 2. Simplexové metody

Hookiiv-Jeevsuv algoritmus:

a) krokové posuny a nalezeni zlepseného odhadu B,?, pro ktery
je G(B,?) < G(BD),
b) hledéni lokalniho minima B*" ve sméru B a p,@.

By

Postupné vytvateni adaptivnich polyedrii (simplext):

Simplex pro (a) m =2, a (b) m = 3 parametry.
Postup koordinatniho hledani (¢4rkovan& zndzorn&ny netisp&sné sméry) Simplex A, B, C Ize pevritit do tii poloh CBE, ABE, ACE




2. Iterativni postup k minimu /
Na spojnici mezi Vy a jeho zrcadlovym obrazem pét operaci:
reflexe, expanze, kontrakce, redukce a prenesenti.

@K&ﬂ-iéi

® o EXPAVZE

SN
N~

VR/\_/E

C
@ B fedukes
A ,
C
A
C

1. Graficka analyza rezidui
a) odlehlé (extrémni) hodnoty v souboru rezidui,
b) trend v reziduich,
¢) nedostate¢né stiidani znaménka u rezidui,
d) chybny model nebo vzajemnou zévislost rezidui,
e) heteroskedasticitu (nekonstantnost rozptylu) zévisle promén-
né (méfené) veli€iny y,
f) ndhlou zménu podminek pii méfeni hodnot y.

2. Numericka analyza rezidui
1. StFedni hodnota rezidui, E(¢), by se méla rovnat nule,

2. Primérné reziduum |e| =

B =

Y |&| by se mélo rovnat
i1

nahodné chybg.

3. Smérodatnd odchylka stiedni hodnoty rezidui s(¢) by se méla
rovnat ndhodné chybé.

4. Koeficient Sikmosti g,(¢) se pro Gaussovo rozdéleni rovna
nule.

5. Koeficient Spicatosti g,(&) se pro Gaussovo rozdéleni rovna
tfem.
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Tésnost prolozeni v
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a) odlehla hodnota v datech;
b) trend v reziduich;

¢) nedostate¢né stfidani znaménka
rezidui;

DHLET

Model: rozsiteny Debye-Hiickeltv zdkon

2
PK, = pK, - Ayt cI
1 +B&\/Ti

d) chybny model;
e) heteroskedasticita;
f) nahla zména podminek

Parametry: pK,, 4, C

Uloha 8.1 Odhad parametrit Debyeova-Hiickelova vztahu

Stanovte termodynamickou disocia¢ni konstantu pK”, (parametr f,), efektivni primér
iontli ¢ (parametr B,) a vysolovaci konstantu C (parametr ;) zavislosti smiSené
disocia¢ni konstanty y na iontové sile x podle rozsifeného Debyeova-Hiickelova vztahu
pro vybrané sulfonftaleiny. Maji-li oba ionty L”' a HL? zhruba stejnou velikost ¢ 10
m] a je-li celkovy vysolovaci koeficient C = €7, - C*',, Ize formulovat Debyeiiv-

_(1-22)4x
(1 +B B, yx)

mol2 1'% K*, B=0.3291 mol"*. m™. I'%, K"? jsou pro 25 °C. Piedpokladejte aditivni
model méfeni a normalitu chyb zavisle proménné y.

Hiickeltiv vztah tvarem y = + By x .kded =0.5112

Data: Bromkrezolova zeleii: Z = -1, {x, y}.
0.0104.901  0.0224.871  0.0404.834
0.3924.691  0.5944.677 0.9234.664

0.0604.808
1.3304.662

0.1164.765
2.0504.686

0.232 4.709
3.720 4.785




Reseni:
1. Navrh modelu: oznaéme
parametr pK,” jako prvni parametr B, s jeho odhadem b,,
parametr g jako druhy parametr B, s jeho odhadem b, a
parametr C tfeti parametr B, sec odhadem b,.
Pro nulté piiblizeni odhadovanych parametri je voleno
b®=1.0,5,=1.0, 5,9 =1.0.

2. Odhadovani parametru:

Bodové odhady parametri:

Intervalové odhady parametri:

Parametr Bodovy Smérodatna Absolutni Relativni

B, odhad b, odchylka s(b)  vychylenih,  vychylenihy, [%]
B, 5.0336E+00 4.2468E-03 -1.9583E-05 -3.8905E-04

B 7.6010E+00 2.1432E-01 4.2364E-03  5.5735E-02

Bs 6.8337E-02 3.4380E-03 1.7995E-05  2.6332E-02

3. Graf regresni k¥ivky:

Eeaced PocEL: Caoss

o

v B s

Obr. 8-1a Rozptylovy graf, ADSTAT.

4. Korela¢ni matice parametri:
Ukazuje, ze korelace mezi parametry je vyrazna.

Parametr Bodovy  Polovi¢ni délka intervalu spolehlivosti spoétena z b b b
B, odhad b, délky poloos maxim i ! & 3
B, 5.0336E+00 +-1.1915E-02 +-1.4456E-02 x[1,1] 1.00000 -0.82415 0.52400
B, 7.6010E+00 +-7.2957E-01 +-7.2957E-01 x[2,1] -0.82415 1.00000 -0.85058
Bs 6.8337E-02 +-9.9546E-03 +-1.1703E-02 x[3, 1] 0.52400 -0.85060 1.00000

5. Zakladni statistické charakteristiky:

Bylo dosazeno vyteéného proloZeni, regresni rabat 99.49% ukazuje, ze vysoké procento
bodu vyhovuje navrzenému modelu Debyeovy-Hiickelovy zdvislosti.

Regresni rabat D [%] :199.487
Akaikeho informaéni kriterium 4/C :-117.59
Stredni kvadratickéd chyba predikce MEP 1 1.5516E-04
Prvni statisticky moment residui m, :-1.9709E-07
Treti statisticky moment residui m;, : 1.1306E-07
Ctyrty statisticky moment residui m, :12.0362E-09
Parametr I : 8.4501E-02
Parametr [ : 8.6108E+02

B. Tabulka vlivnych bodu:
Obsahuje zakladni charakteristiky k odhaleni vlivnych bodu.

Bod Jackknife Cookova Diagonidlni  Normalizovanid Vé&rohodnostni
reziduum vzdilenost  prvky vzdal t vzdal t
i ey D, H,; FDA LDA
1 -2.2875E+00  5.2536E-01 3.0692E-01 1.2144E-01 2.6567E-01
2 3.1245E-01 1.L1668E-02  2.4392E-01  3.8138E-03 2.8886E-03
3 3.5252E-01 1.0641E-02  1.8824E-01  4.6230E-03 7.9056E-03
4 5.2560E-01 1.8108E-02 1.5314E-01 9.3211E-03 8.6827E-03
5 8.9337E-01 3.6124E-02 1.1718E-01 2.1943E-02 1.4799E-02
6 -8.1923E-01  3.4006E-02 1.2774E-01 1.9626E-02 1.3011E-02
7 8.0345E-01  4.4839E-02  1.6679E-01  2.1813E-02 1.4450E-02
8 1.1447E+00  1.0565E-01 2.0015E-01 4.4082E-02 3.4816E-02
9 8.3151E-02 7.1250E-04 2.1571E-01 2.7009E-04 7.3859E-03
10 -1.1908E+00 1.1815E-01  2.0734E-01  4.5560E-02 3.7563E-02
11 -1.4634E+00  1.8341E-01 2.2452E-01 6.5850E-02 7.1201E-02
12 2.6179E+00  7.7430E+00  8.4834E-01 4.1027E-03 2.7646E-03

Uloha C8.08 Odhad tii parametru rozsSifeného
Debyeova-Hiickelova vztahu
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6. Regresni diagnostika:
Obsahuje pomiicky pro kritiku dat, kritiku modelu a kritiku metody.

A. Analyza klasickych rezidui:
Smérodatna odchylka rezidui dosahuje hodnoty stejné velikosti, jako je odhad
nahodnych chyb (3umu) proménné y, 4j. e(pK,, , = 0.01). Rozdéleni rezidui je
mirn¢ asymetrické, seSikmené k niz$im hodnotam, protoze odhad Sikmosti
dosahuje zaporn¢ hodnoty. Rozdéleni se blizi rovnomérnému, protoze odhad
Spicatosti je blizky hodnoté 1.80. S ohledem na maly pocet dat nelze z
vybérové Sikmosti a Spicatosti usuzovat na nenormalitu.

Bod Méfeni Predikovani  Smérodatni Vyehyleni Klasické
hodnota hodnota odehylka reziduum

i » Yant 50000 D e

1 4.9010 49115 3.7122E-03 -9.6193E-06 -1.0524E-02

2 48710 4.8691 3.3094 -3.8063E-06 1919

3 48340 48318 1.0885E-06 2.2400E-03

4 4.8080 48046 4.1321E-06 3.3797E-03

5 47650 47593 74433+

6 4.7090 47142 2.3949E-03 7.2323E+

7 4.6910 4.6860 2.7365E-03 4.1517E~

8 46770 46703 2.9978E- ¥

9 4.6640 4.6635 -

10 4.6620 4.6689 3

1 4.6860 4.6941 3.1750E-03 -6.2046E-06 -8.1348E-03

12 47850 47797 6.1717E-03 5.4489E-06 5.3175E-03

Reziduilni soudet &tvered RSC :4.0410E-04

Smérodatnd odchylka rezidui s(ej + 5.8030E-03

Odhad sikmosti g, :-0.579

Odhad Spicatosti g, 1 1.796

Hamiltondv R-fuktor [%] :0.122

7. Mapa citlivostni funkce: Citlivostni funkce vyjadfuje zménu
regresniho modelu pfi zméné parametru o £5% ukazuji, ze parametr b, a b,
jsou dobie podminény v modelu, jejich zména zplsobi zménu i¢elové funkce
8 az 9 fadu. Parametr b, je ve srovnani s predchozimi parametry méné citlivy,
hife podminény v modelu, zména je podstatné mensi.

Parametr  Relativni zména Souhrnna citlivost  Relativni zména

J Cir(-5%), | %] G |%] Cig (+5%), | %]
1 8.0486E-09 1.0000 -7.2821E-09

2 1.5937E+01 1.0301E-03 -1.3244E+01

3 -3.3799E-07 1.7701 9.5080E-08

8. Predikéni schopnost modelu:
Pron=12bude M, = 1 az 6, M, = 7 az 12, RSC(M,) = 2.8534E-05, RSC(M,)
= 5.3549E-05, U(b) = 40.410E-05, a proto K = 4.923.

Jelikoz se K neblizi k 1, je predikéni schopnost modelu slabsi.

9. Souhlas s pozadavky fyzikalniho smyslu:

Termodynamickou disociacni konstantu pK', = 5.034 a vysolovaci konstanta
C = 0.068 maji fyzikalni smysl, efektivni priomér iontu G =7.6 x 10" mje v
souhlase s hodnotami Kielandovych tabulek.
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