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Souhrn: Postup hledani regresniho modelu je popsan obecné a dokumentovan na 3
ulohach analytické laboratore. Sklada se z techto krokii: 1. Navrh modelu zacina vzdy
od nejjednodussiho modelu, linearniho. 2. Predbéznd analyza dat sleduje proménlivost
promeénnych na rozptylovych diagramech, indexovych grafech. VySetiuje se
multikolinearita, heteroskedasticita, autokorelace a vlivné body. 3. Odhadovani
parametri se provadi klasickou metodou nejmensich ctvercu, ndsleduje testovani
vyznamnosti parametrii Studentovym t-testem. Stredni kvadraticka chyba predikce MEP
a Akaikovo informacni kritéerium AIC jsou rozhodci kritéria pri hledani modelu. 4.
Regresni diagnostika provadi identifikaci vlivnych bodii a ovéreni predpokladii metody
nejmensich ctverci. V pripade vice vysvétlujicich promeénnych se posoudi vhodnost
promennych pomoci parcialnich regresnich grafii a parcidalnich rezidualnich grafii. 5
Konstrukce zpresnéného modelu: parametry zpresnéného modelu jsou odhadovany s
vyuzitim (a) metody vazenych nejmensich étvercii (MVNC) pii nekonstantnosti rozptylu,
(b) metody zobecnénych nejmensich ctvercii (MZNC) pri autokorelaci, (c) metody
podminkovych nejmensich c¢tvercii (MPNC) prii omezeni kladenych na parametry, (d)
metody raciondlnich hodnosti u multikolinearity, (e) metody rozsirenych nejmensich
ctvercii (MRNC) pro piipad, Ze vSechny proménné jsou zatizené nahodnymi chybami, a
konecne (f) robustnich metod pro jina rozdéleni nez normalni a data s vybocujicimi
hodnotami a extrémy.

Pti vystavbé regresnich model se bézné uziva metody nejmensich ctvercli. Metoda nejmensich
¢tvercll poskytuje postacujici odhady parametrii jenom pii souCasném splnéni vSech
piedpokladl o datech a o regresnim modelu. Pokud tyto ptedpoklady nejsou splnény, ztraci
metoda nejmensich ¢tverct své vlastnosti.

Zikladni piedpoklady metody nejmensich ¢étvercii (MNC): Statistické vlastnosti odhadil
J»,€, b zavisi na splnéni jistych predpokladt. Pokud plati predpoklady I az IV, jsou odhady
b parametrii p nejlepsi, nestranné a linearni (NNLO). Navic maji asymptoticky normalni
rozdéleni. Pokud plati jesté predpoklad VII, maji odhady b normalni rozdé€leni i1 pro konecné
vybery.

I. Regresni parametry  mohou nabyvat libovolnych hodnot. V praxi vSak Casto existuji
omezeni parametrl, kterd vychézeji z jejich fyzikalniho smyslu.

II. Regresni model je linearni v parametrech a plati aditivni model méreni.

1. Matice nendahodnych, nastavovanych hodnot vysvetlujicich proménnych X ma hodnost
rovnou pravé m. To znamena, ze zadné€ jeji dva sloupce x;, x, nejsou kolinedrni, tj. rovnob&zne
vektory. Tomu odpovida i formulace, ze matice X X je symetricka regularni matice, ke které
existuje inverzni matice a jejiZz determinant je vétsi nez nula.

IV. Nahodné chyby €, maji nulovou stredni hodnotu E(e,) = (. To musi u korela¢nich modeld
platit vzdy. U regresnich modelid se mtize stat, ze E(e,)) =K, i =1, ..., n, coZ znamen4, Ze model
neobsahuje absolutni ¢len. Po jeho zavedeni bude E( 8/) 0 kde 8/ =Yi-Vp; - K

V. Nahodné chyby €, maji konstantni a konecny rozptyl E(€; ) 0. Také podminény rozptyl
D(y/x) =6’ je konstantm a jde o homoskedasticky ptipad.




VI. Nahodné chyby ¢, jsou vzajemné nekorelované a plati cov(e, ) = E(¢, &) = 0. Pokud maji
chyby normalni rozdéleni, jsou nezévislé. Tento pozadavek odpovidd pozadavku nezavislosti
métenych veli€in y.

VII. Chyby €, maji normdlni rozdéleni N(0, ¢°). Vektor y ma pak vicerozmérné normalni
rozdéleni se stiedni hodnotou X B a kovarianéni matici 6° E, kde E je jednotkova matice.

Regresni diagnostika
Metoda nejmenSich ¢tvercii nezajistuje obecné nalezeni pfijatelného modelu, a to jak ze
statistického, tak 1 z fyzikalniho hlediska. Musi byt splnény podminky, odpovidajici slozZkam
tzv. regresniho tripletu [data, model, metoda odhadu].
Regresni diagnostika obsahuje postupy k identifikaci

a) vhodnosti dat pro navrZzeny regresni model (slozka data),

b) vhodnosti modelu pro dana data (slozka model),

¢) splnéni zakladnich predpokladit MNC (slozka metoda).
Zakladni rozdil mezi regresni diagnostikou a klasickymi testy spo¢iva v tom, Ze u regresni
diagnostiky neni tfeba pfesn¢ formulovat alternativni hypotézu. Timto pojetim se regresni
diagnostika blizi spiSe k exploratorni regresni analyze, kterd vychazi z faktu, ze "uzivatel vi
o analyzovanych datech pfece jenom vice nez pocitac". Pocitac slouzi jako nastroj analyzy dat,
modelu a metody odhadu. Model je navrhovan v interakci uzivatele s programem. Tim by mél
byt omezen vznik formdlnich regresnich modeld, které nemaji fyzikdlni smysl a jsou v
technické praxi obycejné jen omezené pouzitelné.

1. Data: mezi zakladni techniky diagnostiky patii stanoveni rozmezi dat, jejich variability
a pritomnosti vybocujicich pozorovani. K tomu lze vyuzit grafi rozptyleni s kvantily a fady
postupll prizkumové analyzy jednorozmérnych dat. Pfes svoji jednoduchost umoziuje
diagnostika identifikovat jesté pied vlastni regresni analyzou

a) nevhodnost dat (malé rozmezi nebo piitomnost vybocujicich bodu),

b) nespravnost navrzeného modelu (skryté proménné),

¢) multikolinearitu,

d) nenormalitu v ptipad¢, kdy jsou vysvétlujici proménné nahodné veliiny.
Kvalita dat uzce souvisi s uzitym regresnim modelem. Pii posuzovani se sleduje piedevsim
vyskyt viivnych bodii (VB), které mohou byt hlavnim zdrojem fady problémd, jako je zkresleni
odhadil a rist rozptyl aZ k naprosté nepouZzitelnosti regresnich modeld. Podle toho, kde se
vlivné body vyskytuji, 1ze provést déleni na

1. Vybocujici pozorovani (outliers), které se 1iS$i v hodnotadch vysvétlované (zavisle)
proménné y od ostatnich, a

2. Extrémy (high leverage points), které se liSi v hodnotach vysvétlujicich (nezavisle)
proménnych x nebo v jejich kombinaci (v piipad¢ multikolinearity) od ostatnich bodi.

Vyskytuji se v§ak i body, které jsou jak vybocujici, tak i extrémni. K identifikaci vlivnych
bodu typu vybocujiciho pozorovani se vyuziva zejména riiznych typtl rezidui a k identifikaci
extrému pak diagonalnich prvkia H, projekéni matice H.

2. Model: kvalitu regresniho modelu 1ze posoudit v pfipad€ jedné vysvétlujici proménné
x ptimo z rozptylového grafu zavislosti y na x. V ptipad¢ vice vysvétlujicich proménnych a
multikolinearity mohou vSak rozptylové grafy myiné indikovat nelinearni trend 1 u linearniho
modelu. Z fady riznych grafii k posouzeni vztahu y a x; se omezime na a) parcilni regresni
grafy, a b) parcialni rezidudlni grafy.




Parcidlni regresni grafy byly Belseyem zatazeny mezi zdkladni nastroje pocitacové
interaktivni analyzy regresnich modell. UmozZiiuji nejenom posouzeni kvality navrzeného
regresniho modelu, ale indikuji 1 pfitomnost vlivnych bodl a nesplnéni piedpokladt klasické
metody nejmensSich ¢tvercl.. Parcidlni regresni graf pro posouzeni vztahu mezi y a i-tou
vysvétlujici proménnou x; je zavislost rezidui v regrese y na sloupcich matice X, a rezidui u
regrese x; na sloupcich matice X,,. Pfitom matice X, vznikne z matice X vynechanim i-t¢ho
sloupce x;, odpovidajiciho i-t¢ vysvétlujici proménné. Parcialni regresni grafy maji tyto
vlastnosti:

a) Smérnice piimky v parcidlnim regresnim grafu je stejna jako odhad b, v nedéleném
modelu a tsek je roven nule. Tato linearni zavislost plati pouze v piipad¢€, ze navrzeny model
je spravny.

b) Korela¢ni koeficient mezi obéma proménnymi parcidlniho regresniho grafu odpovida
parcialnimu korelacnimu koeficientu R oy

Parcialni rezidualni grafy se oznacup ‘také jako grafy "komponenta + reziduum". Parcialni
rezidudlni grafy vSak poskytuji ponékud odlisné informace nez parcialni regresni grafy.
Smérnice linedrni zavislosti je rovna b, a sek je nulovy. Linearni zavislost pak ukazuje na
vhodnost navrzené proménné x; v modelu

Parcialni reziduélni grafy se doporucuji predevsim k indikaci rozli¢nych typtli nelinearity
v piipadé nespravné navrzeného regresniho modelu.

3. Metoda: V praxi byvaji nékteré predpoklady MNC poruseny, coz vede k pouZiti jinych
kritérii. K poruSeni piedpokladi dochazi v téchto zakladnich piipadech:

a) Na parametry jsou kladena omezeni, coz vede na uziti metody podminkovych nejmensich
cétvercii (MPNC).

b) Kovarian¢ni matice chyb neni diagonalni (autokorelace), ptip. data nemaji stejny rozptyl
(heteroskedasticita), coz vede na uziti metody zobecnénych nejmensich ctvercii (MZNC), resp.
metody vazenych nejmensich ¢tvercii (MVNC).

c) Rozd¢leni dat nelze povazovat za normalni nebo se v datech vyskytuji vlivné body.
V takovém ptipad¢€ se misto kritéria metody nejmensich ¢tvercl uzije robustniho kritéria, které
jenaporuseni pfedpokladu o rozdé€leni chyb a na vlivné body malo citlivé. Z robustnich kritérii
jsou nejznaméjsi M-odhady. Jedna se o maximalné vérohodné odhady pro vhodnou hustotu
pravdépodobnosti chyb. Pro odhad parametrii b se uziva iteracni metody vazenych nejmensich
ctvercii (IVNC).

d) Také proménné x mohou byt zatizené¢ ndhodnymi chybami, coz vede na uziti metody
rozsirenych nejmensich ctvercii (MRNC). Pro piipad regresni piimky je pouziti metody
rozs8itenych nejmensich ¢tvercii velmi jednoduché. Postacuje znalost poméru rozptylu cyz

(vysvétlovand proménna) a 0x2 (vysvétlujici proménné), K = 0y2/0x2. Pro odhad smérnice

regresni piimky y = a x + b pak plati
a =L +sign(S,) VK + L?

S, - K8,
28

X

kde L =

a sign §, je znaménkova funkce. Symboly § oznacuji souCty Ctverci, odpovidajicich
proménnych
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Pii znalosti odhadu smérnice d@ se snadno uréi odhad useku b ze vztahu

b=y-ax
Pro pftipad stejnych rozptyld, tj. K = 1 vede dosazeni do vySe uvedenych vztaht k odhadim
minimalizujicim kolmé vzdalenosti (orthogondlni regrese). Pro odhady rozptylti odhadi 4, b
se pak pouziva specialnich vztahi.

e) Pro $patné podminéné matice X"X se pouziva metoda raciondlnich hodnosti, vedouci k
systému vychylenych odhadi, kde vychyleni je fizeno jednim parametrem.

Postup vystavby linearniho regresniho modelu:

1. Navrh modelu: zacind se vzdy od nejjednodusSiho modelu, u kter¢ho vystupuji
jednotlivé vysvétlujici proménné v prvnich mocninach a nevyskytuji se Zadné interakéni leny
typu x; x;.

2. Predbézna analyza dat: sleduje se proménlivost jednotlivych proménnych a mozné
parove vztahy. Uziva se proto rozptylovych diagrami zavislosti x; na x, nebo indexovych graft
zavislosti x; na j. Posuzuje se vyznamnost proménnych s ohledem na jejich proménlivost
a pritomnost multikolinearity. Pfiblizn¢ linearni vztah mezi proménnymi v rozptylovych
grafech zavislosti x; na x, indikuje multikolinearitu. Lze rovnéz odhalit vlivné body, ktere
zpusobuji multikolinearitu.

Podle volby uZivatele se provedou pozadované transformace plivodnich proménnych.
Zadava se, zda model obsahuje absolutni ¢len. UzZivatel mize volit polynomickou transformaci
zadanim stupné polynomu.

Provadi se sestaveni korelacni matice R a jeji rozklad na vlastni ¢isla a vlastni vektory. Jsou
vypocteny VIF k indikaci multikolinearity a tisknuta setfidénd vlastni ¢isla. K ur€eni inverzni
matice R’ se uziva metoda racionalnich hodnosti pro standardné zadavané vychyleni P= 10",
Uzivatel mize zadat jinou hodnotu parametru vychyleni P, coz vSak vede pro vyssi hodnoty
P k vychylenym odhadtim. Byva proto vhodné volit P z tohoto intervalu 10° < P < 107,

3. Odhadovani parametri: odhadovani parametri modelu se provadi metodou
racionalnich hodnosti s volbou P = 10”°. Ze zobecnéné inverzni matice R’ jsou urovany
odhady parametrd b, jejich smérodatn¢ odchylky /D(b;) a velikosti testaénich statistik
Studentova ¢-testu vyznamnosti pro ; = 0. Déle jsou provedeny testy vyznamnosti odhadu b,
vicenasobného korela¢niho koeficientu R a koeficientu determinace D. Je vhodné sledovat
souhrnné charakteristiky regrese jako je stfedni kvadratické chyba predikce MEP a Akaikovo
informacni kritérium 4/C, ptipadné posoudit linearitu modelu.

4. Regresni diagnostika: s vyuzitim péti rozlicnych grafii je provadéna identifikace
vlivnych bodi, a to grafy Wiliamsovym, Pregibonovym, McCulloh-Meeterovym, L-R, a grafem
predikovanych rezidui. Déle pak ovéteni splnéni predpokladi metody nejmensich ¢tverct jako
je homoskedasticita, neptfitomnost autokorelace a normalita rozd€leni chyb. Pokud dojde
k upravé dat, je tfeba provést znovu regresni diagnostiku se zaméfenim na poruseni
piedpokladi metody nejmensich ¢tverct a posouzeni vlivu multikolinearity. V ptipad¢ vice
vysvétlujicich proménnych se posoudi vhodnost jednotlivych proménnych a jejich funkei
s vyuzitim parcidlnich regresnich grafii nebo grafii "komponenta + reziduum". Tabulka rezidui




obsahuje klasicka rezidua é;, normovana rezidua €\;, standardizovana rezidua €y; a Jackknife
rezidua €. Je uveden odhad autokorelacniho koeficientu rezidui prvniho fadu @,. Tabulka
vlivnych bodii obsahuje veli¢iny H., H; ,D, A, DF, LD(b), LD.(6°)aLD,b, 6*). Hvézditkou
jsou oznaceny hodnoty siln¢ vlivnych bodu.

5. Konstrukce zpresnéného modelu: s vyuzitim
a) metody vazenych nejmensich ctvercii (MVNC) pti nekonstantnosti rozptyld,
b) metody zobecnénych nejmensich ¢tvercii (MZNC) pfi autokorelaci,
¢) metody podminkovych nejmensich ctvercii (MPNC) pfi omezenich na parametry,
d) metody raciondlnich hodnosti RH u multikolinearity,
e) metody rozsivenych nejmensich ctvercii (MRNC) pro piipad, ze vSechny proménné jsou
zatizené ndhodnymi chybami,
f) robustni metody pro jina rozdéleni dat neZ normalni a data s vybocujicimi hodnotami
a extrémy jsou odhadovany parametry zptesnéné¢ho modelu.

6. Zhodnoceni kvality modelu: s vyuzitim klasickych testl, postupii regresni diagnostiky
a doplnkovych informaci o modelované soustavé se provede posouzeni kvality navrzeného
line4rniho regresniho modelu.

Vzorova aloha: Model teplotni zavislosti prechodového tlaku bismutu (J6.01)
Ukézeme postup analyzy jednorozmérného linearniho regresniho modelu. Byl studovan
piechodovy tlak bismutu I - II p jako funkce teploty ¢ Naleznéte linedrni regresni model, ktery
bude adekvatni danym datim. VysSetfete regresni triplet a indikujte vlivné body.

Data: Teplota t [°C], tlak p [bar]:

20.8 25276, 20.9 25256, 21.0 25216, 21.9 25187, 22.1 25217,
22.1 25187, 22.4 25177, 22.5 25177, 24.8 25098, 24.8 25093,
25.0 25088, 34.0 24711, 34.0 24701, 34.1 24716, 42.7 24374,
42.7 24394, 42.7 24384, 49.9 24067, 50.1 24057, 50.1 24057,
22.5 25147, 23.1 25107, 23.0 25077

Reseni:

1. Odhadovani parametrii: klasickou metodou nejmensich &tvercti (MNC) byly nalezeny
nejlepsi odhady useku B, a smérnice B,. Studentiv z-test ukazal, ze Gsek (absolutni ¢len) B, je
statisticky vyznamny a smérnice f, je statisticky vyznamna.

Odhad Smérodatna  Test HO: B[j] =0 vs. HA: B[j] <> 0
odchylka t-kriterium hypoteza HO je Hlad. vyznam.
B[0] 2.6068E+04 1.6169E+01 1.6122E+03 Zamitnuta 0.000
B[1] -3.9874E+01 5.0419E-01 -7.9084E+01 Zamitnuta 0.000

2. Regresni diagnostika: absolutni hodnota parového korelacniho koeficientu R ukazuje, Ze
navrzeny linedrni regresni model je statisticky vyznamny. Vysoka hodnota koeficientu
determinace D = R’ (99.67%), pfedstavuje procento variability, vysvétlené modelem.
Predikovany koeficient determinace R’, ukazuje na predikéni schopnost modelu, je vsak
vy¢islen jinak nez R°, misto RSC se ve vztahu uzije MEP. Stiedni kvadraticka chyba predikce
MEP a Akaikovo informacni kritérium AIC se uzivaji k rozliSeni mezi nékolika navrzenymi
modely. Za optimélni se povazuje model, pro ktery dosahuje MEP a AIC minimalni hodnotu.

Vicenasobny korelaéni koeficient, R :9.9833E-01
Koeficient determinace, D :9.9665E-01
Predikovany koeficient determinace, Rp”2 : 9.9804E-01




Sttedni kvadraticka chyba predikce, MEP |: 6.8546E+02
|Akaikeho informacni kritérium, 4/C : 1.5054E+02

3. Konstrukce zpresnéného modelu:

(a) Po odstranéni bodu €. 23 (kritika dat) byly nalezeny nové odhady parametrti zpiesnéného
modelu. Zptfesnény model (v zavorce je uveden vzdy odhad smérodatné odchylky parametru)
y =26 078 (13) - 40.1 (0.4) x, je dolozen statistickymi charakteristikami: pdrovy korelacni
koeficient R =0.9990, koeficient determinace D =99.808% a predikovany korelacni koeficient
R, =0.99885 dosahly vesmés vysokych hodnot. Stredni kvadraticka chyba predikce MEP =
414.22 a Akaikeho informacni kritérium AIC=132.62 dosahly niz§ich hodnot nez u ptedeslé¢ho
modelu, coz dokazuje, ze zpiesnény model je lepsi. Rezidua nyni vykazuji normalni rozdéleni
anevykazuji trend, stale vSak vykazuji heteroskedasticitu, a proto Ize doporucit pouzit metodu
vazenych nejmensich ¢tverci.

(b) Uzitim statistické vahy (w, = 1/y;) kompenzujeme heteroskedasticitu v datech. Obdrzime
nov¢ odhady parametri. Opraveny model ma tvar, (v zavorce je uveden odhad smérodatné
odchylky parametru) y =26 079 (13) - 40.1 (0.4) x,. Jelikoz doslo ke snizeni rozhodujicich
kritérii, tj. stFedni kvadratické chyby predikce MEP =410.29 a Akaikeho informacniho kritéria
AIC =132.39, 1ze povazovat tyto odhady za lepsi neZ predesleé.

4. Zhodnoceni kvality modelu: porovnanim hodnot regresni diagnostiky 1ze snadno provést
zhodnoceni regresniho tripletu u dosazeného linedrniho regresniho modelu pro upravena data,
zbavena odlehlych hodnot a metodou vazenych nejmensich ¢tverci. Nalezeny a prokdzany
model teplotni zavislosti prechodového tlaku bizmutu ma tvar, (v zévorce je vzdy uveden
odhad smérodatné odchylky parametru)

y=26079 (13) - 40.1 (0.4) x,.
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