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Souhrn: Postup hledani regresniho modelu je popsan obecné a dokumentovan na 3
ulohach analytické laboratore. Sklada se z techto krokii: 1. Navrh modelu zacina vzdy
od nejjednodussiho modelu, linearniho. 2. Predbéznd analyza dat sleduje proménlivost
promeénnych na rozptylovych diagramech, indexovych grafech. VySetiuje se
multikolinearita, heteroskedasticita, autokorelace a vlivné body. 3. Odhadovani
parametri se provadi klasickou metodou nejmensich ctvercu, ndsleduje testovani
vyznamnosti parametrii Studentovym t-testem. Stredni kvadraticka chyba predikce MEP
a Akaikovo informacni kritéerium AIC jsou rozhodci kritéria pri hledani modelu. 4.
Regresni diagnostika provadi identifikaci vlivnych bodii a ovéreni predpokladii metody
nejmensich ctverci. V pripade vice vysvétlujicich promeénnych se posoudi vhodnost
promennych pomoci parcialnich regresnich grafii a parcidalnich rezidualnich grafii. 5
Konstrukce zpresnéného modelu: parametry zpresnéného modelu jsou odhadovany s
vyuzitim (a) metody vazenych nejmensich étvercii (MVNC) pii nekonstantnosti rozptylu,
(b) metody zobecnénych nejmensich ctvercii (MZNC) pri autokorelaci, (c) metody
podminkovych nejmensich c¢tvercii (MPNC) prii omezeni kladenych na parametry, (d)
metody raciondlnich hodnosti u multikolinearity, (e) metody rozsirenych nejmensich
ctvercii (MRNC) pro piipad, Ze vSechny proménné jsou zatizené nahodnymi chybami, a
konecne (f) robustnich metod pro jina rozdéleni nez normalni a data s vybocujicimi
hodnotami a extrémy.

Pti vystavbé regresnich model se bézné uziva metody nejmensich ctvercli. Metoda nejmensich
¢tvercll poskytuje postacujici odhady parametrii jenom pii souCasném splnéni vSech
piedpokladl o datech a o regresnim modelu. Pokud tyto ptedpoklady nejsou splnény, ztraci
metoda nejmensich ¢tverct své vlastnosti.

Zikladni piedpoklady metody nejmensich ¢étvercii (MNC): Statistické vlastnosti odhadil
J»,€, b zavisi na splnéni jistych predpokladt. Pokud plati predpoklady I az IV, jsou odhady
b parametrii p nejlepsi, nestranné a linearni (NNLO). Navic maji asymptoticky normalni
rozdéleni. Pokud plati jesté predpoklad VII, maji odhady b normalni rozdé€leni i1 pro konecné
vybery.

I. Regresni parametry  mohou nabyvat libovolnych hodnot. V praxi vSak Casto existuji
omezeni parametrl, kterd vychézeji z jejich fyzikalniho smyslu.

II. Regresni model je linearni v parametrech a plati aditivni model méreni.

1. Matice nendahodnych, nastavovanych hodnot vysvetlujicich proménnych X ma hodnost
rovnou pravé m. To znamena, ze zadné€ jeji dva sloupce x;, x, nejsou kolinedrni, tj. rovnob&zne
vektory. Tomu odpovida i formulace, ze matice X X je symetricka regularni matice, ke které
existuje inverzni matice a jejiZz determinant je vétsi nez nula.

IV. Nahodné chyby €, maji nulovou stredni hodnotu E(e,) = (. To musi u korela¢nich modeld
platit vzdy. U regresnich modelid se mtize stat, ze E(e,)) =K, i =1, ..., n, coZ znamen4, Ze model
neobsahuje absolutni ¢len. Po jeho zavedeni bude E( 8/) 0 kde 8/ =Yi-Vp; - K

V. Nahodné chyby €, maji konstantni a konecny rozptyl E(€; ) 0. Také podminény rozptyl
D(y/x) =6’ je konstantm a jde o homoskedasticky ptipad.




VI. Nahodné chyby ¢, jsou vzajemné nekorelované a plati cov(e, ) = E(¢, &) = 0. Pokud maji
chyby normalni rozdéleni, jsou nezévislé. Tento pozadavek odpovidd pozadavku nezavislosti
métenych veli€in y.

VII. Chyby €, maji normdlni rozdéleni N(0, ¢°). Vektor y ma pak vicerozmérné normalni
rozdéleni se stiedni hodnotou X B a kovarianéni matici 6° E, kde E je jednotkova matice.

Regresni diagnostika
Metoda nejmenSich ¢tvercii nezajistuje obecné nalezeni pfijatelného modelu, a to jak ze
statistického, tak 1 z fyzikalniho hlediska. Musi byt splnény podminky, odpovidajici slozZkam
tzv. regresniho tripletu [data, model, metoda odhadu].
Regresni diagnostika obsahuje postupy k identifikaci

a) vhodnosti dat pro navrZzeny regresni model (slozka data),

b) vhodnosti modelu pro dana data (slozka model),

¢) splnéni zakladnich predpokladit MNC (slozka metoda).
Zakladni rozdil mezi regresni diagnostikou a klasickymi testy spo¢iva v tom, Ze u regresni
diagnostiky neni tfeba pfesn¢ formulovat alternativni hypotézu. Timto pojetim se regresni
diagnostika blizi spiSe k exploratorni regresni analyze, kterd vychazi z faktu, ze "uzivatel vi
o analyzovanych datech pfece jenom vice nez pocitac". Pocitac slouzi jako nastroj analyzy dat,
modelu a metody odhadu. Model je navrhovan v interakci uzivatele s programem. Tim by mél
byt omezen vznik formdlnich regresnich modeld, které nemaji fyzikdlni smysl a jsou v
technické praxi obycejné jen omezené pouzitelné.

1. Data: mezi zakladni techniky diagnostiky patii stanoveni rozmezi dat, jejich variability
a pritomnosti vybocujicich pozorovani. K tomu lze vyuzit grafi rozptyleni s kvantily a fady
postupll prizkumové analyzy jednorozmérnych dat. Pfes svoji jednoduchost umoziuje
diagnostika identifikovat jesté pied vlastni regresni analyzou

a) nevhodnost dat (malé rozmezi nebo piitomnost vybocujicich bodu),

b) nespravnost navrzeného modelu (skryté proménné),

¢) multikolinearitu,

d) nenormalitu v ptipad¢, kdy jsou vysvétlujici proménné nahodné veliiny.
Kvalita dat uzce souvisi s uzitym regresnim modelem. Pii posuzovani se sleduje piedevsim
vyskyt viivnych bodii (VB), které mohou byt hlavnim zdrojem fady problémd, jako je zkresleni
odhadil a rist rozptyl aZ k naprosté nepouZzitelnosti regresnich modeld. Podle toho, kde se
vlivné body vyskytuji, 1ze provést déleni na

1. Vybocujici pozorovani (outliers), které se 1iS$i v hodnotadch vysvétlované (zavisle)
proménné y od ostatnich, a

2. Extrémy (high leverage points), které se liSi v hodnotach vysvétlujicich (nezavisle)
proménnych x nebo v jejich kombinaci (v piipad¢ multikolinearity) od ostatnich bodi.

Vyskytuji se v§ak i body, které jsou jak vybocujici, tak i extrémni. K identifikaci vlivnych
bodu typu vybocujiciho pozorovani se vyuziva zejména riiznych typtl rezidui a k identifikaci
extrému pak diagonalnich prvkia H, projekéni matice H.

2. Model: kvalitu regresniho modelu 1ze posoudit v pfipad€ jedné vysvétlujici proménné
x ptimo z rozptylového grafu zavislosti y na x. V ptipad¢ vice vysvétlujicich proménnych a
multikolinearity mohou vSak rozptylové grafy myiné indikovat nelinearni trend 1 u linearniho
modelu. Z fady riznych grafii k posouzeni vztahu y a x; se omezime na a) parcilni regresni
grafy, a b) parcialni rezidudlni grafy.




Parcidlni regresni grafy byly Belseyem zatazeny mezi zdkladni nastroje pocitacové
interaktivni analyzy regresnich modell. UmozZiiuji nejenom posouzeni kvality navrzeného
regresniho modelu, ale indikuji 1 pfitomnost vlivnych bodl a nesplnéni piedpokladt klasické
metody nejmensSich ¢tvercl.. Parcidlni regresni graf pro posouzeni vztahu mezi y a i-tou
vysvétlujici proménnou x; je zavislost rezidui v regrese y na sloupcich matice X, a rezidui u
regrese x; na sloupcich matice X,,. Pfitom matice X, vznikne z matice X vynechanim i-t¢ho
sloupce x;, odpovidajiciho i-t¢ vysvétlujici proménné. Parcialni regresni grafy maji tyto
vlastnosti:

a) Smérnice piimky v parcidlnim regresnim grafu je stejna jako odhad b, v nedéleném
modelu a tsek je roven nule. Tato linearni zavislost plati pouze v piipad¢€, ze navrzeny model
je spravny.

b) Korela¢ni koeficient mezi obéma proménnymi parcidlniho regresniho grafu odpovida
parcialnimu korelacnimu koeficientu R oy

Parcialni rezidualni grafy se oznacup ‘také jako grafy "komponenta + reziduum". Parcialni
rezidudlni grafy vSak poskytuji ponékud odlisné informace nez parcialni regresni grafy.
Smérnice linedrni zavislosti je rovna b, a sek je nulovy. Linearni zavislost pak ukazuje na
vhodnost navrzené proménné x; v modelu

Parcialni reziduélni grafy se doporucuji predevsim k indikaci rozli¢nych typtli nelinearity
v piipadé nespravné navrzeného regresniho modelu.

3. Metoda: V praxi byvaji nékteré predpoklady MNC poruseny, coz vede k pouZiti jinych
kritérii. K poruSeni piedpokladi dochazi v téchto zakladnich piipadech:

a) Na parametry jsou kladena omezeni, coz vede na uziti metody podminkovych nejmensich
cétvercii (MPNC).

b) Kovarian¢ni matice chyb neni diagonalni (autokorelace), ptip. data nemaji stejny rozptyl
(heteroskedasticita), coz vede na uziti metody zobecnénych nejmensich ctvercii (MZNC), resp.
metody vazenych nejmensich ¢tvercii (MVNC).

c) Rozd¢leni dat nelze povazovat za normalni nebo se v datech vyskytuji vlivné body.
V takovém ptipad¢€ se misto kritéria metody nejmensich ¢tvercl uzije robustniho kritéria, které
jenaporuseni pfedpokladu o rozdé€leni chyb a na vlivné body malo citlivé. Z robustnich kritérii
jsou nejznaméjsi M-odhady. Jedna se o maximalné vérohodné odhady pro vhodnou hustotu
pravdépodobnosti chyb. Pro odhad parametrii b se uziva iteracni metody vazenych nejmensich
ctvercii (IVNC).

d) Také proménné x mohou byt zatizené¢ ndhodnymi chybami, coz vede na uziti metody
rozsirenych nejmensich ctvercii (MRNC). Pro piipad regresni piimky je pouziti metody
rozs8itenych nejmensich ¢tvercii velmi jednoduché. Postacuje znalost poméru rozptylu cyz

(vysvétlovand proménna) a 0x2 (vysvétlujici proménné), K = 0y2/0x2. Pro odhad smérnice

regresni piimky y = a x + b pak plati
a =L +sign(S,) VK + L?

S, - K8,
28

X

kde L =

a sign §, je znaménkova funkce. Symboly § oznacuji souCty Ctverci, odpovidajicich
proménnych
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Pii znalosti odhadu smérnice d@ se snadno uréi odhad useku b ze vztahu

b=y-ax
Pro pftipad stejnych rozptyld, tj. K = 1 vede dosazeni do vySe uvedenych vztaht k odhadim
minimalizujicim kolmé vzdalenosti (orthogondlni regrese). Pro odhady rozptylti odhadi 4, b
se pak pouziva specialnich vztahi.

e) Pro $patné podminéné matice X"X se pouziva metoda raciondlnich hodnosti, vedouci k
systému vychylenych odhadi, kde vychyleni je fizeno jednim parametrem.

Postup vystavby linearniho regresniho modelu:

1. Navrh modelu: zacind se vzdy od nejjednodusSiho modelu, u kter¢ho vystupuji
jednotlivé vysvétlujici proménné v prvnich mocninach a nevyskytuji se Zadné interakéni leny
typu x; x;.

2. Predbézna analyza dat: sleduje se proménlivost jednotlivych proménnych a mozné
parove vztahy. Uziva se proto rozptylovych diagrami zavislosti x; na x, nebo indexovych graft
zavislosti x; na j. Posuzuje se vyznamnost proménnych s ohledem na jejich proménlivost
a pritomnost multikolinearity. Pfiblizn¢ linearni vztah mezi proménnymi v rozptylovych
grafech zavislosti x; na x, indikuje multikolinearitu. Lze rovnéz odhalit vlivné body, ktere
zpusobuji multikolinearitu.

Podle volby uZivatele se provedou pozadované transformace plivodnich proménnych.
Zadava se, zda model obsahuje absolutni ¢len. UzZivatel mize volit polynomickou transformaci
zadanim stupné polynomu.

Provadi se sestaveni korelacni matice R a jeji rozklad na vlastni ¢isla a vlastni vektory. Jsou
vypocteny VIF k indikaci multikolinearity a tisknuta setfidénd vlastni ¢isla. K ur€eni inverzni
matice R’ se uziva metoda racionalnich hodnosti pro standardné zadavané vychyleni P= 10",
Uzivatel mize zadat jinou hodnotu parametru vychyleni P, coz vSak vede pro vyssi hodnoty
P k vychylenym odhadtim. Byva proto vhodné volit P z tohoto intervalu 10° < P < 107,

3. Odhadovani parametri: odhadovani parametri modelu se provadi metodou
racionalnich hodnosti s volbou P = 10”°. Ze zobecnéné inverzni matice R’ jsou urovany
odhady parametrd b, jejich smérodatn¢ odchylky /D(b;) a velikosti testaénich statistik
Studentova ¢-testu vyznamnosti pro ; = 0. Déle jsou provedeny testy vyznamnosti odhadu b,
vicenasobného korela¢niho koeficientu R a koeficientu determinace D. Je vhodné sledovat
souhrnné charakteristiky regrese jako je stfedni kvadratické chyba predikce MEP a Akaikovo
informacni kritérium 4/C, ptipadné posoudit linearitu modelu.

4. Regresni diagnostika: s vyuzitim péti rozlicnych grafii je provadéna identifikace
vlivnych bodi, a to grafy Wiliamsovym, Pregibonovym, McCulloh-Meeterovym, L-R, a grafem
predikovanych rezidui. Déle pak ovéteni splnéni predpokladi metody nejmensich ¢tverct jako
je homoskedasticita, neptfitomnost autokorelace a normalita rozd€leni chyb. Pokud dojde
k upravé dat, je tfeba provést znovu regresni diagnostiku se zaméfenim na poruseni
piedpokladi metody nejmensich ¢tverct a posouzeni vlivu multikolinearity. V ptipad¢ vice
vysvétlujicich proménnych se posoudi vhodnost jednotlivych proménnych a jejich funkei
s vyuzitim parcidlnich regresnich grafii nebo grafii "komponenta + reziduum". Tabulka rezidui




obsahuje klasicka rezidua é;, normovana rezidua €\;, standardizovana rezidua €y; a Jackknife
rezidua €. Je uveden odhad autokorelacniho koeficientu rezidui prvniho fadu @,. Tabulka
vlivnych bodii obsahuje veli¢iny H., H; ,D, A, DF, LD(b), LD.(6°)aLD,b, 6*). Hvézditkou
jsou oznaceny hodnoty siln¢ vlivnych bodu.

5. Konstrukce zpresnéného modelu: s vyuzitim
a) metody vazenych nejmensich ctvercii (MVNC) pti nekonstantnosti rozptyld,
b) metody zobecnénych nejmensich ¢tvercii (MZNC) pfi autokorelaci,
¢) metody podminkovych nejmensich ctvercii (MPNC) pfi omezenich na parametry,
d) metody raciondlnich hodnosti RH u multikolinearity,
e) metody rozsivenych nejmensich ctvercii (MRNC) pro piipad, ze vSechny proménné jsou
zatizené ndhodnymi chybami,
f) robustni metody pro jina rozdéleni dat neZ normalni a data s vybocujicimi hodnotami
a extrémy jsou odhadovany parametry zptesnéné¢ho modelu.

6. Zhodnoceni kvality modelu: s vyuzitim klasickych testl, postupii regresni diagnostiky
a doplnkovych informaci o modelované soustavé se provede posouzeni kvality navrzeného
line4rniho regresniho modelu.

Vzorova aloha: Model teplotni zavislosti prechodového tlaku bismutu (J6.01)
Ukézeme postup analyzy jednorozmérného linearniho regresniho modelu. Byl studovan
piechodovy tlak bismutu I - II p jako funkce teploty ¢ Naleznéte linedrni regresni model, ktery
bude adekvatni danym datim. VysSetfete regresni triplet a indikujte vlivné body.

Data: Teplota t [°C], tlak p [bar]:

20.8 25276, 20.9 25256, 21.0 25216, 21.9 25187, 22.1 25217,
22.1 25187, 22.4 25177, 22.5 25177, 24.8 25098, 24.8 25093,
25.0 25088, 34.0 24711, 34.0 24701, 34.1 24716, 42.7 24374,
42.7 24394, 42.7 24384, 49.9 24067, 50.1 24057, 50.1 24057,
22.5 25147, 23.1 25107, 23.0 25077

Reseni:

1. Odhadovani parametrii: klasickou metodou nejmensich &tvercti (MNC) byly nalezeny
nejlepsi odhady useku B, a smérnice B,. Studentiv z-test ukazal, ze Gsek (absolutni ¢len) B, je
statisticky vyznamny a smérnice f, je statisticky vyznamna.

Odhad Smérodatna  Test HO: B[j] =0 vs. HA: B[j] <> 0
odchylka t-kriterium hypoteza HO je Hlad. vyznam.
B[0] 2.6068E+04 1.6169E+01 1.6122E+03 Zamitnuta 0.000
B[1] -3.9874E+01 5.0419E-01 -7.9084E+01 Zamitnuta 0.000

2. Regresni diagnostika: absolutni hodnota parového korelacniho koeficientu R ukazuje, Ze
navrzeny linedrni regresni model je statisticky vyznamny. Vysoka hodnota koeficientu
determinace D = R’ (99.67%), pfedstavuje procento variability, vysvétlené modelem.
Predikovany koeficient determinace R’, ukazuje na predikéni schopnost modelu, je vsak
vy¢islen jinak nez R°, misto RSC se ve vztahu uzije MEP. Stiedni kvadraticka chyba predikce
MEP a Akaikovo informacni kritérium AIC se uzivaji k rozliSeni mezi nékolika navrzenymi
modely. Za optimélni se povazuje model, pro ktery dosahuje MEP a AIC minimalni hodnotu.

Vicenasobny korelaéni koeficient, R :9.9833E-01
Koeficient determinace, D :9.9665E-01
Predikovany koeficient determinace, Rp”2 : 9.9804E-01




Sttedni kvadraticka chyba predikce, MEP |: 6.8546E+02
|Akaikeho informacni kritérium, 4/C : 1.5054E+02

3. Konstrukce zpresnéného modelu:

(a) Po odstranéni bodu €. 23 (kritika dat) byly nalezeny nové odhady parametrti zpiesnéného
modelu. Zptfesnény model (v zavorce je uveden vzdy odhad smérodatné odchylky parametru)
y =26 078 (13) - 40.1 (0.4) x, je dolozen statistickymi charakteristikami: pdrovy korelacni
koeficient R =0.9990, koeficient determinace D =99.808% a predikovany korelacni koeficient
R, =0.99885 dosahly vesmés vysokych hodnot. Stredni kvadraticka chyba predikce MEP =
414.22 a Akaikeho informacni kritérium AIC=132.62 dosahly niz§ich hodnot nez u ptedeslé¢ho
modelu, coz dokazuje, ze zpiesnény model je lepsi. Rezidua nyni vykazuji normalni rozdéleni
anevykazuji trend, stale vSak vykazuji heteroskedasticitu, a proto Ize doporucit pouzit metodu
vazenych nejmensich ¢tverci.

(b) Uzitim statistické vahy (w, = 1/y;) kompenzujeme heteroskedasticitu v datech. Obdrzime
nov¢ odhady parametri. Opraveny model ma tvar, (v zavorce je uveden odhad smérodatné
odchylky parametru) y =26 079 (13) - 40.1 (0.4) x,. Jelikoz doslo ke snizeni rozhodujicich
kritérii, tj. stFedni kvadratické chyby predikce MEP =410.29 a Akaikeho informacniho kritéria
AIC =132.39, 1ze povazovat tyto odhady za lepsi neZ predesleé.

4. Zhodnoceni kvality modelu: porovnanim hodnot regresni diagnostiky 1ze snadno provést
zhodnoceni regresniho tripletu u dosazeného linedrniho regresniho modelu pro upravena data,
zbavena odlehlych hodnot a metodou vazenych nejmensich ¢tverci. Nalezeny a prokdzany
model teplotni zavislosti prechodového tlaku bizmutu ma tvar, (v zévorce je vzdy uveden
odhad smérodatné odchylky parametru)

y=26079 (13) - 40.1 (0.4) x,.

Podékovani: Prace vznikla za podpory grantu Ministerstva zdravotnictvi NS9831-
4/2008 a védeckych zdmeért MSMT0021627502.
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STATISTICKA ZAVISLOST

Nekorelovana data
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Cilem: minimélni délka vektorué = y - §,
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délky vektoru
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Odhad b, minimalizujici vzdalenost D, mé tvar
b = (XTX)'XTy
projekéni matice H, pro kterou plati
Jp=Hy
a pomoci vektoru b \
=X b= X(XT)X 1X y

Vlastnosti projekéni matice H:
1. Projekéni matice H = X (X" X)" X" promitne
libovolny vektor V do roviny L.

2. Pokud vektor V jiz lezi v roviné L, platt HV = V.

3. Pokud je vak vektor V kolmy na rovinu L, plati H
V = 0, kde 0 je nulovy vektor.

STATISTICKA ZAVISLOST

Pozitivni korelace

12 1 I I
Y
11 -
10
9+
\ véak budeme méifit
data v piili§ malém
intervalu, nemusi se
8 ' zavislost viibec prokazat!!
3 4 5 6 7
X
Definice regresniho modelu
.yl ’\11 ’\12 s ’\1] e '\lm /31 “l
b Xy Xy ottt Xy vt Xy, 5
.yz '\/l ’\/Z o '\(] s '\zm IBJ
) e 2 ¥es o see *
_.}nJ '\nl '\172 '\1]/ '\nm _ﬂm i, U B
| -] L
Y X
zavisle nezavisle proménna regresni
proménna parametry

y=Xp+

Dusledek: vektor rezidui é je kolmy na vSechny sloupce
matice X, a proto odpovidajici skalarni souciny jsou
nulové

n
<x, &> = Exij & = 0, j=1 .o m
amaticove XTé = 0

a dosazenim & =y-Xb bude
XTy = XTXb

Vlastnosti projekéni matice P:
Projekéni matice P pro kolmou projekci do nadroviny
L*, kolmé na nadrovinu L, ma tvar

P =E-H
kde E je jednotkova matice.
A
2
A

Mo

- L

Zavér: Rozklad vektoru y do dvou slozek
y = Hy+Py = §,+¢
Geometricky: vektror y byl rozloZen na dva kolmé vektory



Piedpoklady metody nejmensich ¢tvercii

1. Parametry 8 mohou nabyvat libovolnych hodnot. Omezeni
jsou pouze fyzikalniho smyslu.
2. Model je line4rni v parametrech B; plati pfitom additivni
model méfeniy = X B + e.
3. Matice X je nendhodnd, nastavitelnych hodnot nezavisle
proménnych. Ma hodnost m:
(a) Z&dné dva sloupce x; a x, nejsou kolinedrni (Cili
paralent).
(b) XX je pak symetrickd reguldrni matice.
(c) Rovina L je m rozméma a vektory X b jsou
jednoznacné.

VYCISLENI ODHADU PARAMETRU REGRESNIHO
MODELU METODOU NEJMENSICH CTVERCU (MNC)

vypocitani
hodnota

méieni
hodnota

Xi

o

o 2

a reziduum

£ S | g

z i

E > ) reziduum
E (Yi 'Yi) = min.
i=1

hodnoty nezavisle nroménné X

2. Pomoci Cookova - Weisbergova testu

Vychazime z piedpokladu, ze rozptyl naméfené hodnoty y; je uritou
funkei proménné x; B (napi. exponencialni tunkei)

noo S0 B
Z(Yi -y )_ef
=l

Sf = : 4 n
2-6*Y (yi-¥

i=1

Pravidlo: Pokud v datech neni heteroskedasticita,

potom plati, ze S; < x*(1)

VUZITL VCEUASORVERD KORELACHIHD LOEFICIENTY R

2= \1_@_2 A— 2se

Cse cse

=ﬂ Eﬁz
pACIE })Z

VSKUSE (a,) :R~_-,o j MW"‘HO; A?=_3_-ﬁg:
o

= el

Gile Y, /é
i o

4. Nahodné chyby €; maji nulovou stfedni hodnotu E(g;) = 0.
Je-li E(g;) = K, je nutno zavést absolutni ¢len a pak bude
E(e) = 0.

5. N4hodné chyby €; maji konstantni rozptyl, homoskedasticita,
E(e?) = o

6. Nahodné chyby ¢, jsou vzdjemné nekorelované, cov(e; . 61) =

E(e; . ) = 0.

7. Néhodné chyby maji normalni rozdéleni € = N(0, ¢?).

Test homoskedasticity

1. Pomoci testu trendu rezidui

[)=i[[{(

o

&))-i]

o Testujeme vyznamnost
p,=1- 3 ) Spearmanova korela¢niho
= koeficientu p ﬂ

P, Nn=2

Kompenzace nesplnéni piredpokladu homoskedasticity

Pouziti metody vazenych nejmensich ¢tvercu, kdy se suma rezidui
nasobi vhodné zvolenymi vahami:

(]

n

Ub)=>

=1

m
- Z Viixu b]
Jj=1

Pravidlo: Bézné se za vahy voli hodnoty 1/y; nebo 1/y;* .

X
TESTOUAUL R: #loifb =0 &k R*=0 va. Y i R +0 L ﬁ“—_.(;o

T = (oSC- RS (-m) _ R" (w-m)
R RSC (m- ) (- w.- 1)

[N 1M\W/ A ,qi_" (!VW“)M—M>



Priklad 6.8 Omezeni klasické analyzy linedmiho modelu

Anscomb® uvadi testatni data pro &tyfi simulované vybéry. Testujte R€§em'-' i ; y
statistickou vjznamnost obou parametrdi B, a B, a provedte grafickou Lineérni regresni model E(y/x) = B, x + B, ma pro vSechny
analyzu rezidui. vjbéry

Data: &yt simulované vibéry vykazuji stejné charakteristiky

b, = 0.5, b, = 3.0, D(b,) = 0.0139 a D(b,) = 1.2656. 2) Stejné odhady parametrl'l:

Veber A B C D b, = 0.5, b, = 3.0, D(b,) = 0.0139, D(b,) = 1.2656.
Proménné 3 y y y x y
! 9 B i 7.46 8 o b) Stejné testaéni statistiky vjznamnosti parametril:
2 8 6.95 8.14 677 8 5.76 T = 26672 T, = 4241
3 13 7.58 8.74 1274 8 77 1 . g e
4 9 8.81 8.77 711 8 8.84
8 N ey 926 £ g il C) Stejné testacni statistiky: Fp = 17.97, R? =066, 6 = 1237
6 14 9.96 8.10 8.84 8 7.04 ukazf
7 6 724 6.13 6.08 8 5.25 I ) , .
8 4 426 3.10 539 19 12.50 %e B, a B, jsou vyznamné odlisné od nuly.
9 12 10.84 9.13 8.15 8 5.56
10 7 482 7.26 6.42 8 791
11 5 5.68 474 573 8 6.89
15.00 a .. b
y s
7 4 ’
e.08 u 2 1y s M
Y ) ) : E x ;
: g X ; 300 -
3.8 b 8
8 H
. trumd.
se4 2.00 % 0
e ) 1. 5 . !
. ] -3.00
. y = H -
[ "8 - — -3 “8_ = -

Zdvér: Neshodu modelu s daty indikuje graficka analyza rezidui

K : I spolehlivosti e
onstrirkce IIERvliL SPOICEIEAsH 2. Interval spolehlivosti predikce ¥, .:

Bodové odhady parametrii B maji pro praxi mensi vyznam.

Intervaly spolehlivosti (konfidenéni oblasti), ve kterych lezi 100(1 - a)%ni interval spolehlivosti predikce §;,; v misté x;:
teoreticka hodnota B se zvolenou pravdépodobnosti (1 - a).

b-t_,(n-m)§, < X% B < X b+t ,(n-m)
o o o 1-af2 P,0 1-af2

1. Interval spolehlivosti parametri * *
Pro hladinu vyznamnosti @ = 0.10, 0.05 nebo 0.01 odpovidaji

90%ni, 95%ni nebo 99%ni intervaly spolehlivosti. kde §!3,0 je rozptyl predikce
: fH N 2 ~ T T -1

a = 0.10 odpovid4 D = §yy = 0 XTX

e Pl g T (Fz0) PO % ( )" %
a = 0.05 odpovidé A

9% jisiole, b Lu 100(1 - a)%ni pasy spolehlivosti (resp. konfidenéni pésy):

= 0.01 odpovidé ) 5 jsou nejuzdi v tézisti nezavisle proménnych, X, = X;.
99%m' Jishota Lo Ly

Scheffého metoda: s pravdépodobnosti (1- «) lei
teoreticka &ili "pravdiva" hodnota x" B v oblasti pést

xTb = ,/mF_(mn-m)é xTXTX)!x

a konfidenéni pasy se nazyvaji pdsy Workinga-Hottellinga. @1 + },zxz ;[)3x3 +/+b :

TEST VYZNAMNOSTI REGRESNIHO
MODELU - co testujeme?

Testuje se vyznamnost odhadu
jednotlivych parametru:

Test: Testlize je testovany odhad Testuje se model jako celek:
parametru statisticky nevyznamny, pak Test: zda prislusnakombinace vsech
jeho piislusnapromeénnax; neprispiva ke nezavisle proménnych statisticky
zpiesnéni odhaduzavisle proménneé y a tato | | vyznamne zpiesni odhad zavisle
promeénnax; je v modelu zbytecna. Pﬂzlllélmé," oproti pouziti pouhého
prameéruviech hodnoty.




PODSTATNE TESTY VYZNAMNOSTI
V KORELACNi A REGRESNI ANALYZE

@

test viznamnosti korelacniho koeficientu

@

test vyznamnosti modelu jako celku

*

test vyznamnosti jednotlivych regresnich parametr

@

test shody linearnich regresnich modeli

amnoho dalSich testu.....

Porovnani regresnich primek

Porovnani M navrzenych regresnich modeld

yij = BZ] * Blj Xu + eij ] = 1, cony M l = 1, e i 1Y

J

Postup:

L krok: vygisleni by, by, 67 ,j =1, .., q,M

2. krok: test homoskedasticity &,

3. krok: testovani, zda-li
a) regresni pfimky maji spole¢ny prisecik,
b) regresni pfimky maji spole¢nou smérnici,
c) regresni piimky jsou totozné.

Sdruzeny odhad rozptylu & = Y JVj je vaZzena
i1

kombinace odhadii rozptylu jednotlivych modeld,

Testa¢ni kritérium Bartlettova testu

Vlna -Ev In 6;

B =
L

Test: Je-lli B < xf_a(M 1), je H, pfijmuta

(homoskedasticita).

K porovnani dvou pfimek (skupin bodd), M = 2,
A2 A2
max(67, 67)

a2 a2

sta®i testalni kritérium F, =
min(673, 67)

Testadéni statistika F-testu

M
EWB,j (by - b,

M-1

n;

M
F, = -1 , kden = g;nj

Mz

~ .2
n—-2Mj112:1"

=6*,j=1,..,mM

Porovnani regresnich primek

\\“

Test hgmoskedastlclg (Bartlettév test)

Hy o =d,j=1,.,M
se stupm volnost1 v, = (nJ m), pro pfimku m = 2

Celkovy pocet stupiill volnosti V. = 3} v,

M
Y -V
el

L =1++—F——
IM -3

Test homogenity Gseki
Hy: By =Pp=..= sz = .. = B = B

Sdruzeny odhad tseku B, je vizena kombinace odhadil
jednotlivych dseku

M
Eij by,
= =L

b2c - M
Y Wy
j=1
kde j-ty vahovy koeficient wy; iseku j-té pfimky

n, El (Xij - ij)z

ij =

1
3%

Rezidua &; jsou uréovéana z jednotlivych pfimek a plati
M D
E Z &; E RSC; ,
j=1i=1 j=1

kde RSC; je rezidudlni soucet Ctverci v j-té skuping.

Test: Je-li F; < FM(M - 1, n - 2M), je H, pfijata a
vechny pfimky maji stejny dsek.

Nejlep$im odhadem "spoleéného tdseku" je b,
a jeho rozptyl je

M
52
2 M E > &

i=1

w)

~

o
S

S~
|

M M

E Wpi Z Wp;

—
"

—
-...



Test homogenity smérnic
test rovnobeznosti regresnich pfimek)
Hy: By = Bz = - Blj = . T Pim T Pio

Sdruzeny odhad celkové smérnice 3, je vaZzena
kombinace jednotlivych smérnic by; dle

M

n
, kde  wy = 2(}{ij - xj)2

;] M
2
- M_IJ_EWSJ' (by; - by)
) 1 B ey B
n-2 Eze“

M
Test shody regresnich pfimek
# .= 5 B]- = @1:,j = 1, eeny M,

je Kombinaci pfedchozich testl
RSCy - RSC

Testacni statistika F, = ——%g—c_:i— )

[

n-2M

M
kde RSC, = z;RSCj

J=
Test: Je-li F, < F,(2M - 2, n - 2M), je H, piijata a
vsecfmy regresni ptimky jsou totozné se spolecnym
odhadem tseku b,; a smérnice bk.

Chowtiv test shody dvou linedrnich modelii
Testaéni kritérium
(RSC - RSC, - RSC,) (n - 2m)
© (RSC, + RSC,) (m)
kden=n; + n,

Testovani:
(a) Pfi homoskedasticité o = o} F,vs. F(m, n - 2 m),
(b) Pii heteroskedasticité o # o5: F,vs. F(m, 1),

wdo ¢ o Lo - mol (- m)olf

4 4
(n, - m)o; + (n, - mo,

Chowiv test: H: B, = By proti Hy: B, # B,

kde B, = (Bras BZ,A; apy= B BZ,B)T'

bya = -2.768°107 (+ 5.25°10°)
b, = 73.73 (% 7.865), & = 0916
RSC, = 3.358

Laboratof A:

Laboratof B: b, = -2.776°107 (+ 1.57'10%)
b,p = 73.82 (£ 0.235), 6 = 0.0274

RSC; = 2.992°10°.

Laboratof A + B: (oznadeni C = A + B)
by = -2.772°107 ( 2.35'10%)
byc = 73.77 (% 3.521), &6 = 0.58
RSC. = 3.364

Test: Je-li F; < F, (M - 1, n - 2M), H, je pfijata a
regresni piimky jsou rovnob&zné.

Nejlepsim odhadem celkové smérnice je by, a jeji
rozptyl je

D(b,) =

Test shody dvou linearnich modeli

test shody parametri B, a B, dvou linedrnich modeli
yl = X‘1 Bl + 81 oee RSCI

y2=)(2ﬂz+e2 RSCZ

kde X, rozméru (n, X m), y; rozméru (n; X 1),
X, rozméru (n, X m), y, rozméru (n, X 1).

X,
X,

Y1
Y,

& .. RSC

B

&

Piiklad 6.14 Porovndni vysledkii méfeni ze dvou laboratofi
Stanoveni volné enthalpie -AG; par oxidu boritého v zévislosti na
teploté T [Kelvin] bylo provedeno paraleln& ve dvou laboratofich.
Je mo?né hodnoty naméfené v obou laboratofich povaZovat za
shodné ?

Data:n = 6; m = 2

-AG [kcal mol]
T Laboratof A Laboratoi B
1409 34.9 34.9
1441 34.6 33.8
1457 31.9 334
1492 33.1 324
1569 30.1 30.3
1610 29.3 29.1

ReSeni: Linearni regresni model pro obé skupiny dat
E(-AG/T) = Ba T+ Boa
E(-AGIT) = Big T + Byp

Dosazenim za RSC = RSC,, RSC; = RSC, a RSC, = RSC; do
testa¢niho kritéria Chowova testu

(RSC - RSC, - RSG,) (n - 2m)

¢ - (RSC, + RSC,) (m)
bude
p, - (33643358 - 0002992)(12 - 4) _ g3
(3.358 + 0.002992) (2)

Data A se od B li§i v rozptylu, budou stupné volnosti dle

2 212
L. [4X09162 + 40024 4000 4

4x0.916* + 4x0.0274*




36. 80 3.00

o>

-AG |-

31.080 0.00 |2 o 3
26. 00 -3.90
S g T 8 s S 7 8§
w it .
g g g g 2

Test: JelikoZ Fyes(2, 4) = 6.94 > F,, je Hy: B, = Bg pfijata.

Zévér: Chowovym testem je prokazdno, Ze vysledky v obou
Taboratofich A a B jsou shodné.

RSC, regresn s vyuZitim n, bod,
RSC regresi s vyuzitim vSech n bodi.
Testacni kritérium
(RSC - RSC)) (n; - m)
v - RSC,; (n - n,)
Uttsova: volit n, = n/2 a body co nejblize k t€Zisti

Test: Je-li Fy < Fi,(n - ny, 0y - m), je H, pfijata.

3. Linearita testem vSech charakteristik

a) Stiredni kvadraticka chyba predikce

{ = T
MEP = — Y0 - x" by’
i=1

kde by, je odhad, urceny ze viech bodii kromé i-t€ho
Plati vztah

TN
LR
pro velké n jsou prvky H; = 0 a MEP = RSC/n.

HODNOCENI KVALITY REGRESNIHO
MODELU

Stiredni kvadraticka chyba predikce (MEP)

| o ) e OStverec rezidui modelu
MEP = — Z Ci H, ity diagonalni prvek
ni (l —H. )2 projekéni matice H
= it

Akaikovo informaéni kritérium (AIC)

RSC  rezidualni soudet Stverct
+2m m pocet parametrii

AIC =n ~ln( RSG

n

| Cim je AIC (MEP) mensi, tim je model vhodnéjsi. |

Testy vhodnosti linedrniho modelu

1. Test spravnosti lineiarnitho modelu
f(x, B) = X B dle Uttsové:

H,: linedrni model vs. H,: nelinearni model

y

1
|
P
I

2. Test kvadratického ¢lenu
H,: B, = O (test vyznamnosti j3,)
E(ykx) = By x+ B, x? + B,

RSCx pro kvadraticky model
RSC, pro linearni model

Testa¢ni kritérium linearity
: (RSC, - RSCy) (n - 3)
L RSC, (1)

Test: Je-li F, < Fy,(1, n - 3), je Hy pfijata.

b) Predikovany koeficient determinacg

RPZ _ 1 _ n MEP
n " a
Yy - ny
i=1

¢) Akaikovo informac¢ni kritérium

AIC = n ln(RSC) +2m
n

nejvhodnéjsi model ma AIC minimalni

REGRESNI DIAGNOSTIKA

VySetfuje regresni triplet, coz predstavuje

@ Kuitiku dat (zkouma kvalitu dat pro navizeny model)
@ Kuitiku modelu (zkouma kvalitu modelu pro dana data)

@ Kiritiku metody odhadu (proveéfuje splnéni vsech
piedpokladi pozadovanych metodou MNC)



Kritika dat

VySetieni vlivnych bodi:

(1) Odlehlé body

(2) Extrémy

Metoda:

Grafy vlivnych boda

Vybrané diagnostiky vlivnych boda

Déleni viivnych bodii dle vyskytu:
1. vybocujici pozorovdni, (outliers, O): na y se lisi,
2. extrémy (high leverage points, E): li{ se na ose X

| -

R

+0

Rozepsdnim

& = (1-Hyy,- Y Hy = (I“Hii)ai'ZHijsj
j=i

j#i
slovy: kazdé ¢, je linedrni kombinaci vSech chyb ¢,
Rozdéleni rezidui je zé&vislé:
1. Na rozd€leni chyb,

2. Na prvcich projekéni matice H,
3. Na velikosti vybéru n.

Statisticka analyza Klasickych rezidui
|

1. Grafickd analyza

CHIRNY KODELd

-2
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1. KRITIKA DAT

Vyskyt vlivnjch bodix (VB):
- zdrojem fady problémd, .
- zkresleni odhadd a rist rozptyld odhadd parametru.
Déleni viivnjch bodii dle charakteru:

1. Hrubé chyby: vybotujici pozorovani, ey

2. Body s %so]_cjm vlivem_(tzv. golden points): rozsifuji
predi schopnosti modelu.

3. Zddnlivé vlivné body: diisledek nesprévného regresniho
modelu.

Statisticka analyza rezidui
1. Klasicka rezidua: ¢ =y, -xb,

Nespravné piedstavy o reziduich:
1. Rozdéleni rezidui je stejné jako rozd€leni chyb,
2. Vlastnosti rezidui jsou shodné s vlastnostmi chyb,
2. Cim je reziduum e, v&t§i, tim je bod vlivn&ji,
a tim spiSe by se mél z dat vyloudit.

¢ = Py - PXB+g) = Pg = (E-H)e

Vlastnosti klasickych rezidui:
1. Rozptyl rezidui

DE) = (- Hii)&z
ie_nekonstantni, i kdyZ rozptyl chyb &* je konstantni.
2. Rezidua jsou korelovana: existuje pdrovy korelacni
koeficient r; mezi dvéma rezidui ¢, a e
= HU
(1 -HyQ - Hy
i kdyZ chyby &; a g; jsou nezévislé.

T
3. Rezidua neindikuji silné extrémni hodnoty.

4. Rezidua jsou normalnéjsi nez chyby:

(effekt supernormality)
5. U_malych vybérii nemusi spravné indikovat model.

2. Numericka analyza:

(a) Stredni hodnota rezidui E(¢) = 0,

(b) Prémérné reziduum [&| = %Z l&| = e,

(c) Smérodatna odchylka stfedni hodnoty rezidui s(€) = €,
(d) Koeficient Sikmosti souboru rezidui g,(€) =~ 0,

() Koeficient $picatosti souboru rezidui g(€) = 3,

(f) Pearsonilv - test dobré shody: Lo V5 L

(g) Hamiltoniiv R-faktor relativni tésnosti: R ~ 0.5 %.



2. Normovana rezidua oy

éni = &/0

norméalné rozdélené veli¢iny &y ~ N(0, 1).
Diagnostika: pravidlo 3o, tj. rezidua v&tSi nez + 3¢
indikuji vybocujici.

3. Standardizovana rezidua o

R €

By & s
Y :
Maji konstantni rozptyl. Maximélni hodnota &g je
ohrani¢ena velikosti y\n - m.
Diagnostika: k indikaci heteroskedasticity.

5. Predikovana rezidua &,

éi
1 - Hy
kde b, jsou MNC odhady ze viech bodd kromé i-
tého.

Diagnostika: indikace vybocujicich hodnot (outliers).

S T Y _xib(i) =

Obrazce v diagnostickych grafech

Typ I: Graf rezidui &, proti indexu i.
Typ II: Graf rezidui &; proti proménné x;.
Typ IIL: Graf rezidui &; proti predikci y,.

S’?aigno@
MNc

>
®>

“ETEV.OS\(E'DKSQ‘\uTA

vYse

i,xj,9 i,xj,9
Grafy identifikace vlivnych bodu
1. Graf predikovanych rezidui (GPR),

osa x: €p, 0say: &; -
) 2rtvew E QIQ&UW'
CH E ,//
r
‘,3»
5 E
ey Ak
Ocitne E &

4. Jackknife rezidua 6'J ("plné studentizovana")
uZijeme misto 6 odhadu smérodatné odchylky & .,
. & n-m-1
By = By |mmmea y/n - m cotg 6,
N == éSi

maji Student. rozdéleni s (n - m - 1) stupni volnosti.
Diagnostika:  k identifikaci  vyboCujicich bodi
(outliers).

6. Rekurzivni rezidua d,
Dopiedna rekurzivni rezidua jsou definovéna vztahy

& = 0,

i=1, .,m
& - Yi - X by

\ﬁ fx (XX ) KT

kde b, , jsou odhady ziskané z prvnich (i - 1) bodi.

i=m+1, .,n

Diagnostika: umoziiuji identifikovat autokorelaci Cili
nestabilitu modelu, napf. v Case.

CHYBNY HOVE 3 B
el il olowmny  d
' 3 WMOVEL
3. ABSENE b,
PAS NELINEARN(
TVAR
bt i X Y

8) tvar mraku, (b) tvar vysece, (c) tvar pasu a (d) nelinedrni
ar

2. Williamstv graf (WG),
osa x: prvky Hj, osa y: &5

P sy f
& 0 odlelele, Qoov.‘m
tO.gS(n-m_“ ——————————————— .|:'.____

X .
& 3

2

: ,u-\muL)

|
':

2mm H



3. Pregiboniiv graf SI;G),
osa x: prvky Hj, osay: €y

I'lls
5. Indexové grafy (IG),

osa x: index i, ;e
osa y: rezidua &;, &g, &y, &p, €5, Eni nebo prvky H & Hy, a

nebo odhady b;
8 a ¢
T &
o

i i L

& d Hi e bi e f

o AR e

tij(‘\v‘s/\/‘v‘\ |

Uloha M619. Viiv t parametrii na obsah kadmia v potravindiské pSenici
Obsah kadmia v zrnu y [mg/l] v zavislosti na obsahu kadmia v otrubach
%; [mg/l], ve stonku s listy x, [mg/l] a v kofenovém systému x; [mg/l].

VySettete regresni triplet (data, model, metoda) a naleznéte linearni
regresni model.

010 020 030 040 050 060 070 H,

Graf predikovanych rezidui Williamstv graf

4. L-R graf

0 0.50 H. 1.00

6. Rankitové grafy (Q-Q),
osax: u, proP, =i/ (n+ 1),
osay: &g, Esqp Enas Ery S0 Cro

1
0 Up|

(a) pFiblizn& norm4lnf rozdélent, (b) rozd&lenf s dlouhymi konci,
a (c) rozdé&lenf s kratkymi konci

Vystavba linearniho regresniho modelu:

Yy =5 + B, x, + B, x, + B; x;

L Kritika dat 7

,iritika modelrl

l‘Kritika metodﬂ

Aot
Iné?
4
[]
-4
-8
3 2 -1 o b
0.20 0.40 H, h‘jﬂ ’1}1“)
Pregiboniiv graf

McCulloh-Meetertv graf




Vybrané regresni diagnostiky vlivnych bodi Indexové a rozptylové grafy

5 060 |
A 06 @
45 ® eo.4 ® lel ®@
s 02| ® o 040 +®
4 2 00 --‘T’g ---------- PE=s—mesbeesee 7
B ® 02 ™ 020 2 16
27 7 910 144516 04 L 9 1 4 1“‘5
0 4 8 12 16 061 1:56 8 12‘1 6 i -o‘ - O' i ool '.{'55 LT
Indexovy graf Cookovy vzdélenosti Indexovy graf Atkinsonovy vzdalenosti o 4 8 12 16 f’p 0 4 8 12 16 1
Rozptylovy graf klasickych rezidui Indexovy graf absolutnich hodnot
klasickych rezidui
I
. "
20
: 0 &
o 4 8 12 16 i o 4 8 12 16 i
Indexovy graf diagondlnich prvka Graf vérohodnostnich vzdalenosti
H projekéni matice
itové Q- ormalita rezidui il _ VYSTUP
Rankitové Q-Q grafy (n ) (1) PREDBEZNA STATISTICKA ANALYZA:
Proménna  Primér Smérodatn4 Parovy korela¢ni Spoctena
o1 E ® odchylka koeficient hladina vyz.
o o o y 60125E+00  48734E+00 10000 -
i / 1 7 x10TRURY 4.8937E+00 3.5692E+00 0.9837 0.000
o it . e X2LISTY  57812E+00  4.5296E+00  0.9935 0.000
e e 1 x3&0l!N 5.0812E+00 3.8782E+00 0.9948 0.000
b “ Pérové korela¢ni koeficienty mezi dvojicemi Spoétena
o6 2 vysvétlujicich proménnych hladina vyz.
2 3 o 1 2 up, 2 -1 R x1 versus x2:  9.9344E-01 0.000
Q-Q graf Klasickych reziduf Q-Q graf normovanych reziduf x1 versus x3:  9.8693E-01 0.000
X2 versus X3 :  9.8847E-01 0.000
(2) INDIKACE MULTIKOLINEARITY:
0" o \ astni éns!a k Cisla podmi- Variance inflation  Vicenas.korel.
. [i] korel. matice 1[j] nénosti KJj] factor VIF[j] koef pro X[j]
% . - 1 6.4568E-03 4.6141E+02  8.3272E+01 0.9940
TAS T 2 1.4307E-02 2.0823E+02 9.4324E+01 0.9947
2 3 ?.9792E+00 1.0000E+00 4.7508E+01 0.9894
Jd o Maxi imdlni &islo podminénosti K 1 4.6141E+02
T N LT (K[, K > 1000 indikuje silnou multikolinearitu)
Q-Q graf predikovanych rezidui Q-Q graf Jack-knife rezidui (me > 10 mdlkuje silnou multlkolmearitu)
Kritika dat: pivodni data obsahuji viivné body 8, 11, 12 ) C. Data bez 11, 12 a opraveny model vedou k zévéru
Kritika modeluy = B, + B, x; + B, X, + B; x;: technika MEP, AIC, y = -L18(0.38)x, + 1.25(0.24)x, + 0.92(0.15)x,
5(e)) nasla, Ze absolutni len B, statisticky nevyznamny i (LS: t19055(14-3) = 2.201, D = 99.80%, MEP = 0.06078, AIC = -43.47, s(e) = 0.193)
Odhad Smérodatné Student Parameter je Hladina B 0,000
parametru odchylka t-test vyznamnosti 0 .
thss(16-4)= 2.18 B -1.181 0.383 -3.0854 Vyznamny 0.010
B, 1.245 0.236 5.2751 Vyznamny 0.000
A. Piivodni data a piivodni model vedou k zdvéru B, 0.917 0.151 6.091 Vyznamny 0.000
y = -0.07(0.14) - 0.69(0.19)x, + 0.90(0.16)x, + 0.84(0.13)1(3 -
: 4) = = 99.72%, MEP = 0.21014, AIC =-36.18, s(e) = 0. 5 ”
(IS Hauall )= 20W, D~APH MEF = i 603—)— D. Data bez 8, 11, 12 a opraveny model vedou k zivéru
B, -0.073 0.138 -0.5269 Nevyznamny 0. o5 20, 430 1
B, -0.685 0192 35746 Vyznamny 0.004 y = -0.86(0.37)x, + 0.95(0.25)x, + 0.92(0.13)x,
B, 0.89 0.161 5.5761 Viznamny 0.000 (LS: f19050(13-3) = 2.228, D = 99.83%, MEP = 0.05101, AIC = -43.55, s(e) = 0.170)
B, 0.838 0.133 6.2879 Vyznamny 0.000 B, 0.000
B, -0.855 0372 -2.3002 V{znamng 0.044
B. Data bez 8, 11, 12 a piivodni model vedou k zdvéru B, 0.954 0251 3.8038 Venamng 0.003
y = -0.02(0.10) - 0.80(0.50)x, + 0.92(0.34)x, + 0.91(0.15)x. 4 4
(LS: trq0sa(13-4) = 2262, D = 99.83%, MEP = 006118, AIC = 4158, s(e) = 0.178) ) 016 0.132 65263 Vyznamng 0.000
Bo 0017 0.103 0.1637 Nevy % 0.874
B, -0.802 0.504 15919 Nevfznamng 0.146 Model: y = -0.86(0.37)x, + 0.95(0.25)x, + 0.92(0.13)x,
B, 0.920 0.338 2.7193 Vyznamny 0.024
Bs 0.906 0.152 5.9698 Vyznamny 0.000
. V4 o]
Numerickd diagnostika vlivngch bod@ (odlehljch bodi a extrémi) Ostatni ch arakteristiky Vllvnych bodu
Odlehlé body jsou tistény tuéné A = AR
% Vi @l TR T T T T, T, T L nllvne bOdy (VB) OVI]VT]U]]:
T L [I0[ 7010 62T 037 035 041 012 013 000 023 087 013 005 002 005 > v Sty ol oA
160 142 011 0.:8 11.08 066 064 020 013 016 002 043 084 025 009 001 009 i Vyrazne pred1kc1 yP i
210 210 011] 000 -0.14 -001 -001 000 0.14 0.14 000 001 08 000 000 003 003 z >
210 219 010f-009 -441 034 033 011 013 014 000 022 08 013 002 002 005 2. odhady parametru b,’
810 814 021]-004 044 018 017 007 052 052 001 030 048 .17 004 003 007 i
790 794 013|004 052 016 015 005 021 021 000 014 079 -008 001 003 004 3. rozptyl parametri o
840 869 016|029 342 -L19 -122 042 031 039 016 142 061 082 084 003 095

1030 994 0181 036 352 159 171 059 038 051 039 232 049 134 194 025 269
960 998 014|038 -39 -148 -157 049 022 036 015 144 064 -083 080 016 110 o pe . s

1080 1062 0131 0.18 166 069 068 022 020 023 003 059 077 034 016 000 016 Identifikace dle dlagnostlk.

1310 1358 023| 048 367 -2.68 % 062 085 291 894 015 516 1086 7.83 4418

1510 1457 0.19| 054 355 2.40 09D 041 069 101 462 031 267 463 344 1313 - o » . " X
130 129 011 001 071 003 003 001 013 013 000 002 087 001 000 003 003 (a) Sledovani zmén pI1 vypusténi ]eantthCh bodi.
120 134 012 -0.14 -1201 054 053 017 016 018 001 040 082 -023 007 001 008

150 156 012|006 -398 022 022 -007 016 017 000 016 083 010 001 003 004

150 134 011) 016 1074 060 058 019 0.14 017 002 041 083 024 008 001 1009

~ \iﬁl‘” [ F T X F & ) X m@ﬂélm;x l (b) Model zvétseného rozptylu (inflated variance): model

;G:;@@\lmgbuw—’-

Veér

Zivisle proménnd\ [ Relativni reziduum rohdgnostni vzdilbnost pﬁsobenl’ VliVIl}?Ch bodt. Speciélnf struktura I'OZptylfl
Predik Standardizované reziduum VeéRhodnostni vzdales Chyb'

Smérodatnd odcHylka predikce Jack-knife reziduum Cookova vzdélenost

Predikované reziduum Atkinsonova vzdélenost et 5 . . y . 2
Diagon. prvky H projekce Andrews-Pregibonova vzdalgnost a) l_ta chyba ei ma nOI'malnl rozdelenl’ N(O’ o /Wl'),
Modif. diagon. prvky H projekce Belseyho DF statistika

b) ostatni chyby €, j # i, maji N(0, o?),



Skalarni miry (vzdalenosti):
- vznikaji normovanim vlivové funkce
- vyjadtuji relativni vliv daného bodu na vSechny parametry,

1. Cookova vzdalenost D, : posun odhadt vynechanim
i-tého bodu. Jde o eukleidovskou vzdalenost mezi
vektory § a § . Vznikne normovanim vybérové vlivové
funkce SC,;

D. = (b= b(i))T (XT X)(b - b(i)) " = Y(i))T (M Y(i)) _
' m6? m6°

&, H

ii

m 1=H.

Diagnoza: pro D; > 1 posun pfesahuje 50%ni konfiden¢ni

oblast a dany bod je vlivny.

(D; vyjadiuje vliv i-tého bodu pouze na odhady b nikoliv na odhad

reziduélniho rozptylu o).

5. Andrewsova-Pregibonova diagnostika AP;;
vyjadiuje vliv i-tého bodu na zménu objemu konfid.
elipsoidu

«T "
det (X " X )
det (X T X ")
kde X" = (X : y) je matice X roziffens o vektor y.

AP, =

Diagnoza: za vyrazné vlivné se povazuji body, pro které
plati Hy = (1-AP)>2(m + 1)/n.

(b) Varianta LD,(6?): sledovéni citlivosti reziduélniho
rozptylu ¢ na piitomnost vlivnych bodi

di(n~ 1
n1+nln(1—di)+¥—1

LD(*) = nlh -

LD,(0*) nezévisi na H; a nenf proto ovlivnéna extrémnimi body.

7. Jackknifeovo reziduum & j; : testovani vlivu i-tého
bodu na statistické charakteristiky
Diagnoza: Pro nepiitomnost vlivnych bodd plati

& < F_,.(1, n-m-1, 05) .
Dile silné vlivné body maji éJZi vétst nez 10.

8. Indexové grafy: charakteristiky vlivnjch bodd
v zavislosti na indexu i monitoruji vlivné body.

2. Diagnostika DS;;: vyjadiuje relativni zménu odhadé
parametri po vynechani i-t¢ho bodu

ps, - 5P

LY

kde V; je diagondlni prvek matice X" X

Diagnoza: pro DS > 2//n je vliv i-tého bodu na odhad
j-tého regresniho parametru je vyznamny.

6. Cookova-Weisbergova vérohodnostni vzdalenost
LD, : unifikované vyjadieni vlivnych bodt

LD; = 2 (L(®) - L))

1

kde L(0) je max. log. vérohodn. funkce pii uziti viech
bc;dﬁ a L(®) bez i-t€ho bodu, kde ® znali odhady b a
0.

Diagnoza: Pro siln€ vlivné body je LD, > xf_a (m + 1).

(a) Varianta LD,(b): vliv i-tého bodu pouze na odhady b

LD(b) = nln

1 1 +1

ii

LD,(b;) je monoténni funkei D; a nepiinsi nové poznatky oproti D;.

(¢) Varianta LD,(b, 67): sledovéni vlivu i-tého bodu na
odhady parametrti i rozptylu

LD(b , &) = nln( n1)+nln(1—di)+
n..

(n - 1)d;
+ -
(L= d)(d - Hy)
5
kiend, - - = Je vyhodné&jsi nez A, a DF.
- m
MULTIKOLINEARITA
_yl_ _xll xl: it xll/ o xlm —ﬂl_ _gl_
y: X:l X:: L x:] S x:m ﬂ: €
y,- x’l xl: e A‘U “ee x”ﬂ ﬂ/ g”
yn xnl xn: e xﬂ/ o x””? ﬂm € ?
| | | ! R = e

] I p g
Vektory matice X musi byt skuteéné navzajem nezavislé (jejich parové R musi byt nulové nebo

statisticky nevyznamné). Pokud tomu tak neni, dochazi k multikolinearité, ktera zpisobuje
pocetni 1 statistické problémy.



Multikolinearita

M. neznamena poruseni piedpokladii MNC,
M. souvisi pouze s pozitivni definitnosti matice X" X,

Dle tihlu ©; mohou ngstat dva krajni ptipady:
1. Ortogonalita, kdy je kosinus @, nulovy, (cos ©; = 0),

Xy cos®, = —<xj’ =y =
x ! Ix 1 - Ix
B, L
(&)o *y
: %g, > ‘e'a‘_' XL

t. zn. Ze skalarni sou¢in (x;, x,) = 0, a tim tihel ©;, mezi vektory
x; a x, je 90”

(Symbol [x;| = m znai délku vektoru x;).
Jsou-li v8echny sloupce matice X vzajemné ortogonalni, je X' X
diagonalni matice.

Zakladni priciny vzniku:

1. PreurCeny regresni model obsahuje nadmérny pocet
nezavislych proménnych, které vyjadiuji stejné faktory.

2. Nevhodné_rozmisténi_bodii; hodnoty nezavisle promeénné
kolisaji jen v malém rozmezi a jsou proto kolineérni

s vektorem odpovidajicim absolutnimu Clenu.

3. Fyzikdlni omezeni v modelu nebo v datech, kdy vznikaji
vazby mezi nezavisle promennymi pfimo ve studovaném
systému.

Statistické obtize:

1. Nestabilita odhadii je zptsobeni citlivosti odhadi na malé
zmény v datech. Odhady mivaji ¢asto nespravné znaménko,
coz znemoziiuje jejich vécnou (fyzikalni) interpretaci a jsou
co do absolutnich hodnot piili§ veliké.

2. Velké rozptyly D(b,) jednotlivych odhadi zpisobuji, ze
t-testy indikuji statistickou nevyznamnost f3; .

3. Silnd korelovanost mezi prvky vektoru odhadi b zptisobuje,
Ze odhady b; nelze interpretovat oddélene.

4. Koeficient determinace vysoky a regresni model miZze dobie

popisovat experimentalni data.

a vektor normovanych odhadii parametrii bude

by = ) P RT)r
j=o

a kovariancni matice normovanych odhadii bude

Dby = & LA P, PT

j=e

V piipadé MNC bude o = 1.

Plati dusledek: pokud budou vlastni &isla A; mal4, budou odhady
by i jejich rozptyly neimérné vysoké.

2. Kolinearita, kdy je kosinus ©, roven 1, (cos ©, = 1),
protoZe Ghel ©,, mezi vektory x; a x, je nulovy (8, = 0).

' 00 x‘- v ~0° x,*

*L X 4
Pak jsou oba vektory x; a x, rovnobéZné (ili linedrn€ zavislé
0 a c;, c, jsou nenulové kcnstanty.

Cij+Cka

B Plati-li tato rovnice pro q dvojic sloupci matice X, je jeji
hodnost rovna rozdilu (m - q) a matice X" X je singularn.

Test multikolinearity

Paradoxni situace: F-test je vjznamny a viechny t-testy jsou
nevyznamné, protoZe je silna multikolinearita mezi sloupci
matice X, &ili existuje rovnob&Znost vektorli x; a x,, j # k,
sloupcti matice X.

Re Yo ¥3 Ry Ag
‘fkﬂ < 7\« t.‘ﬂ\, @‘\‘* c*)hﬂ

e S M Q¥ ut.'\:cl)hl.
Mo S R o (ueren,
A . .
% ORTOGOVALNT Peovinng  KOLINEARNT PROMENNE
HODNOST MAT\CE w =3 X
L —
%
VOLINVEARNT

Metoda racionalnich hodnosti
Matici R (symetrickd) vyjadiime:

@ pomoci vlastnich ¢isel A, < A, < ... < A,
® a odpovidajicich vlastnich vektord P, j =1, ..., m,
ve tvaru

m
_ T
R = Y A P;P,
j=1
a inverzni matici R vztahem

R! = mx“P P.T
2oty X3 K5

j=1

Diagnostika:
1. Grafick analyza;
vynesenim vijz/(v ;T v ) proti Hyy;

2

T M

TV
iy

vlivné body (multikolinearitu) odhalime

2

H(jii
Diagnostika multikolinearity: M zna¢i multikolinearitu




2. Numericka Kritéria:

a) Determinant matice R, det®) = ﬁ A, kde A, jsou vlastni
j=1

¢isla matice R. Je-li determinant det(R) pfili§ maly, tj. mensi

nez 103, jde o silnou multikolinearitu.

b) Cislo podminénosti X = };L“ , kde A Amin jSOU maximalni

a minimalni vlastni ¢islo matice R. Je-li ¢islo podminénosti

K > 10%, jde o silnou multikolinearitu.

c) VIF-faktor (Variance Inflation Factor) je VIF, = Rﬁ ,
R je j-ty diagondlni prvek matice R Plati vztah
VIE, = 1 — | Je-li VIF; > 10, jde o silnou multikolinearitu.

1= R

5

tiklad 6.9 Aproximace absorpéniho spekira polynomem
g:pi;:e zévislgst mol4rniho absorpeniho koeficientu ¢ na vinové délce A,
¢ = f(A) polynomem druhého stupné

E(e/A) = ByA + By A2+ By

Data: n = 15;m =3

3 [dm’ ‘mol” 3 34 43 5 6 6.8 8.1 92 107 11.6
cm?

A [n]m] 460 470 480 490 500 510 520 530 540 550
£ [\:lm3 mol ™ cm’] 129 13.6 14.6 153 155
A [nm] 560 570 580 590 600
Regeni:

a) ProB; = 0:Fg = 696 > Fys(2, 12) = 3.885, je model jako celek
statisticky v§znamny.

b) toms(12) = 2.179 je vy$si nez T, a T, a oba parametry B, a B;
vychézeji' statisticky nevjznamné.

¢) My = 0.989 ukazuje na silnou multikolinearitu.

30698 -  598.09

300. 00 300. 08
v -
PLEDIRCNL
SCHOPNOST

100. 00 100. 20

S 8 x S S S x S

o ] 8 s S s

Zaveér:

1. RH poskytne odhady parametrt, které zajistuji prab&h modelu odpovidajici
trendiim dat a nema nadbyte¢né extrémy &i inflexy.

2. P¥i pouziti klasické MNC by tuloha byla Fesitelnd pouze pfi zavedeni
omezeni na regresni parametry.

HODNOCENI REGRESNIHO MODELU
1. Kvalita nalezenych odhadu parametru

a) Podle intervalu spolehlivosti (¢im mensi interval spolehlivosti,
tim 1épe)

l—a.mn—m

- 2
B,=b % \/( Y/ R Ry )

b) Podle rozptylu parametru. kde by pro statisticky vyznamny
odhad mélo platit pravidlo Sillénovy podminky

2. /D(b;) <b,

kde

MULTIKOLINEARITA
- testovani

VIF — variance inflation factor — diagonalni prvky inverzni
matice ke koreladni matici nezavisle proménnych (diag(R'))

A B c D E F

X1 X2 X3 X4 X5 IVIF>10:>kritickémultikolinearita |

1

2 X1 [ 1 023 015 007 0
50X2 [ 023 1 008 025 034 Kerelatiatice R
4| X3 [-045 0.08 1 073 0.67

5. X4 |0.07 025 073 1 098
s X5 | 0 034 0.67 [098 1

=INVERZE(B2..F6)

Ctr+Shift+Enter

inverzni matice R

kriticky vysoké hodnoty VIF

Tabulka 6.2 Odhady parametrli polynomu

j Parametr Odhad b, m i
]

-43.93 19.38 -2.267
; ; 0.1018 0.0735 1.386
3 3 -2.505°10° 6.925°10° -0.0361

icky i i ysledkd Studentova
Zévér: U polynomickych regresnich mc_)delu nelzeo AN udentov
t-testu usgzozgt na v§znamnost jednotlivjch &ent polynomu. Pfi¢inou je
silnd multikolinearita.

REGRESNI DIAGNOSTIKA - kvalita modelu

1) Graf rezidui

2) Parciilni regresni grafy

Vyjadiuje zavislost mezi vysvétlovanou proménnou (vektorem y)
a jednou vysvétlujici proménnou x; pii statisticky neménném
vlivu ostatnich vysvétlujicich proménnych, ktere tvori matici X;)

(kdy je vynechana j-ta proménna).

Jde zde o urcitou gratickou obdobu parcialniho

korela¢niho koetficientu u korela¢nich modela.

HODNOCENI REGRESNIHO MODELU

2. Kvalita dosazené tésnosti prolozeni
a) podle rezidualniho rozptylu.

b) podle regresniho rabatu, coz je v procentech vyjadieny koeficient.
de*~rminace (¢im vice se blizi 100 %, tim lepsi je prolozeni modelem).

3. Vhodnost navrzeného modelu
a) Akaikovo informacni kritérium (AIC): ¢im je AIC mengi, tim je
model vhodnéjsi.
b) Stiedni kvadraticka chyba predikce (MEP): ¢im je MEP mensi,
tim je predikéni schopnost modelu lepsi.



HODNOCENI REGRESNIHO MODELU

4. Predikéni schopnost modelu

a) Stiredni kvadraticka chyba predikce (MEP): ¢im je MEP
mensi, tim je predikéni schopnost modelu lepsi.

5. Kvalita experimentalnich dat
a) 1 1zakladé analyzy rezidui

b) na zikladé analyzy vlivnych bodu (podle Jackknife rezidui,
Cookovy vzdalenosti, diagonalni prvky projekéni matice a
vérohodnostni vzdalenost).

Stredni hodnota E(u;) je
E(a J.) = cE®¥ j)

a zévislost @, na ¥; tvoii parcidlni regresni graf
(u sprédvného modelu jde o zvislost s nulovjm dsekem).

Odhad smérnice z MNC bude

& T & T
Lo x Puy

ijP

e T
. o S X
¥i Yy G i

Plati & = @;,-¥;Ca ukazuje na vztah mezi &

<

s parcidlnimi rezidui @; a ¥;.

Rovnici é = a; - ¥,.b; pfepiSeme do tvaru
a; = é+b (E- H ,)x,
a vyjadiime jako zavislost veli¢iny
¢+ b (E—HG)) X; na (E—H(J.))xj
Parcidlni rezidudlni graf je analogii parc. regr. grafu pfi

volb¢ Hj, = 0.
Jednd se o zdvislost parcidlnich rezidui s na proménné X;.

s = é+bxj = y—kzm:xkbk
#)
REGRESNI DIAGNOSTIKA

testy vybranych piredpokladii klasické MNC
Multikolinearita: VIF diagnostika indikuje

Heteroskedasticita: testy heteroskedasticity (napi. Cook-Weisberg)
Autokorelace rezidui: test vyznamnosti autokorelaéniho koeficientu

Normalita rezidui: testy normality

Belseyho parcidlni regresni grafy
(partial regression leverage plots)

vy )g‘iﬁ** Spere o a

o~
it
AL
KT
4
+KF by
;;j>‘+

XQ) jsw mtth)

umoznuji:

1. Posouzeni kvality navrzeného regresniho modelu,
2. Indikujf pfitomnost vlivnych bod,

3. Nesplnéni piedpokladii klasické MNC,

4. Vyjadtuji zéavislost mezi y a zvolenou proménnou x. pfi
ctatictinlyr naminnidm vlivnr Actatninh x(?) .

Kritika modelu: parcialni regresni graf

NF [o * e+ Bt + [u¥s
Py 4

Parcialni regresni graf Y*-X'2 - Sheet1

1.0
0.8-
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Kritika metody

Ovéreni predpokladii
metody nejmensich étverca

Metoda:

VySetieni heteroskedasticity
VySetireni autokorelace
VySetfeni multikolinearity
VySetfeni normality niahodnych chyb
VySetfeni omezeni parametri

VySetieni trendi rezidui

Ovéreni predpokladit MNC

1. Hetero/homoskedasticita
(nekonstantnost rozptylu)

Rozptyl veliiny y; v itém bodé& je popsén

o; = o” exp(h x; B),
kde x; je i-ty fadek matice X.



HOMOSKEDASTICITA
Testovani

Test trendu rezidui

B, = 1— 0 « ) Testujeme vyznamnost
s n3 n Spearmanova korelacniho

koeficientu p ﬂ

P, Nn—=2

Py

I-p -

s

Ip =

Test: ovéieni Hy: A = 0 (homoskedasticita).
Cook-Weisbergovo testacni kritérium

kde

Testovani:
L Je-li S; < (1), H, (homoskedasticita) je pfijata.
2. Pro homoskedasticitu tvofi diagnosticky graf

A2 ~
& na (1-Hy) §;
ndhodny mrak bodd. Pro heteroskedasticitu vznikne

rminls Flinaay ahrazan

2. Autokorelace
Data ¢asovych fad maji chyby e; vzajemné korelované.

Nejcastejsi je piipad autokorelace prvniho fadu
§ = P&yt
kde u; ~ N(0, ¢*).
a) Pro p, = 1 piipad kumulativnich chyb, ktery se
v chemii vyskytuje Casto.
b) Pro p, < 1 jde o autokorelaéni koeficient 1. 4du.

Je-li Waldovo kritérium W, =

HOMOSKEDASTICITA vs. ETEROSKEDASTICITA
Grafické vysvétleni principu

Homoskedasticita znamena, Ze hodnoty zavisle proménné y mayji
pro viechny hodnoty nezavisle proménné x

konstantni rozptyl (variabilitu, proménlivost).

zavisle promeénna
zavisle prom énna

.__|vysoki variabilita hodnot y

pro hodnotux2
nezivisle jraé o nezavisle luﬁném\i

Homoskedasticita Heteroskedasticita
HOMOSKEDASTICITA

Testovani
Vychazime z predpokladu, ze rozptyl namérené hodnoty y, je
urcitou funkei proménné x; B (napt. exponencialni funkei).

Cookuv - Weisberguv test homoskedasticity

Test: Pokud v datech neni
heteroskedasticita potom plati,
n ze Sp< x*(1).

Heteroscedasticity plot

p651 — The Loss of Ammpnium

2.00

1.00

TTT T TT7171]

0.00

eSA2

-1.00

-2.00

-3.00

of TTrrr[rrrrrroes

PRI BRI EFRE N
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Test:
1. Grafick4 indikace autokorelace:
&

w,

€51

2. Walddv test pro p;: Hy: p, = Ovs. H,: p; #0
2

il x’(1), H, je ptijata.
1 - p;



Normalita chyb

1. Rankitovy (Q-Q) graf: € ; nebo &g, na uy,
proP,=i/(n+ 1)

2. Test normality: H: normalita vs. H,: nenormalita
Jarque-Berrova testacni statistika

60, 24 20, g}
kde 1, je j-ty vybé€rovy moment rezidui
>e/
L =1
0 = -
NORMALITA CHY®

W dndilae : ’Zy& g mabe &y 1 “.
A R Y M~

)
b gl

[&

v 4

»

Pron, > 10 a n. > 10 Ize vyuZit ndhodné veliciny
0, =i, + €
/P,
s normovanym normalnim rozdélenim N(0, 1).
Testovani: Je-li n, < (n - C196,D,), pak je

v reziduich trend a model je nespravné navrzen.
(Konstanta C = 0.5 je korekei na spojitost).

U =

1004
solubility
80 1
60

40 1

20 1

0-

0 20 . .
retentlon time

FIGURE 3.7. Peptides example: observed and adjusted solubilities of 75 peptides
versus their RP-HPLC retention time

Test: jeli L(¢) > 31,(2) = 599, je H, (normalita)
zamitnuta.

Napt. pro linedrni modely s absolutnim ¢lenem je 0, = 0 a L(€)ije

A ~ _32
Le - n|l. & -3
6 24
kde
ik Q
A 3 2
& 7 5 & = Ai
) )

(test nenf vhodny pro malé vybéry)

Znaménkovy test vhodnosti modelu
nenahodnost reziduf lze testovat znaménkovym testem.

Postup:
1. Ur¢uje se pocet sekvenci ny, kde maji rezidua stejna
znaménka.
(napf. pro rezidua -1, -1, 1, -1, 1, 2, 1 je pocet sekvenci
roven fiy = 4)

2. Stanovi se poCet reziduf kladnych (n,) a zépornych (n.).
3. Teoreticky pocet sekvenci n, a jeho rozptyl D, je

2n,. n
nt=1+ il z]+£
n, +n_
2n, n. 2n, n - n,_ -
D, - .0 (2n, n_ .~ n) . n
(n, +n)* (n, +n -1) 4

NELINEARNI REGRESNI MODELY

Zékladni Glohy:

1. Konstrukce kalibraénich modelit,

2. Ovéteni teoretickych modelii fyzikélné-chemické zakonitosti,
3. Tvorba empirickych modelii,

Tvorba regresniho modelu f(x, B) ¢ili funkce

a) vektoru nastavovanych proménnych (deterministickych,
kontrolovatelnych, vysvétlujicich, nezdvislych) x,
tj. bodd {x", y.}, =1, ..., n,

b) vektoru parametri B o rozméru (m x 1), B = (B,, ..., B,)".

c) y je vysvétlovand proménna (zévisle p., odezva, méfeni,
pozorovani) na zvolenou kombinaci nastavovanych veli¢in x..

Tvorba se formuluje s ohledem na regresni triplet:
1. zadana data,
2. navrZeny model,
3. kritérium regrese.

Déleni regresnich modeli;
1. Linedrni modely: parametry nemaji fyzikalni smysl

(koeficienty),

2. Nelinearni modely: parametry maji presny fyzikélni
vyznam.
(nepf. rovnovazné konstanty (disociacni, stability, sou¢iny
rozpustnosti) reak¢nich produkti, rychlostni konstanty
u kinetickych modeld, nezndmé koncentrace, atd.




Model: TOZSifeny Debye-Hiickeluv zdkon

051157
1 +329%10° 27

:pK -

" a,smis aT

#

Proménné:

Zavisle proménnéd y: pK, | - Nezévisle proménna x: I,

Neznimé parametry: B: pK,, By d, By C

POSTUP A DIAGNOSTIKA REGRESE:

Regresni triplet:

KVALITA DAT

VOLBA MODELU

VYBER KRITERIA
(METODY) REGRESE

n .
2
u 'Zwifyexp.i - yvyp,i) = minimum
i=1

kde yvyp,i - f(xi; b.‘, ecey bm)

STATSTICKA AVALYZA:

QRADIENTOVA METODA B
HEDAUL MINIMA

Pro linearni regresni modely:

1. Utvar kritéria U(B) v prostoru odhadi je elipticky
hyperparaboloid se stfedem v bod¢ [b, U(b)], kde nabyva
minimalni hodnoty.

2. Ugelové funkce U(P) je vzhledem k B kvadratickou formou '
(X" X) p a matice X" X je pozitivn€ definitni.

Pro nelinedrni regresni modely:

Vv

1. Slozit&jsi (itvary vznikaji u nelinedrnich modeld v zévislosti na
nelinearité funkce f(x, ), po¢tu extrémi a sedlovych bodi.

REBRESNI MODEL: homatropin (esab)

10.20 r

10.10

0.00 0.10 0.20 0.30 0.40 0.50 0.60 0.70 0.80 0.90
x

Zavislost smiS=né disoc. konstanty pK, .. homatropinu na iontové sile:
Nulté priblizeni: pPK™=1 a=1A, C=1
Nalezeno: PK,7=9.90(1), & = 6(2)A a C = 0.51(3)

GEOMETAICKE ENAZORNENT KRITERA U

~n 2
U ;—_2}(,\"\.( ) A Mlisanuie
=
s Fcs BB 08

ORPTIMALIZASHT PROBLEM V (m+ 4) ROZMERMEM PROSTORV

%ur.c _ ‘:}"3*"

Geometrie nelinearni regrese

Kritérium regrese U(B) vektorovym zépisem
ue) = ly - fI?
kdey = (Y1, --r Yo)'» £= (fXy, B)s --os X BT,
a symbol |x| = yx T x oznaduje euklidovskou normu.

up b

A f

Minimum u&elové funkce U(B) pro (a) linearni modely, (b) nelinearni modely

MINIMALIZACNT PROCES:

U
MLEDANL MIN (MA
! LOKALNI
MINIMUI
2.3 { GLOBALNI MINIMUM
Umln 3
) Umln
[7A) {2
O PP PO - f5



PA RAMERY

Geometricka interpretace hledani minima U(B)

2. O lokalnim chovani funkce U(B) v okoli libovolného bodu ;
1ze ziskat kvantitativni informace z jejiho Taylorova rozvoje

UB = UG+ AB,T g+ o ABSTH AB,

Nederivacni metody

Umoziiuji nalezeni extrému G(p) vzhledem k p:
1. metody piimého hledani,
2. simplexové metody,
3. metody vyuzivajici nahodnych &isel,
4. postupy specialné vhodné pro MNC.

Rosenbrockova metoda: misto krokového hledani ve sméru s
rotaci soufadného systému tak, aby jedna osa splynula se
smérem S = B,V - pe.

[

Postup Rosenbrockovy minimalizace

Ptipad dvou lokalnich minim B a p*a sedlového bodu §

Numerické postupy

Nelinedrni minimalizace: model f(x, B) je nelinearni vzhledem
k parametru f,

Nelinedrni maximalizace: pouZiti maximalni vérohodnosti

Extremalizace: uziti libovolného kritéria —regrese, kde

"proménné" jsou regresni parametry p

Optimaliza¢ni metody:
_ hleddni volného extrému, pokud nejsou na regresni
parametry kladena Zadna omezeni,
- hleddni vizaného extrému, jestlize regresni parametry musi
splitovat jisté omezujici podminky.

1. Metody p¥Fimého hledani

Hookiiv-Jeevsiiv algoritmus:

a) krokové posuny a nalezeni zlepseného odhadu B, pro ktery
je G(B,") < G(B®), PP
b) hledani lokalniho minima %" ve sméru p® a g ©.

Bo

Postup koordinatniho hledani (Sarkovan& znazorngny neusp&sné sméry)

2. Simplexové metody

Postupné vytvéareni adaptivnich polyedrii (simplexi):

Simplex pro (a) m =2, a (b) m = 3 parametry.
Simplex A, B, C Ize pievratit do tii poloh CBE, ABE, ACE



7 pocéte¢niho odhadu B se postupné tvoi{ simplexy.
Simplex je konvexni mnohostén v m-rozmérmém prostoru
parametrt praveé svymi (m+1) vcholy.

Postup minimalizace:
1. Konstrukce vychoziho simplexu.
2. Iterativni postup k minimu.
3. Identifikace ukonceni hledani terminace.

® B peeveseNT B

Zékladni operace simplexu:
a) reflexe, b) expanze, c) kontrakce, d) redukce a e) preneseni

4. Postupy specidlné pro MNC
Algoritmus LETAGROP: "mapovani doli¢ku" m-rozmérnym

eliptickym hyperparaboloidem.
Po dosazeni vyjde (m + 1)(m + 2)/2 "nastfeld" (= linedrnich
rovnic) pro uréeni koeficientii aproximacniho paraboloidu.

Geometricka interpretace hledani minima U(B) (LETAGROP)

1. Graficka analyza rezidui
a) odlehlé (extrémni) hodnoty v souboru rezidui,
b) trend v reziduich,
¢) nedostate¢né stidani znaménka u rezidui,
d) chybny model nebo vzajemnou zévislost rezidui,
€) heteroskedasticitu (nekonstantnost rozptylu) zavisle promén-
né (méfené) velidiny y,
f) ndhlou zménu podminek pfi mé&keni hodnot y.

2. Iterativni postup k minimu
Na spojnici mezi Vy a jeho zrcadlovym obrazem pét operaci:
reflexe, expanze, kontrakce, redukce a pfenesent.

@m\séa ® Bex?AvaF_
///]\ /l\
// T T
AT\\ j/\ie AWR — %
£ C
© wowrraee (d) B Reduker
A/
A \@ C"
Ve ¥ A
C C

I

Tésnost proloZeni

Statisticka analyza rezidui

Pro aditivni modely méfeni:
& =y, - fix, b)
vektor rezidui & souvisi s vektorem chyb ¢ podle
¢ =~ (E-P)te
kde a Py jsou prvky projekéni matice P,

Kazdé reziduum je pfiblizné linearni kombinaci v§ech chyb
& = & - }q:Pik &
k=1

ale u malych vybéru je rusivy efekt supernormality,

8 a e
0 7 0
=9 b .| |2
; /_/__/"/—/ B
J: - 0

i
le;//\\ C P

d) chybny model;

a) odlehla hodnota v datech;
b) trend v reziduich; e) heteroskedasticita;
¢) nedostatedné stiidani znaménka f) nahla zména podminek

rezidui;



2. Numericka analyza rezidui
1. Stfedni hodnota rezidui, E(¢), by se méla rovnat nule,

2. Primérné reziduum |e| = L Y |&| by se mélo rovnat
D

nahodné chybé.

3. Smérodatnad odchylka stiedni hodnoty rezidui s(¢) by se méla
rovnat nahodné chybg.

4. Koeficient Sikmosti g (&) se pro Gaussovo rozdéleni rovna
nule.

5. Koeficient Spicatosti g,(&) se pro Gaussovo rozdéleni rovna
tiem.

kde 2 je odhad rozptylu vy¢isleny pii vynechéni i-t¢ho bodu
(@)
podle vztahu

e}

1-P,

1

U(b) -

82 =
® n-m-1

a symbol V;; zna&i prvky matice V = (J7 J)".

Test: i-ty bod se povazuje za vlivny, pokud je DFS;; > 2//n.

b) Jackknife rezidua &

é.
e, = — T
89 1 - Py

Test: silng vlivné body maji &, > 10.

Postup tvorby nelinearniho regresniho modelu

1. Navrh regresniho modelu.
Obvykle se pouziva néjaka fyzikalni nebo empiricka zavislost.

2. Odhadovani parametri.
K hledani minima kritéria regrese se uziva iterativnich algoritmu, kritérium
minima souctu ¢tvercu rezidui.

3. Posouzeni kvality odhadi.
Kvalita nalezenych odhadi se posuzuje dle jejich intervalu spolehlivosti
nebo pouze jejich rozptyli D(b).

Pri¢inou vysokych rozptyli parametri byva také piedcasné ukonceni
minimaliza¢niho procesu pied dosazenim minima.

5. Zakladni statistické charakteristiky.
O piiblizeni modelu experimentalnim datim informuje suma ¢tvercu rezidui
v minimu U(b), z¢ které se vy&isli rezidudlni rozptvl &2 = Ub)/(n - m).

Z U(b) je odvozen koeficient determinace D a regresni :abat, 100 D [%].
-_1
B kde Y == E Vi

n i=1

D = 1——-—n u®)
;(y,'—ﬂz

Hamiltonitv R-faktor je definovan R-faktor =

a pro y = 0 plati, z¢ R*-faktor =1 - D apro y # 0 pak plati vztah

(1-Dyny?
-2
EY.'
i1

Hamiltoniiv R-faktor ukazuje na rozdil mezi modelem
v =fx, B) amodelem y = 0.

R-faktor = |(1 - D) -

3. Analyza vlivnych bodi
Vychazi se z jednokrokové aproximace odhadu by,
T -1 J. e
b (i)l = b - L
1 =P

n

kde P, jsou prvky projekéni matice,

a) Charakteristika DFS;; vyjadiuje vliv i-t€¢ho bodu na odhad
j-tého parametru

1
DFS. = b - by

’ 8 Vi

¢) Vérohodnostni vzddlenost
LD, = 2 [lnL(b) - InL(b )]

Pro ptipad MNC bude vérohodnostni vzdalenost ve tvaru

U(b)

Test: Je-li LD, > x%,..(2), je dany bod siln& vlivny, oby&ejné se
voli & = 0.05.

4. Grafické posouzeni vhodnosti modelu.
Graficka analyza rezidui vyuziva rozptylového grafu rezidui vs. predikce a
odhali:

a) odlehlé hodnoty,

b) trend v reziduich,

¢) nedostatecné stiidani znaménka u rezidui,

d) heteroskedasticitu.

K ovéfeni normality rozd€leni rezidui se uziji rankitové grafy a vycisleni
koeficientu Sikmosti g, (¢) a Spicatosti g,(e).

Mezi modely rozlisi Akaikovo informacni kritérium
AIC = - L(b) + 2m.
Optimalni je model, pro ktery je A/C minimalni. Plati pfitom
Uu®)
n

AIC = nln +2m .




6. Regresni diagnostika.
Obsahuje pomucky analyzy regresniho tripletu, tj. pro
kritiku dat, kritiku modelu a kritiku metody.

Analyzou vlivnych bodi (vybocujici pozorovani a extrémy) se
identifikuji body, které siln¢ ovliviiuji odhadované parametry v modelu.

Pro aditivni modely méfeni a MNC jsou rezidua definovana
vztahem é; = y, - flx, b).

Charakteristika DFS; vyjadfuje vliv i-t¢ho bodu na odhad j-tého

b, - by,
parametru dle vztahu DFS X

' ’
S0 Vi

kde 5(?) je odhad rozptylu vy¢isleny pii vynechani i-tého bodu
2
€;

up) - TP
& = —1” . kde ¥, znagi prvky matice V = (J' J)"'.
n-m-

Test: i-ty bod je vlivny, kdyZ je DFS, > 2/Vn.

Mezi nelinedrni miry vlivu i-t¢ho bodu na odhady parametri patfi
vérohodnostni vzdilenost

LD, = 2 [InL(b) - InL(b ;)]

ue )
U)

Do obou vztaht Ize dosadit bud’ odhady b, uréené regresi pii vynechéni i-

tého bodu, nebo &', uréené z jednokrokové aproximace.

Test: Je-li LD, > %7, (2), je dany bod siln¢ vlivny a & = 0.05.

aproMNC jevetvaru LD, = nh\‘

(a) VB ovliviwji odhady parametru a relativni vychyleni /.

(b) Charakteristiky zalozené na aproximaci nelinedrniho modelu neindikuji
vzdy spravn¢ piitomnost VB.

(c) Nejlepsi indikaci VB poskytuje LD,, protoze umoziuje indikaci celé

B. Analyza vlivnych bodi:
U linearnich regresnich modeli: jc odhaleni vlivnych bodi VB pomoci
rezidui €, a prvki P, projek¢ni matice
P=XX"X'X"

U nelinedrnich regresnich modeli: je proto ticba
konstruovat matici P vztahem
P=JJJ'J
kdeJjeJakobian ¢ili derivaci modelové funkce podle jednotlivych parametri
v danych bodech. Komplikace je v tom, Ze jiz nelze vyjadiit odhady
parametru a rezidua jako linearni kombinaci experimentélnich dat.
Vychazi se proto z jednokrokové¢ aproximace odhadu b,
T -1 5
b()1 = b - —(J N 74
; s
1-P

kde P, jsou prvky projekcni matice P.

Vlivné body VB lze identifikovat jednokrokovou aproximaci Jackknife

A

€i

$o 1 — Py

K vyjadfeni vlivu jednotlivych bodu na odhady parametri lze pouzit zmény
vektoru vychyleni /1, pii vynechani i-tého bodu nebo zmény stiedni hodnoty
i-té¢ho rezidua pii vynechani i-tého bodu:

rezidui dle vztahu é, =

skupiny vlivnych bodu, kde mize dojit k jejich vzajemnému "maskovani”.

8. Predik¢éni schopnost modelu “cross-validation”:
Data se rozdéli na dvé podskupiny M, (s indexy i = 1, ..., int(n/2)) a M, (s
indexy i = int(n/2) + 1, ..., n).
Oznaci se:
odhady parametru z bodu podskupiny M, jako b(M,) a
odhady parametri z bodi podskupiny M, jako b(M,).
Predikéni schopnost modelu se vyjadti kritériem K

U(b) .
Y b, - fix, b)Y + EM by, - fx, b))

ieM,

Test: Predikéni schopnost modelu je tim vyssi, ¢im vic se K blizik 1.

7. Mapa citlivostni funkce.

U nelinearnich modelt existuje fada komplikaci:
-neodhadnutelnost nékterych parametri,
-existence minima funkce U(P) jen pro n&které regresni modely,
-vyskyt lokalnich minim,
-existence sedlovych bodt, ovliviwjicich kriterialni funkci U(B) a
-§patna podminénost parametri v regresnim modelu.

Problémy lze indikovat analyzou nermalizovanych citlivostnich

5 fx, B)

o = B 58, = dpw
J

koeficientii
i =1 .,n

Pro vizualni posouzeni $patn¢ podminénosti napf. multikolinearitou mezi
parametry B,, B, , se konstruuji citlivostni grafy zavislosti C,, a C,,,
nax,, i =1, .., nnebo zavislost normalizovanych citlivostnich koeficienti
piimo na indexu /.

Kritérium sti‘edni kvadraticka chyba predikce
l n
MEP = " ;(y,. = flxy, bR .

Test: Cim je MEP nizsi, tim je model vérohodngjsi a ma lepsi predikéni
schopnost.

9. Souhlas s pozadavky fyzikalniho smyslu.
Na odhady parametru jsou kladena omezeni, vychazejici z fyzikalniho
smyslu. Odhady musi lezet v jisté predpokladané oblasti (napf. koncentrace
v oblasti kladnych ¢isel, molarni absorpéni koeficienty & v oboru ¢isel 10 az
10°, konstanty stability log 3, , v oboru ¢isel 0 az 50 atd.).

P
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Uloha 8.1 Odhad parametrii Debyeova-Hiickelova vztahu ReSeni:
Stanovte termodynamickou disociaéni konstantu pK”, (parametr f,), efektivni priimér 1. Ndavrh modelu: ozna¢me
fontli ¢ (parametr B,) a vysolovaci konstantu C (parametr ) zdvislosti smiSené parametr pK,” jako prvni parametr B, s jeho odhadem b,,
disocia¢ni konstanty y na iontové sile x podle rozsifen¢ho Debyeova-Hiickelova vztahu parametr d jako druhy parametr B, s jeho odhadem b, a
pro vybrané sulfonftaleiny. Maji-li oba ionty L% a HL? zhruba stejnou velikost @ [ 10 parametr C ticti parametr B; se odhadem b;. )
m] a je-li celkovy vysolovaci koeficient C = €7, - C*',, Ize formulovat Debyetiv- Pro nulté pfiblizeni odhadovanych parametri je voleno
b =1.0,6,"=1.0,5"=1.0.

1-22)4 ’ ‘
Hiickelliv vztah tvarem y = B, . M + B3 X ,kde 4=0.5112 — .

(1 +B B, Jx) 2. Odhadovini parametra:

2 Bodové odhady parametri:

S22 g2 op— 2 el 12 g2 0 M sdas spsat Parametr Bodovy Smérodatna Absolutni Relativni
mol ™. 1 K K’ B 0.3?91 mol m AR jS(’)u pro 25 °C. Predpokladejte aditivni B odhad b odchylkas(b)  vychylenih,  vychyleni iy, (%]
model méfeni a normalitu chyb zavisle proménné y. B 5.0336E+00 4.2468E-03 _1.9583E-05 -3.8905E-04

B, 7.6010E+00 2.1432E-01 4.2364E-03  5.5735E-02
Data: Bromkrezolové zelek: Z= -1, fx, y) Bs 6.8337E-02 3.4380E-03 1.7995E-05  2.6332E-02
0.0104.901  0.0224.871  0.0404.834  0.0604.808  0.1164.765  0.232 4.709 Intervalové odhady parametri:
03924.691  0.5944.677 0.9234.664  1.3304.662 2.0504.686  3.720 4.785 Parametr  Bodovy  Poloviéni délka intervalu spolehlivosti spoctend z

, odhad b, délky poloos maxim

B, 5.0336E+00 +-1.1915E-02 +-1.4456E-02

B, 7.6010E+00 +-7.2957E-01 +-7.2957E-01

B 6.8337E-02 +-9.9546E-03 +-1.1703E-02

3. Graf regresni k¥ivky: 5. Zakladni statistické charakteristiky:

e Bylo dosazeno vyte&ného proloZent, regresni rabat 99.49% ukazuje, e vysoké procento
i bodl vyhovuje navrzenému modelu Debyeovy-Hiickelovy zdvislosti.

Regresni rabat D [%)] :99.487
« Akaikeho informaéni kriterium AIC :-117.59

Stredni kvadratickd chyba predikce MEP 1 1.5516E-04
& Prvni statisticky moment residui m, . -1.9709E-07
. Tieti statisticky moment residui m, : 1.1306E-07

Ctvrty statisticky moment residui m, :2.0362E-09
w : y — Parametr [ : 8.4501E-02

N .

Obr. 8-1a Rozptylovy graf, ADSTAT. Parametr [ : 8.6108E+02

4. Korelaéni matice parametri:

Ukazuje, Ze korelace mezi parametry je vyrazna.

bl bl b3

x[1, ] 1.00000 -0.82415 0.52400

x[2, ] -0.82415 1.00000 -0.85058

x[3, ] 0.52400 -0.85060 1.00000

6. Regresni diagnostika: B. Tabulka vlivnych bodii:

Obsahuje pomuicky pro kritiku dat, kritiku modelu a kritiku metody.

Obsahuje zakladni charakteristiky k odhaleni vlivnych bodi.

A. Analyza Klasickych rezidui: Bod Jackknife  Cookova Diagon4l Normalizovani Vérohodnostni
Smérodatna odchylka rezidui dosahuje hodnoty stejné velikosti, jako je odhad . ’ a4l " a4l "
nahodnch chyb (sumu) proménné y, . e(pK,,, = 0.01). Rozdéleni rezidui je ; reziduum  vzdélenost  prvky b B
mirné¢ asymetrické, seSikmené k nizsim hodnotam, protoze odhad Sikmosti 4 € D, H;; FDA LDA
dosahuje zaporné hodnoty. Rozd¢leni se blizi rovnomérmému, protoze odhad 1 -2.2875E+00 5.2536E-01 3.0692E-01 1.2144E-01 2.6567E-01
Spicatosti je blizky hodnoté 1.80. S ohledem na maly pocet dat nelze z 2 3.1245E-01 1.1668E-02 2.4392E-01 3.8138E-03 2 8886F-03
vybérové Sikmosti a picatosti usuzovat na nenormalitu. 3 3.5252E-01 1.0641E-02 1 8824E-01 4.6230E-03 7.9056E-03
Bod  Méend Predikovand  Smérodatnd Vyehileni Klasické 4 5.2560E-01 1.8108E-02 1.5314E-01 9.3211E-03 8.6827E-03
P o el v n e 5 89337E-01  3.6124E-02  LI7I8E-01  2.1943E-02 1.4799E-02
! 49010 9Ly -9.6193E-06 -1.0524E-02 6 -8.1923E-01  3.4006E-02 1.2774E-01 1.9626E-02 1.3011E-02
2 48710 4.8691 -3.8063E-06 1.9192E-03
3 48340 48318 2.2400E-03 7 8.0345E-01 4.4839E-02 1.6679E-01 2.1813E-02 1.4450E-02
: :ﬁ“fg :j:;‘; - o B 8 1.1447E+00  1.0565E-01 2.0015E-01 4.4082E-02 3.4816E-02

.765 .7593 2. 3
6 47090 47142 2.3949E-03 9 8.31S51E-02  7.1250E-04  2.1571E-01 2.7009E-04 7.3859E-03
g Ll i A 10 -1.1908E+00  1.1815E-01 2.0734E-01 4.5560E-02 3.7563E-02
8 4.6770 4.6703 2.9978E-03 6.7445E-03
9 4.6640 46635 3.0121E-03 52314E-04 11 -1.4634E+00  1.8341E-01 2.2452E-01 6.5850E-02 7.1201E-02
9 fonit i SAED s 12 2.6179E+00  7.7430E+00  8.4834E-01 4.1027E-03 2.7646E-03
11 4.6860 4.6941 3.1750E-03 » E- -8.1348E-03
12 4.7850 4.7797 6.1717E-03 5.4489E-06 5.3175E-03
Rezidudlni soucet &tvercd RSC 1 4.0410E-04
Smérodatnd odchylka rezidui s(e) : 5.8030E-03
Odhad sikmosti g, 1-0.579
Odhad $picatosti g, 1179

Hamiltondv R-faktor [%] :0.122



7. Mapa citlivostni funkce: Citlivostni funkce vyjadfuje zménu
regresniho modelu pii zméné parametru o £5% ukazuji, ze parametr b, a b,
jsou dobie podminény v modelu, jejich zména zpusobi zménu icelové funkce
8 az 9 fadu. Parametr b, je ve srovnani s pfedchozimi parametry méné citlivy,
hife podminény v modelu, zména je podstatné mensi.

Parametr  Relativni zména Souhrnnai citlivost  Relativni zména

j Cl-5%), %] Gy 1%l Cie (+5%), %]
1 8.0486E-09 1.0000 -7.2821E-09

2 1.5937E+01 1.0301E-03 -1.3244E+01

3 -3.3799E-07 1.7701 9.5080E-08

8. Predikéni schopnost modelu:
Pron=12bude M, = 1az 6, M, =7 az 12, RSC(M,) = 2.8534E-05, RSC(M,)
= 5.3549E-05, U(b) = 40.410E-05, a proto K = 4.923.

Jelikoz se K neblizi k 1, je predikéni schopnost modelu slabsi.

9. Souhlas s pozadavky fyzikalniho smyslu:

Termodynamickou disociacni konstantu pK', = 5.034 a vysolovaci konstanta
C=0.068 maji fyzikalni smysl, efektivni priimér iontu a=7.6 X 10" mje v
souhlase s hodnotami Kiclandovych tabulek.

DCLET

Model: rovnice A-pH kfivky pro rovnovéhu
L*+H*=LH* +H'=LH, + H" = LH,

+ 1
* ZSLH 107°% 8oy
A=q¢ d Vst

1+ Z 1Oj.log_aH# + logByy
J=1

Parametry: 10g Byy;, €1, e § = 1, s J

Uloha C8.09 Disociaéni konstanty a molarni absorpéni
koeficlenty castlc kysellny HL
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iy Model: C809ay=(b1+(b2*107(b3-C809ax)))/( 1+107(b3-C809ax))
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Uloha C8.08 Odhad tif parametrti rozsifeného
Debyeova-Hiickelova vztahu
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B Model: Coy=bi(

(7] Mo e Co0Moyme.

Cc808ay

492

Model: C808ay=b1-(3"0.5115"sqrt(C808ax)/(1+(0.3291*b2*sqrt(C8
¥=(5.03359)-(3"0.5115"sqrt(x)/(1+(0.3291*(7.60041)*sqrt(x)))) + ((.068342)"x)
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