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Souhrn: Multikolinearita neznamená v pravém slova smyslu porušení předpokladů klasické
metody nejmenších čtverců, souvisí pouze s předpokladem o pozitivní definitnosti matice X
T X.

Chápeme zde sloupce matice X jako sloupcové vektory, které definují nadrovinu L v n-rozměrném
eukleidovském prostoru En . Podle velikosti úhlu Θjk, svíraného dvojicí vektorů xj a xk, čili sloupci matice X,
mohou nastat dva krajní případy:

1. Ortogonalita, kdy je kosinus úhlu Θjk nulový,

a také skalární součin (xj, xk) = 0. Zde symbol 2xj2 = značí délku vektoru xj. Jsou-li všechny sloupce matice X
vzájemně ortogonální, je X T X diagonální maticí a celá regresní analýza se zjednoduší (viz odst 6.4.1).

2. Kolinearita, kdy je kosinus úhlu Θjk roven jedné (cos Θjk = 1), protože úhel mezi vektory xj
a xk je nulový (Θjk = 0). Pak jsou oba vektory xj a xk rovnoběžné a lineárně závislé

kde cj, ck jsou nenulové konstanty. Platí-li tato pro q dvojic sloupců matice X, je její hodnost rovna rozdílu m !
q a matice X T X je singulární.

Vztahy tohoto typu mohou platit i pro více vektorů, kdy je jeden ze sloupců xj lineární kombinací
několika ostatních sloupců. Tato situace se označuje jako perfektní multikolinearita. Pojmem multikolinearita
se však v oblasti regrese označují i případy, kdy některé sloupce matice X svírají téměř nulový úhel a jsou skoro
lineárně závislé

kde δ je vektor, jehož složky jsou blízké nule a vektor c obsahuje nenulové prvky cj. Platí, že 2c2 >> 2δ2.

Obr. 1 Geometrické znázornění citlivosti odhadů v případě multikolinearity:
 a) odhady b1 b2 jsou malé a kladné, b) odhad b1 je záporný a b2 velký kladný.

Multikolinearita způsobuje špatnou podmíněnost matice X T X. To má za následek, že:
a) determinant matice X T X je číslo blízké nule,
b) některá vlastní čísla matice X T X jsou blízká nule.

Lze tedy očekávat řadu obtíží, když hledáme inverzní matici k matici X T X, a projevů numerických chyb
v závislosti na užitém algoritmu a strojové přesnosti počítače.



Kromě numerických problémů způsobuje multikolinearita i řadu statistických obtíží. Z rovnic je patrné,
že pro hodnoty λ blízké nule budou odhady i jejich rozptyly neúměrně vysoké. Velký problém představuje
citlivost odhadů b na malé změny v datech, způsobené například přidáním dalšího bodu.

Na obrázku je znázorněna geometrie metody nejmenších čtverců v případě dvou téměř kolineárních
vysvětlujících proměnných. Na obrázku a) je případ, kdy je vektor y promítnut do výseče úhlu Θ12. Na obrázku
b) je případ, kdy malá změna složek vektoru y způsobí, že jeho kolmý průmět padne mimo tuto výseč.

Multikolinearita způsobuje při statistickém zpracování tyto obtíže:
1. N e s t a b i l i t u  o d h a d ů , která vzniká citlivostí odhadů na malé změny v datech.

Odhady mívají často nesprávné znaménko, což znemožňuje jejich věcnou (fyzikální) interpretaci, a také jsou
co do absolutních hodnot příliš veliké.

2. V e l k é  r o z p t y l y  D(bj) jednotlivých odhadů, z nichž vyplývá, že výsledky t-testů
indikují statistickou nevýznamnost parametrů βj .

3. S i l n o u  k o r e l o v a n o s t  mezi prvky vektoru odhadů b, z čehož vyplývá, že je nelze
interpretovat odděleně.

Na druhé straně však v případě multikolinearity vychází koeficient determinace vysoký a regresní model
může dobře popisovat experimentální data. Pro účely aproximace dat a konstrukce modelů, které mají
„vyhladit“ experimentální závislosti, není multikolinearita na obtíž, zůstává pouze numerické hledisko,
spočívající ve špatné podmíněnosti matice X T X.

Pokud jsou data získána na základě plánovaných experimentů, je problém multikolinearity odstraněn.
Schémata plánovaných experimentů vedou k ortogonalitě sloupců matice X.

Pokud jsou data získána na základě neplánovaných experimentů, nebo nepocházejí z experimentálních
měření, vyskytuje se multikolinearita jistého stupně téměr vždy. Problémem je však jen silná multikolinearita,
kdy jsou odhady parametrů a testy hypotéz ovlivněny více  l i n e á r n í m i  v a z b a m i  mezi sloupci matice
X než vlastním regresním modelem.

U technických modelů lze obyčejně nastavovat hodnoty vysvětlujících proměnných v experimentu
libovolně a problémy multikolinearity lze odstranit již ve fázi získávání experimentálních dat.

Mezi základní příčiny vzniku multikolinearity patří:
1. Přeurčený regresní model obsahující nadměrný počet vysvětlujících proměnných, které

vyjadřují stejné základní faktory. Příkladem jsou modely typu „struktura!vlastnosti“, ve kterých se vlastnosti
látek popisují různými měřitelnými proměnnými struktury. Ty různou měrou souvisejí s menším počtem
strukturních faktorů.

2. Nevhodné rozmístění experimentálních bodů, kdy multikolinearita vzniká „uměle“ výběrem
poloh bodů tak, aby byla dodržena rovnice. Často hodnoty významné vysvětlující proměnné kolísají jen v malém
rozmezí, že se jeví jako konstantní a jsou tedy  kolineární s vektorem odpovídajícím absolutnímu členu.

3. Fyzikální omezení modelu nebo v datech, kdy vznikají vazby mezi vysvětlujícími proměnnými
přímo ve sledovaném systému. Příkladem může být sledování vícekompo-nentních směsí, u kterých vysvětlující
proměnné představují obsahy jednotlivých složek. Jelikož součet všech relativních zastoupení složek musí být
100%, bude ve q-složkové směsi pouze q ! 1 nezávislých složek. Při jejich nastavení bude q-tá složka doplňkem
do 100 % a  při sestavování regresního modelu bude třeba uvažovat jenom q ! 1 proměnných: u dvousložkové směsi
jde o jednu proměnnou, u trojsložkové o dvě atd. Obdobná omezení mohou vnášet i stechiometrické poměry atd.



Na základě předběžných znalostí o vysvětlujících proměnných, jejich významu a vzájemných vazbách
lze často multikolinearitu omezit nebo zcela vyloučit. V některých případech, jako např. u polynomických
modelů, je multikolinearita dána přímo strukturou modelu. V těchto situacích, nebo tam, kde nelze ovlivnit
přípravu experimentu, je vhodné užít postupy, při nichž se omezuje působení multikolinearity i za cenu vychýlení
odhadů, jako je například metoda racionálních hodností. Přednosti této metody proti klasické metodě nejmenších
čtverců v případě silné multikolinearity v datech jsou demonstrovány v příkladu.

Multikolinearitu lze často odhalit na základě rozptylových grafů pro xj a xk, kdy zhruba lineární
závislost ukazuje na silnou multikolinearitu.

Multikolinearita může být vyvolána nebo naopak maskována přítomností vlivných bodů, a to zejména
extrémů. K diagnostickým účelům je vhodné užít reziduí vj regrese proměnné xj na ostatních vysvětlujících
proměnných v matici X(j), která neobsahuje sloupec s xj. Označme H(j) projekční matici, která odpovídá projekci
do podprostoru sloupců matice X(j). Pro diagnostiku vlivných bodů z hlediska multikolinearity se užívá závislosti

/( ) na H(j)ii. Zde vji je i-tá složka vektoru vj a H(j)ii je i-tý diagonální prvek matice H(j).
V tomto grafu se multikolinearitou ovlivňované body vyskytují jako body izolované v pravém dolním

nebo levém horním rohu. Body ležící v levém horním rohu ovlivňují multikolinearitu, jen pokud je xj zahrnuta
v modelu. Na druhé straně body v pravém dolním rohu jsou silně vlivné, jen pokud není xj zahrnuta v modelu.

Přítomnost multikolinearity lze posuzovat na základě numerických a statistických kritérií. Místo matice
XT X se používá její normovaná verze R, která je formálně shodná s korelační maticí vysvětlujících proměnných.
Z numerických kritérií se užívají:

a) Determinant matice R

kde λj jsou vlastní čísla matice R. Je-li determinant detR  příliš malý, menší než 10!3, jde o silnou multikolinearitu;
b) Číslo podmíněnosti

kde λmax, λmin jsou maximální a minimální vlastní číslo matice R. Hodnota K > 103 ukazuje na silnou multikolinearitu.
c) VIF-faktor (Variance Inflation Factor), jenž je definován jako poměr rozptylu j-tého

regresního koeficientu a rozptylu tohoto koeficientu pro případ ortogonálních proměnných, kdy je R jednotkovou
maticí. Platí, že

kde jj je j-tý diagonální prvek matice R!1. Parametry VIF souvisejí s koeficientem determinace regrese xj na X(j),
kdy se vlastně vyjadřuje xj jako lineární kombinace ostatních vysvětlujících proměnných. Platí, že

Je-li VIFj > 10, jde o silnou multikolinearitu.
V technických modelech se často provádí hlubší analýza multikolinearity a hledají se vazby mezi

vysvětlujícími proměnnými.

PŘÍKLAD 1. Multikolinearita u teplotní závislosti aktivitního koeficientu
Závislost logaritmu středního aktivitního koeficientu lnγ… na teplotě T lze vyjádřit polynomem třetího stupně.
Posuďte míru multikolinearity a využijte metodu racionálních hodností ke snížení stupně multikolinearity.
" Data: pro mHCl = 0.1

T [EC] 0 10 20 30 40
lnγ… 0.8067 0.8038 0.8000 0.7946 0.7927
T [EC] 50 60 70 80 90
lnγ… 0.7867 0.7828 0.775 0.769 0.765

" Řešení: Pro model
ln γ… = β1 T + β2 T 2 + β3 T 3 + β4

det (R)



byla klasickou MNČ (tzn. parametr vychýlení P je nastaven na hodnotu P = 10!35) určena regresní rovnice 

ln γ… = 0.807 (± 1.06 @ 10!3) ! 2.654 @ 10!4 (± 1.07 @ 10!4) T !
                         ! 3.13 @ 10!6 (± 2.87 @ 10!6) T 2 + 9.44 @ 10!9 (± 2.09 @ 10!8) T 3.

V závorce jsou u každého členu polynomu uvedeny směrodatné odchylky odhadů. Koeficient determinace  =
0.9957, kvadratická chyba predikce MEP = 3.507 @ 10!6 a kritérium AIC = !132.26. V tabulce 1 jsou uvedena vlastní
čísla a VIF-faktory. Z těchto údajů se vyčíslí detR  = 3.97 @ 10!4 a číslo podmíněnosti K = 1989.73. Na základě t-testů
vycházejí na hladině významnosti α = 0.05 parametry β2 a β3 statisticky nevýznamné.

Tabulka 1. Charakteristiky multikolinearity
P Charakteristika j

1 2 3
10!35 VIFj 70.42 439.1 184

λj 1.46 @ 10!3 9.35 @ 10!2 2.905
0.05 VIFj 6.204 0.260 4.373

Užitím metody racionálních hodností s parametrem vychýlení P = 0.05 byl určen regresní model ve tvaru
ln γ… = 0.807 (± 8.72 @ 10!4) ! 3.22 @ 10!4 (± 3.28 @ 10!5) T !

! 1.476 @ 10!6 (± 7.18 @ 10!8) T 2 ! 2.837 @ 10!9 (± 3.314 @ 10!9) T 3.
Koeficient determinace = 0.9955, střední kvadratická chyba predikce MEP = 2.364 @ 10!6 a kritérium AIC =
!131.7. V tabulce 1. jsou uvedeny odpovídající parametry VIF. Je patrné, že došlo k odstranění výrazné
multikolinearity. Ze závěrů t-testů na hladině významnosti α = 0.05 se pouze koeficiet β3 jeví statisticky nevýznamný.

Na obrázku 2 v části a) je znázorněn regresní model určený metodou nejmenších čtverců spolu s 95% pásy
spolehlivosti a v části b) je závislost reziduí na proměnné T.

Na obrázku 3 v části a) je znázorněn regresní model určený metodou racionálních hodností (P = 0.05) spolu
s 95% pásy spolehlivosti a v části b) pak závislost reziduí na proměnné T. Porováním obou obrázků je vidět, že
eliminace multikolinearity vede ke zúžení pásů spolehlivosti.

Obr. 2 a) Regresní model určený metodou nejmenších čtverců spolu s 95% pásy spolehlivosti a b)
závislost reziduí na proměnné T.

Obr. 3 a) Regresní model určený metodou racionálních hodností spolu s 95% pásy spolehlivosti
a b) závislost reziduí na proměnné T.

" Závěr: Výrazná multikolinearita, indikovaná hodnotou kritéria VIF > 10, způsobuje růst rozptylů odhadů, což
se projeví i rozšířením pásů spolehlivosti a dále i ve výsledcích testů významnosti parametrů. Eliminace
multikolinearity vede ke snížení přesnosti proložení (poklesu ), ale ke zlepšení predikční schopnosti modelu
(kritérium MEP), dále k poklesu rozptylů odhadů a zúžení pásu spolehlivosti. ‘
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