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Souhrn: Multikolinearita neznamena v pravém slova smyslu poruseni piredpokladu klasické
metody nejmensich ¢tverci, souvisi pouze s piredpokladem o pozitivni definitnosti matice X
T

X.

Chapeme zde sloupce matice X jako sloupcové vektory, které definuji nadrovinu L v n-rozmérném
eukleidovském prostoru E” . Podle velikosti uhlu ©,, sviraného dvojici vektori x; a x;, €ili sloupci matice X,
mohou nastat dva krajni piipady:

1. Ortogonalita, kdy je kosinus ihlu @; nulovy,
X, X
cos@),k = M R
/ lx .1 lx .
a také skalarni sou¢in (x;, x,) = 0. Zde symbol |x;| = znaci délku vektoru x;. Jsou-li vSechny sloupce matice X
vzajemné ortogonalni, je X™ X diagonalni matici a cel regresni analyza se zjednodusi (viz odst 6.4.1).
2. Kolinearita, kdy je kosinus uhlu @, roven jedné (cos @, = 1), protoZe ihel mezi vektory x;
a x; je nulovy (O, = 0). Pak jsou oba vektory x; a x, rovnobéZné a linearné zavislé

C;X; *CpXy = 0,

kde c;, ¢, jsou nenulové konstanty. Plati-li tato pro ¢ dvojic sloupcii matice X, je jeji hodnost rovna rozdilu m -
¢ a matice X" X je singularni.

Vztahy tohoto typu mohou platit i pro vice vektori, kdy je jeden ze sloupcii x; linearni kombinaci
nékolika ostatnich sloupci. Tato situace se oznacuje jako perfektni multikolinearita. Pojmem multikolinearita
se v§ak v oblasti regrese oznacuji i pripady, kdy nékteré sloupce matice X sviraji téméi nulovy tihel a jsou skoro
linearné zavislé

m
; ¢ x; = 0,

kde d je vektor, jehoZ slozky jsou blizké nule a vektor ¢ obsahuje nenulové prvky c;. Plati, Ze |c| >> |8].

Obr. 1 Geometrické znazornéni citlivosti odhadl v ptipadé multikolinearity:
a) odhady b, b, jsou malé a kladné, b) odhad b, je zaporny a b, velky kladny.

Multikolinearita zpisobuje $patnou podminénost matice X* X. To m4 za nasledek, Ze:
a) determinant matice X" X je &islo blizké nule,

r wr

b) néktera vlastni ¢isla matice X* X jsou blizka nule.

Lze tedy oéekavat Fadu obtiZi, kdyZ hledame inverzni matici k matici X" X, a projevi numerickych chyb
v zavislosti na uZitém algoritmu a strojové presnosti pocitace.



Kromé numerickych problémii zptisobuje multikolinearita i Fadu statistickych obtiZi. Z rovnic je patrné,
Ze pro hodnoty A blizké nule budou odhady i jejich rozptyly neimérné vysoké. Velky problém predstavuje
citlivost odhadui b na malé zmény v datech, zptisobené napriklad pifidanim dal$iho bodu.

Na obrazku je znazornéna geometrie metody nejmensich ¢tverci v pripadé dvou témér kolinearnich
vysvétlujicich proménnych. Na obrazku a) je pripad, kdy je vektor y promitnut do vysece thlu ©,,. Na obrazku
b) je pFipad, kdy mala zména sloZek vektoru y zpiisobi, Ze jeho kolmy primét padne mimo tuto vysec.

Multikolinearita zpisobuje p¥i statistickém zpracovani tyto obtizZe:

1. Nestabilitu odhada, ktera vznika citlivosti odhadé na malé zmény v datech.
Odhady mivaji ¢asto nespravné znaménko, coZ znemoziuje jejich vécnou (fyzikalni) interpretaci, a také jsou
co do absolutnich hodnot prili§ veliké.

2.Velké rozptyly D(b) jednotlivych odhadd, z nichZ vyplyva, Ze vysledky z-testi
indikuji statistickou nevyznamnost parametri f; .

3.Silnou korelovanost mezi prvky vektoru odhadi b, z ¢ehoZ vyplyva, Ze je nelze
interpretovat oddélené.

Na druhé strané v§ak v pripadé multikolinearity vychazi koeficient determinace vysoky a regresni model
mizZe dobie popisovat experimentalni data. Pro ucely aproximace dat a konstrukce modeli, které maji
»vyhladit“ experimentalni zavislosti, neni multikolinearita na obtiZ, zustava pouze numerické hledisko,
spoé&ivajici ve §patné podminénosti matice X" X.

Pokud jsou data ziskana na zakladé planovanych experimenti, je problém multikolinearity odstranén.
Schémata planovanych experimentii vedou k ortogonalité sloupcii matice X.

Pokud jsou data ziskana na zakladé neplanovanych experimentii, nebo nepochazeji z experimentalnich
meéreni, vyskytuje se multikolinearita jistého stupné témér vZdy. Problémem je vSak jen silnd multikolinearita,
kdy jsou odhady parametri a testy hypotéz ovlivnény vice linedrnimi vazb ami mezisloupci matice
X nez vlastnim regresnim modelem.

U technickych modeli 1ze oby¢ejné nastavovat hodnoty vysvétlujicich proménnych v experimentu
libovolné a problémy multikolinearity lze odstranit jiz ve fazi ziskavani experimentalnich dat.

Mezi zakladni pric¢iny vzniku multikolinearity patii:

1. Pieurceny regresni model obsahujici nadmérny pocet vysvétlujicich proménnych, které
vyjadiuji stejné zakladni faktory. Pfikladem jsou modely typu ,,struktura-vlastnosti, ve kterych se vlastnosti
latek popisuji riznymi méfitelnymi proménnymi struktury. Ty riznou mérou souviseji s mensim poctem
strukturnich faktori.

2.Nevhodné rozmisténi experimentalnich bodi, kdy multikolinearita vznika ,,uméle vybérem
poloh bodii tak, aby byla dodrZena rovnice. Casto hodnoty vyznamné vysvétlujici proménné kolisaji jen v malém
rozmezi, Ze se jevi jako konstantni a jsou tedy kolinearni s vektorem odpovidajicim absolutnimu ¢lenu.
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3. Fyzikalni omezeni modelu nebo v datech, kdy vznikaji vazby mezi vysvétlujicimi proménnymi
primo ve sledovaném systému. Prikladem miiZe byt sledovani vicekompo-nentnich smési, u kterych vysvétlujici
proménné predstavuji obsahy jednotlivych sloZek. JelikoZ soucet vSech relativnich zastoupeni sloZek musi byt
100%, bude ve g-sloZkové smési pouze g - 1 nezavislych sloZek. P¥i jejich nastaveni bude g-ta slozka doplitkem
do 100 % a p¥i sestavovani regresniho modelu bude ti‘eba uvazovat jenom ¢ — 1 proménnych: u dvouslozZkové smési
jde o jednu proménnou, u trojsloZzkové o dvé atd. Obdobna omezeni mohou vnaset i stechiometrické poméry atd.



Na zakladé predbéznych znalosti o vysvétlujicich proménnych, jejich vyznamu a vzajemnych vazbach
Ize Casto multikolinearitu omezit nebo zcela vyloucit. V nékterych pripadech, jako napf¥. u polynomickych
modelu, je multikolinearita dana piimo strukturou modelu. V téchto situacich, nebo tam, kde nelze ovlivnit
pripravu experimentu, je vhodné uZzit postupy, pi'i nichZ se omezuje ptisobeni multikolinearity i za cenu vychyleni
odhadi, jako je napiiklad metoda racionalnich hodnosti. Pirednosti této metody proti klasické metodé nejmensich
¢tverci v pripadé silné multikolinearity v datech jsou demonstrovany v piikladu.

Multikolinearitu lze ¢asto odhalit na zdkladé rozptylovych grafi pro x; a x;, kdy zhruba linedrni
zavislost ukazuje na silnou multikolinearitu.

Multikolinearita muZe byt vyvolana nebo naopak maskovana pritomnosti vlivnych bodi, a to zejména
extrémi. K diagnostickym tucelim je vhodné uZit rezidui v; regrese proménné x; na ostatnich vysvétlujicich
proménnych v matici X, ktera neobsahuje sloupec s x;. Ozna¢me H; projekéni matici, ktera odpovida projekci
do podprostoru sloupcii matice X ;. Pro diagnostiku vlivnych bodi z hlediska multikolinearity se uziva zavislosti
v; /(vj V;) na H;;. Zde v; je i-ta sloZka vektoru v; a H; je i-ty diagonalni prvek matice H ;.

V tomto grafu se multikolinearitou ovliviiované body vyskytuji jako body izolované v pravém dolnim
nebo levém hornim rohu. Body leZici v levém hornim rohu ovliviiuji multikolinearitu, jen pokud je x; zahrnuta
v modelu. Na druhé strané body v pravém dolnim rohu jsou silné vlivné, jen pokud neni x; zahrnuta v modelu.

Piitomnost multikolinearity Ize posuzovat na zakladé€ numerickych a statistickych kritérii. Misto matice
X" X se pouziva jeji normovan verze R, ktera je formalné shodna s korelaéni matici vysvétlujicich proménnych.
Z numerickych kritérii se uzivaji:
a) Determinant matice R

det(R) = I] 7»] ,
j-1

kde A; jsou vlastni ¢isla matice R. Je-li determinant detR prili§ maly, menSi nez 1073, jde o silnou multikolinearitu;
b) Cislo podminénosti

K — }\'maX
Min
kde A

hin jSOu maximalni a minimalni vlastni ¢islo matice R. Hodnota K> 10° ukazuje na silnou multikolinearitu.

¢) VIF-faktor (Variance Inflation Factor), jenZ je definovan jako pomér rozptylu j-tého
regresniho koeficientu a rozptylu tohoto koeficientu pro pripad ortogonalnich proménnych, kdy je R jednotkovou
matici. Plati, Ze

‘max?®

VIE, - B
kde R ;Je j-ty diagonalni prvek matice R'. Parametry VIF souviseji s koeficientem determinace regrese x;na X,
kdy se vlastné vyjadfuje x; jako linearni kombinace ostatnich vysvétlujicich proménnych. Plati, Ze

VIF;, =

Je-li VIF; > 10, jde o silnou multikolinearitu.
V technickych modelech se ¢asto provadi hlubSi analyza multikolinearity a hledaji se vazby mezi
vysvétlujicimi proménnymi.

PRIKLAD 1. Multikolinearita u teplotni zavislosti aktivitniho koeficientu

Zavislost logaritmu stfedniho aktivitniho koeficientu Iny, na teploté 7 lze vyjadrit polynomem tietiho stupné.
Posud’te miru multikolinearity a vyuZijte metodu racionalnich hodnosti ke sniZeni stupné multikolinearity.

O Data: pro myq, = 0.1

T[°C] 0 10 20 30 40
Iny, 0.8067 0.8038 0.8000 0.7946 0.7927
T[°C] 50 60 70 80 90
Iny, 0.7867 0.7828 0.775 0.769 0.765

o Reseni: Pro model
lny$=BlT+[$2T’+B3T3+[$4



byla klasickou MNC (tzn. parametr vychyleni P je nastaven na hodnotu P = 10"%) uréena regresni rovnice

Iny,=0.807 (+£1.06-107) - 2.654-10* (= 1.07-10%) T -
-313:10°(x287-10% 7> +9.44-107° (£ 2.09 - 10°%) T3,

V zavorce jsou u kazdého ¢lenu polynomu uvedeny smérodatné odchylky odhadi. Koeficient determinace ﬁ 2
0.9957, kvadraticka chyba predikce MEP = 3.507 - 10 ® a kritérium AIC = -132.26. V tabulce 1 jsou uvedena vlastni
Cisla a VIF-faktory. Z téchto udaji se vycisli det R = 3.97 - 10™* a &islo podminénosti K = 1989.73. Na zakladé& -testt
vychazeji na hladiné vyznamnosti a = 0.05 parametry f, a B, statisticky nevyznamné.

Tabulka 1. Charakteristiky multikolinearity

P Charakteristika j
1 2 3
10°% VIF; 70.42 439.1 184
A 1.46-10°° 9.35-10* 2.905
0.05 VIF; 6.204 0.260 4.373

UzZitim metody racionalnich hodnosti s parametrem vychyleni P = 0.05 byl urcen regresni model ve tvaru
Iny,=0.807 (£8.72-107%) - 3.22-107* (£ 3.28- 105 T -
;21.476 107 (£ 7.18-107%) T - 2.837-107° (£ 3.314 - 10™°) T°.

Koeficient determinace R~ = 0.9955, stfedni kvadraticka chyba predikce MEP = 2.364 - 10 ° a kritérium AIC =
-131.7. V tabulce 1. jsou uvedeny odpovidajici parametry VIF. Je patrné, Ze doSlo k odstranéni vyrazné
multikolinearity. Ze zavéri ¢-testi na hladiné vyznamnosti a = 0.05 se pouze koeficiet B, jevi statisticky nevyznamny.

Na obrazku 2 v ¢asti a) je znazornén regresni model uré¢eny metodou nejmensich ¢tverci spolu s 95% pasy
spolehlivosti a v ¢asti b) je zavislost rezidui na proménné 7.

Na obrazku 3 v ¢asti a) je znazornén regresni model urc¢eny metodou racionalnich hodnosti (P = 0.05) spolu
s 95% pasy spolehlivosti a v ¢asti b) pak zavislost rezidui na proménné 7. Porovanim obou obrazki je vidét, Ze
eliminace multikolinearity vede ke ziiZeni pasi spolehlivosti.
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Obr. 2 a) Regresni model urc¢eny metodou nejmensich ctverct spolu s 95% pasy spolehlivosti a b)

zavislost rezidui na proménné T.
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Obr. 3 a) Regresni model uréeny metodou racionalnich hodnosti spolu s 95% pasy spolehlivosti
a b) zavislost rezidui na proménné T.
O Zavér: Vyrazna multikolinearita, indikovana hodnotou kritéria VIF > 10, zptsobuje rist rozptyli odhadu, coz
se projevi i rozSifenim pasi spolehlivosti a dale i ve vysledgich testi vyznamnosti parametri. Eliminace
multikolinearity vede ke sniZeni pFesnosti proloZeni (poklesu R ), ale ke zlep3eni predikéni schopnosti modelu

(kritérium MEP), dale k poklesu rozptyli odhadii a ziZeni pasu spolehlivosti. d



Formulace lineirniho regresniho modelu

K| [ X X, X, || B g
B2 Xn Xp Xy ottt Xy yis
Vi Xg Xp vt Xyttt Xy || B 3
_ynj xnl xn2 e x’y_ e xnm
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y X
zavisle nezavisle proménna regresni
proménna parametry

Maticovy zapis y=X B+

Vy¢isleni odhada parametru lineiarniho regresniho modelu
metodou nejmensich &tvercu (MNC)
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hodnotv nezivisle oroménné X

Metoda projekénich matic

y  vektor proménné
2 §p vektor predikce
& vektor rezidui
Ao
Cilem: minimalni délka vektoru & = y - VA
n
délku vektoru vyjadiime D = /<@, é> = e’

i=1

Odhady modelovych parametri b minimalizuji ¢tverec
délky vektoru

n 2

D? = E[yi_ Exijbj
i1

i=1

= 2—1: ;- yP,i)z

Dusledek: vektor rezidui é je kolmy na viechny sloupce
matice X, a proto odpovidajic skaldrni souciny jsou
nulové

n
<x, &> = Exij & = 0, j=1 ., m
i1
amaticové XTé = 0

a dosazenim & =y-Xb bude
XTy = XTXb

Odhad b, minimalizujici vzdalenost D, mé tvar
b = (XTX)'XTy
projekéni matice H, pro kterou plati
Jp=Hy
a pomoci vektoru b \
$p=X b= E(XT)X“X y

Vlastnosti projek¢éni matice H:
1. Projekéni matice H = X (X" X)* X" promitne
libovolny vektor V do roviny L.

2. Pokud vektor V jiz lezi v roviné L, plati HV = V.

3. Pokud je v8ak vektor V kolmy na rovinu L, plati H
V = 0, kde 0 je nulovy vektor.

Vlastnosti projekéni matice P:
Projekéni matice P pro kolmou projekci do nadroviny
L*, kolmé na nadrovinu L, ma tvar

P =E-H
kde E je jednotkova matice.

A
2

A
as

Zavér: Rozklad vektoru y do dvou slozek

L

y = Hy+Py = §,+¢&
Geometricky: vektror y byl rozloZen na dva kolmé vektory

Piedpoklady metody nejmensich ¢tvercu

1. Parametry B mohou nabjvat libovolnjch hodnot. Omezeni
jsou pouze fyzikalniho smyslu.
2. Model je line4rni v parametrech B; plati pfitom additivni
model méfeniy = X B + €.
3. Matice X je nendhodnd, nastavitelnych hodnot nezavisle
proménnych. M4 hodnost m:
(2) Zadné dva sloupce x; a X, nejsou kolinedrni (¢ili
paralent).
(b) X"X je pak symetrickd reguldrni matice.
(c) Rovina L je m rozmérnd a vektory X b jsou

jednoznacné.

4. Nahodné chyby € maji nulovou stfedni hodnotu E(e;) = 0.
Je-li E(g;) = K, je nutno zavést absolutni ¢len a pak bude
E(g) = 0.

5. Nahodné chyby €; maji konstantni rozptyl, homoskedasticita,
E(e?) = o~

6. Nahodné chyby e, jsou vzdjemné nekorelované, cov(; . e}) =
E(e; . e}) = 0.

7. Néhodné chyby maji normélni rozdéleni € = N(0, ¢°).




REGRESNI DIAGNOSTIKA

Vysetiuje regresni triplet, coz predstavuje

@ Kuitiku dat (zkouma kvalitu dat pro navizeny model)
@ Kuitiku modelu (zkouma kvalitu modelu pro dana data)

@ Kritiku metody odhadu (provéfuje splnéni viech
predpokladii pozadovanych metodou MNC)

Kritika dat

VySetieni vlivnych bodii:

(1) Odlehlé body

(2) Extrémy

Metoda:

Grafy vlivnych bodi

Vybrané diagnostiky vlivnych bodi

Déleni viivnych bodii dle vyskytu:

1. vybocujici pozorovdni (outliers, 0): nay se lisi,

2. extrémy (high leverage points, E): 1iSi se na ose X

I -

+0

Statisticka analyza rezidui

1. Klasicka rezidua: ¢ =y -xb,

Nespravné ptedstavy o reziduich:
1. Rozdéleni rezidui je stejné jako rozd€leni chyb,
2. Vlastnosti rezidui jsou shodné s vlastnostmi chyb,
2. Cim je reziduum e, vét§i, tim je bod vlivneji,
a tim spiSe by se mél z dat vyloucit.

¢ =Py = PXB+g) = Pe = (E-He

Rozepsanim

n n
& = (1-Hyy, - ZHij Yi = 1 - Hys - ZHij §
j=1

j#i
slovy: kazdé ¢, je linedrni kombinaci vSech chyb &,

Rozdé€leni rezidui je zavislé:
1. Na rozdéleni chyb,
2. Na prvcich projekéni matice H,
3. Na velikosti vibéru n.

Vlastnosti klasickych rezidui:
1. Rozptyl rezidui

DE) = (1-H)e
ie_nekonstantni, i kdyz rozptyl chyb &* je konstantni.
2. Rezidua jsou korelovana: existuje pdrovy korelacni
koeficient r; mezi dvéma rezidui ¢, a ¢
- Hlj
(1-Hy(@a-Hy
i kdyZ chyby &, a g; jsou nezavislé.

rij

3. Rezidua neindikwji silné extrémni hodnoty.

4. Rezidua jsou normélnéjsi nez chyby:

(effekt supernormality)
5. U_maljch vybérii nemusi spravné indikovat model.

Statisticka analyza klasickych rezidui
g

1. Graficka analyza _
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2. Numericka analyza:

(a) Stredni hodnota rezidui E(€) = 0,

(b) Primérné reziduum [&| = %E &] = e,

(c) Smérodatnd odchylka stiedni hodnoty rezidui s(€) =e,
(d) Koeficient $ikmosti souboru rezidui g,(€) ~ 0,

() Koeficient Spicatosti souboru rezidui g,(€) ~ 3,

(f) Pearsoniiv - test dobré shody: Woexp V8- At

(g) Hamiltoniiv R-faktor relativni tésnosti: R =~ 0.5 %.




Indikace Vlivn"‘ch dat Software QC-EXPERT 3.1 (TriloByte)
A. Analyza rozlicnych druhi rezidui

Index Standardni Jackknife Predikované Diag(Hii) Diag(H*ii) Cookovavzdal.
1.0 0.358396 0.349548 12.039487 0225546 0.231072 0.052188

2.0 -1.065714 -1.069995  -32.439711  0.056782  0.116296 -0.032078

3.0 0.508826 0.498085 15.511562 0.059601  0.073127 0.016124

40 -0.18279 -0.177805  -5.926527 0.168641  0.170184  -0.018539

50 1.159883 1.171846  38.041795  0.187561  0.248283  0.133886

6.0 -3.174503 -4.650163  -96.457219  0.0534 0.583363 -0.089541

7.0 1.283018 1308118 39.164901 0.062101  0.147874 0.042476

8.0 0.046714 0.045401 1.552602 0.208837  0.208933 0.006165
9.0 0.614627 0.603678 19.505109 0.132217  0.150429 0.046823
10.0  -0.506712 -0.495985  -15.381984  0.051622  0.06515 -0.013791
11.0 -0.349541 -0.340852  -10.703492  0.067969  0.074296 -0.012745
120 -1.03349 -1.035566  -32.279234  0.104119  0.157279 -0.060056
13.0  0.470912 0.460489 14.284453 0.050191  0.061893 0.012442
140 095392 0.951404 29417222 0.081021  0.127479 0.042051

15.0  0.581705 0.570705 18.061898 0.093509  0.110551 0.030003
16.0  -0.575594 -0.564597  -17.475813  0.051926  0.069376 -0.015763
17.0 092739 0.923596 28.860813 0.097614  0.140731 0.05016

18.0 0.385478 0.376173 11.853575 0.07576 0.08339 0.015799
19.0  0.144322 0.140337 4.386234 0.053834  0.054928 0.004106
2(111'7 -0.394223 -0.384781  -12.407616  0.117749  0.125366 -0.026307

2. Normovana rezidua .&N

éNi = él/é

normélné rozdélené velidiny éy; ~ N(O,Vlv),. )
Diagnostika: pravidlo 3o, tj. rezidua vetsi nez * 36
indikuji vybocujici.

3. Standardizovana rezidua o

R 5

&, = —m—
¥ e T-H
Maji konstantni rozptyl. Maximalni hodnota &g je

ohrani¢ena velikosti /n - m. -
Diagnostika: k indikaci heteroskedasticity.

4. Jackknife reziduaﬁJ ("pIné studentizovana")
uZijeme misto ¢ odhadu smérodatné odchylky 4,

R R n-m-1 _
&y = & |—— = J/n - m cotg ©,
n'm-ési

maji Student. rozdéleni s (n - m - 1) stupni volnosti.
Diagnostika:  k identifikaci vybocujicich  bodi
(outliers).

5. Predikovana rezidua_ op

éi
1 - Hy
kde b jsou MNC odhady ze viech bodti kromé i-
tého.
Diagnostika: indikace vybocujicich hodnot (outliers).

Cp = yi_xib(i) =

VR . A ) o Software QC-EXPERT 3.1 (TriloByte)

6. RekurZIan reZIdua O.R ’ lTC‘lcl'l'nifel‘ezi(l Pl‘e((lill'i):'lllzlizi(l
Dopiedn4 rekurzivni rezidua jsou definovana vztahy : e e
. . 0.498085 15511562
& = 0, i=1.,m -0.177805 -5.926527
1.171846 38.041795

_ 4 5 -4.650163%outlier -96.457219*outlier
6 - Vi~ Xibyy i=m+Ll.n e 130818 39.164901
Ri 1 T . L 0.045401 1.552602
‘/1 + Xi(X i-1T X i—l)_ X; = 0.603678 19.505109
-0.495985 -15.381984
kde b._, jsou odhady ziskané z prvnich (i - 1) bodu. 0.340852 -10.703492
i-1 . -1.035566 -32.279234
0.460489 14.284453
Diagnostika: umozituji identifikovat autokorelaci (ili iR . g s
nestabilitu modelu, napf. v Case. 0564597 1775813
. 0.923596 28.860813
S 10376173 11.853575
b ohowow o ow 0140337 4.386234
-038478] 0407616

Obrazce v diagnostickych grafech =
| ACRYBHT HOVEL, daan &
Typ I: Graf rezidui €; proti indexu i. €l & ARSENCE ¥,

Typ II: Graf rezidui &; proti proménné x;.
Typ III: Graf rezidui &; proti predikci §,.

S’\’\LK:J‘NOST
MNC

o>
®>

HeTev.osmewganurA

HeA VYse

i,Xj,9 i,Xj,y

MOdEL

3 ARSENCE b,

NELINEARN(
TVAR

i,xj.9 i %)oY

(a) tvar mraku, (b) tvar vysece, (c) tvar pasu a (d) nelineérni
tvar




Grafy identifikace vlivnych bodi

1. Graf predikovanych rezidui (GPR),

osa x: &p, 0sa y: &; - AU.W'/
) axtvemy e 99
CH E ////
r
%@
E
P d ,o_mey
// ,
Oglunle e
°Pi

2. Williamsiv graf (WG),

osa x: prvky H, osa y: €5

i
-m-1F
to.ga™™

; o oAyl
e ———————— Jisac

Uy
&

E.
ALY

|
2m/n H“

3. Pregiboniv graf (I;G),

osa x: prvky Hj, osa y: Cy;

4. McCullohuv-Meeteruv graf (MMG)

osa x: In [H; (m(1 — H,))], osa v Iné’,

A |
2 O .
In [esl.] L outliery {
P« »(lez;;TEé—I)TJ(E'_ : _________
|
I
|
!
|
|'
In[H., /(m(1-H,.))]
MULTIKOLINEARITA
5. L-R graf (LR)
1.00 o _ - _
8% Xy Xy ot xlj v X, ﬂ1
Y2 Xop  Xop o Xyttt Xy, Ji
= +
y; xxl x12 xy xlm ﬂj ¢
yn xnl xn2 xnj xnm
C— C ~ b
y

29

0.50 H, 1.00

Vektory matice X musi byt skute¢né navzajem nezavislé (jejich parové R musi byt nulové nebo
statisticky nevyznamneé). Pokud tomu tak neni, dochazi k multikolinearité, ktera zpisobuje
pocetnii statistické problémy.

Test multikolinearity

Paradoxni situace: F-test je vjznamny a V§e<;hny t-testy jsoq
nevyznamné, protoZe je silna multikolinearita mezi sloupci
matice X, &ili existuje rovnob&znost vektorl x; a Xy, j # k,

sloupcti matice X.

Xe %o ¥y Ry XAg
v)&i Q‘A ?\A f."\-"\.4 9:«* c\)l4
(L% S M Qr."_'n"‘L “:.f L
MN (‘.m T\».. cm* 1& u; c».)hh
S —
% ORTOGOVALNT Peowinng  KOLNEARNT PRONENNE
HODNOST MAT\CE mw =3 K
—_—
de
VOuNEARNT

Multikolinearita

M. neznamena poruseni pfedpokladi MNC,
M. souvisi pouze s pozitivni definitnosti matice X" X,

Dle Ghlu ®, mohou nastat dva krajni piipady:
1. Ortogonalita, kdy je kosinus ©; nulovy, (cos ®; = 0),

x,
Xy cos@_k = _i-'_i =
¥ ) Ix 1 -l 1
&, s _
g‘bo *y
N 2

%, %
t. zn. Ze skalarni sou¢in (x;, x,) = 0, a tim thel ©;, mezi vektory
X; a X, je 90°
(Symbol |x;| = \/&x;, x ) znati délku vektoru x;).
Jsou-li v8echny sloupce matice X vzijemné ortogonalni, je X' X

diagonalni matice.




2. Kolinearita, kdy je kosinus @, roven 1, (cos @, = 1),
protoZe tihel ©;, mezi vektory x; a x, je nulovy (0, = 0).

T X =0 Xy

i,

> \J >

LYY X %
Pak jsou oba vektory x; a X, rovnobéZné (ili linedrn€ zavislé
¢, x;+c x, = 0 ac;,cjsounenulové kenstanty.

B Plati-li tato rovnice pro q dvojic sloupcti matice X, je jeji
hodnost rovna rozdilu (m - q) a matice X" X je singularni.

B Vazebné vztahy mohou platit i pro vice vektord, kdy je jeden
ze sloupcii x; linearni kombinaci nékolika ostatnich sloupci
(perfektni multikolinearita).

BE Pojmem multikolinearita se vSak oznaCuji i pfipady, kdy
nékteré sloupce matice X sviraji téméf nulovy thel a jsou

prakticky linearné zavislé ¥ c;x; = & , kde & je vektor,
j=1

jehoz slozky jsou blizké nule a vektor ¢ s prvky c; je

nenulovy. Plati, ze |c| > |0].

B M. zpisobuje $patnou podminénost matice X" X ¢ili
a) determinant matice X" X je ¢islo blizké nule,
b) néktera vlastni &isla matice X" X jsou blizka nule.

Multikolinearitu lze odstranit: .
a) Vhodnou volbou poloh experimentalnich bodd, ’kd.y
sloupce matice X budou vzdjemné ortogonélni, tj.
jejich skalarni souéin bude nulovy

<x, x> = Z;XIJ X, = 0 pro j#k
i=

b) Pouziti funkci ortogondlnich vzhledem k danym
polohdm experimentalnich bodi.

Statistické obtize:

1. Nestabilita odhadu je zplsobena citlivosti odhadii na malé
zmény v datech. Odhady mivaji Casto nespravné znaménko,
coz znemoZiiyje jejich vécnou (fyzikélni) interpretaci a jsou
co do absolutnich hodnot pfili§ veliké.

2. Velké rozptyly D(b,) jednotlivych odhadi zptisobuji, Ze
t-testy indikuji statistickou nevyznamnost ; .

3. Silnd korelovanost mezi prvky vektoru odhadii b zpisobuje,
ze odhady b; nelze interpretovat oddélené.

4. Koeficient determinace vysoky a regresni model miize dobie

popisovat experimentalni data.

MULTIKOLINEARITA
PriCiny?

@ Preurcenost regresniho modelu (,.zbyte¢né™ mnoho
nezavislych promeénnych),

@ Skutecné existujici zavislost mezi ,,nezavislymi*
proménnymi,

# Povaha modelu (napf. polynom),

& Nevhodné rozmisténi experimentalnich bodu,

(napf. mala variabilita hodnot nezavisle promenné).

Metoda racionalnich hodnosti

Matici R (symetrickd) vyjadiime:
@ pomoci vlastnich Cisel A, < A, < ... < A

m

® a odpovidajicich vlastnich vektord P;, j =1, ..., m,
ve tvaru

m
_ T
R > A PP,
j=1
a inverzni matici R vztahem

m
-1 _ -1 T
R! = j;xj P, P,

a vektor normovanych odhadii parametrii bude

by = Y0P P

j=o

a kovarianéni matice normovanych odhadii bude

m
Dby = oy Y4 P, PT

j=e

V piipadé MNC bude o = 1.

Plati disledek: pokud budou vlastni ¢isla A; mal, budou odhady
by, i jejich rozptyly neimérné vysoké.

Jsou-li vechny sloupce matice X vzdjemné ortogonalni,
matice X" X je diagonalni a odhad b lze vyjadiit

bj = - j=1,.,m
2
Y%
i-1
m-1 )
2T
a definujese F, = £ = T., kde
y N m-1 §

Ts je primérnd hodnota Ctvercl testacnich statistik sz,
definovanych pro pfipad B; = 0 a B, je absolutni ¢len.




Diagnostika:
1. Graficka analyza:
vynesenim vijz/(v ;T v y) proti Hy,

2

V<
i

T /™M
H @

H(j)ii
Diagnostika multikolinearity: M zna¢i multikolinearitu

vlivné body (multikolinearitu) odhalime

2. Numericka kritéria:

a) Determinant matice R, det®) = ﬁ A, , kde A; jsou vlastni
j=1
¢isla matice R. Je-li determinant det(R) pfili§ maly, tj. mensi

nez 107, jde o silnou multikolinearitu.

b) Cislo podminénosti K = ;:L"‘ , kde Ay, Apin jSOU maximalni

‘min

s

a minimaln{ vlastni ¢islo matice R. Je-li ¢islo podminénosti
K > 10% jde o silnou multikolinearitu.

c) VIF—faktor. (Variance Inflation Factor) je VIF, = R;, kde

1
R je j-ty diagonalni prvek matice R™. Plati vztah

VI, = 1 — . Je-li VIF; > 10, jde o silnou multikolinearitu.
1-R

%

VIF — variance inflation factor — diagonalni prvky inverzni
matice ke korelaéni matici nezavisle proménnych (diag(R'))

A B & D E F
XI X2 X3 X X5
X1 1 023 -0.15 007 0
X2 {023 1 008 025 034
X3 |-0.15 008 1 073 0.67
X4 {007 025 073 1 098
XS | 0 034 067 098 1

| VIF>10 = kriticki multikolinearita |

korela¢nimatice R

=INVERZE(B2..F6)

o lu |& w o | =

CtrI+Shift+Enter

9 XI X2 X3 X4 X5

0 X1 [225 -128 151 -102 9.44
it X2 [-1.28 |25 1 -0.88 9.05 -9.03
2 X3 [ 151 -0.88 3.38 -11.3 9.15

BOX4 [-102 9.05 -1L3 835
W X5 | 944 903 015 535 R

inverzni matice R'!

kriticky vysoké hodnoty VIF

ReSeni problémii II. a III.: uZitim racionalnich hodnosti
B zanedbaji se s¢itance (resp. jejich &asti) o malych
hodnotach vlastnich ¢&isel A;,

B kritériem pro vypusténi s¢itancti malych vlastnich &isel je
vztah

[

2
abs [ &=L | = p

>
A
i
kde
& P je zvolena presnost (obycejné 107°),
& Cislo w urCuje spodni mez, od které se norm. odhadi provadi
s¢itani.

Oznadme W = Ekj

= w
a E = A

£, E
ReSeni:

B pokud jeyW/E > Pltj. ® by mélo byt necelé), provadi se
sumace od (w - 1) a vlastni &islo A, se "vazi" faktorem

W - EP
A

()

H tim ie zajisténo, Ze lze spojité v zavislosti na riistu presnosti P
snizovat délku odhadi |by| a jejich rozptyly.

u =

® to je vSak doprovéazeno ristem vychyleni odhadii a poklesem
vicenasobného korelagniho koeficientu.

B vychyleni odhadi je zde zpiisobeno zanedbanim séitanci
v rovnicich normovanych odhad parametrd pfi o > 1.

E pro §Werec vychyleni h?(by)= [P - E(b)], ziskany metodou
raciondlnich hodnosti, plati

hé(bN) = ﬁNT EPJ PjT ﬁN
j=1

® optimalni velikost P: z pozadavku minima MEP v zavislosti na
P. Jinak pro MNC je standardné P = 102,

i N“."“—“"y

3

v

?r

Piiklad 6.9 Aproximace absorp¢niho spektra polynomem
Popiste zévislgst mol4rniho absorpéniho koeficientu £ na vinové délce A,

¢ = f(A) polynomem druhého stupné
E(/h) = B2+ B A%+ By

Data: n = 15;m = 3

& [dm® mol” 3 34 43 5 6 68 81 92 107 116
cm-l

A [n]m] 460 470 480 490 500 510 520 530 540 550
& [dm® mol™ cm™] 129 136 14.6 153 155
A [nm] 560 570 580 590 600
Regeni:

a) ProB; = 0: Fg = 696 > Foos(2, 12) = 3.885, je model jako celek
statisticky v§znamny.

b) toes(12) = 2.179 je vy$ nez T, a Ty, a oba parametry B,aPs
vychézeji' statisticky nevjznamné.

¢) M = 0.989 ukazuje na silnou multikolinearitu.

Rese,:; Prop, = 0:Fp = 696 > Fyes(2, 12) = 3.885, je model jako celek
statisticky vjznamny.

b) toms(12) = 2179 je vyi nez T, a Ty, a oba parametry B, a B;
vychézeji statisticky nevyznamné.

¢) M = 0.989 ukazuje na silnou multikolinearitu.

Tabulka 6.2 Odhady parametrii polynomu

T.
j Parametr Odhad b; S
o ’ /P®)
-43.93 19.38 -2.267
;, é 0.1018 0.0735 1.386
3 3 -2.505° 10 6.925°10° -0.0361

icky i a ysledkti Studentova
Zévér: U polynomickych regresnich quf:lu nelzec Z Vys ude v
t-testu usgzoz’/‘;t na v§znamnost jednotlivych &ent polynomu. Pfi¢inou je
silnd multikolinearita.
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Model uréeny RH

Zdvér: Eliminace multikolinearity vede:

. ke sniZeni pfesnosti prolozeni (poklesu R?),

. ke zlepSeni predikéni schopnosti modelu (kritérium MEP),
. k poklesu rozptyli odhadii,

k zazeni pasu spolehlivosti.

—

AL

s68. 8

b
y y Rt
300. 00 300. 00
100. 20 100. 00
S g x 8 ] 8 x &
o -] 8 = s s
Zavér:

1. RH poskytne odhady parametrt, které zajistuji prabéh modelu odpovidajici
trendiim dat a nemé nadbyte¢né extrémy ¢&i inflexy.

2. Pii pouziti klasické MNC by tuloha byla Fesitelna pouze pfi zavedeni
omezeni na regresni parametry.

Kritika modelu

Vysetieni vyznamnosti parametra

Metoda:

Parcialni regresni grafy
Parcialni rezidualni grafy

Studentiiv ¢-test vjznamnosti parametru

KRITERIA HLEDANI A ROZLISENI
NEJLEPSTHO REGRESNIHO MODELU

Stiredni kvadraticka chyba predikce (MEP)
J e.2 e’ Stveree rezidui modelu

MEP = 72 1 H. -ty diagonalni prvek

ni- (1 — Hii )2 brojekéni matice H

Akaikovo informacni kritérium (AIC)

m pocet parametri

AIC:n-ln[RSC
n

j + 2m RSC  rezidualni soudet ¢tvercu

I Pravidlo: Cim je AIC (nebo MEP) mensi, tim je model vhodné&;jsi. I

OBECNY
POSTUP VYSTAVBY
REGRESNIHO
MODELU

55

1. Kvalita nalezenych odhadi parametru

a) Podle intervalu spolehlivosti (¢im mensi interval
spolehlivosti, tim 1épe)

ﬁj:bji\/Cmm-m-sz-F

l-a;m;n-m

b) Podle rozptyli parametru, kde pro kvalitni odhad musi

platit 2-. /D)) < \bj‘

2. Kvalita dosaZené tésnosti proloZeni
a) Podle rezidualniho rozptylu s(y).
b) Podle regresniho rabatu D (= koeficient determinace
v %: ¢im vice se blizi 100 %, tim lepsi je prolozeni).

3. Vhodnost navrZzeného modelu
Akaikovo informacni kritérium AJC (¢im je mensi nebo
zaporngjsi, tim vhodngjsi je navrzeny model).

(3) ODHADY PARAMETRU A TESTY VYZNAMNOSTL:
Parametr  Odhad  Smérodatnd Test HO: Bfj] = 0 vs. HA: B[j] <> 0
odchylka  t-kriterium hypoteza HOje  Hlad. vjz.
B[0]  -7.2666E-02 13791E-01 -5.2692E-01 Akceptovina ~ (.608
B1] -68505E-01 19165E-01 -35746E+00 Zamitnuta ~ 0.004
B[2] 8961901 16072E-01 5.5761E+00 Zamitnuta ~ 0.000
B[3] 83769E-01 13322E-01 6.2879E+00 Zamitnuta .00

(4) STATISTICKE CHARAKTERISTIKY REGRESE:

Vicenasobny korelacni koeficient, R : 9.9858E-01
Koeficient determinace, R "2 : 9.9716E-01
Predikovany korelacni koeficient, Rp”™2 + 9.952TE-01
Stiedni kvadratickd chyba predikce, MEP : 21014E-01

Akaikeho informacni kritérium, AIC -3.6180E+01




4. Predikéni schopnost modelu
Sti‘edni kvadraticka chyba predikce MEP (¢im je MEP
mensi, tim je predikéni schopnost navizeného modelu lepsi).
5. Kvalita experimentilnich dat

a) Na zaklade analyzy rozlicnych druht rezidui.

b) Na zaklad¢ analyzy vlivnych bodt (Jackknife rezidua,
standardizovana r., normovana r., predikovana r.. rekurzivni
1., Cookova vzdalenost, diagonalni prvky projekéni matice a

(5) ANALYZA KLASICKYCH REZIDUI:

Bod Metena  Predikovana Smérodatna Klasické Relativni
hodnota hodnota odchylka  reziduum  reziduum
yexpli] yvyp[i] s(ywypli])  efi] erfi]
1.6000E+00 1.5006E+00 1.0203E-01 9.9415E-02 6.2135E+00
1.6000E+00 1.4227E+00 1.0587E-01 1.7733E-01 1.1083E+01
2.1000E+00 2.1029E+00 1.1045E-01 -2.9205E-03 -1.3907E-01
2.1000E+00 2.1925E+00 1.0412E-01 -9.2540E-02 -4.4067E+00
8.1000E+00 8.1354E+00 2.0871E-01 -3.5421E-02 -4.3729E-01
7.9000E+00 7.9410E+00 1.3352E-01 -4.1016E-02 -5.1919E-01
8.4000E+00 8.6869E+00 1.6249E-01 -2.8690E-01 -3.4155E+00
1.0300E+01 9.9377E+00 1.7913E-01 3.6232E-01 3.5176E+00
9.6000E+00 9.9805E+00 1.3555E-01 -3.8050E-01 -3.9636E+00
10 1.0800E+01 1.0621E+01 1.3061E-01 1.7918E-01 1.6591E+00
11 1.3100E+01 1.3581E+01 2.2832E-01 -4.8080E-01 -3.6703E+00
12 1.5100E+01 1.4565E+01 1.8609E-01 5.3530E-01 3.5450E+00
13 1.3000E+00 1.2908E+00 1.0514E-01 9.1821E-03 7.0632E-01
14 1.2000E+00 1.3441E+00 1.1635E-01 -1.4406E-01 -1.2005E+01
15 1.5000E+00 1.5597E+00 1.1723E-01 -5.9675E-02 -3.9784E+00
16 1.5000E+00 1.3389E+00 1.0987E-01 1.6110E-01 1.0740E+01

V00NN AW =

N . . Rezidualni soucet &tverci, RSC: 1.0114E+00
vérohodnostni vzdalenosti). Priimér absolutnich hodnot rezidui, Me: 1.9048E-01
Priimér relativnich rezidui, Mer: 4.3750E+00
Odhad rezidudlniho rozptylu, s~ 2(e): 8.4282E-02
Odhad smérodatné odchylky rezidui, s(e): 2.9031E-01
Odhad Sikmosti rezidui, gl(e): 9.2356E-02
©dhad 3picatosti rezidui, g2(e): 2.8755E+00
Kritik i
itika metody REGRESNI DIAGNOSTIKA

Ovéreni piredpoklada
metody nejmensich ¢tverci

Metoda:

VySetfeni heteroskedasticity
VySetieni autokorelace
VySetieni multikolinearity
VySetfeni normality nidhodnych chyb
VySetfeni omezeni parametri

VySetieni trendi rezidui

L |

testy vybranych predpokladu klasické MNC
Multikolinearita: VIF diagnostika indikuje

Heteroskedasticita: testy heteroskedasticity (napi. Cook-Weisberg)
Autokorelace rezidui: test vyznamnosti autokorelaéniho koeficientu

Normalita rezidui: testy normality

HOMOSKEDASTICITA vs. ETEROSKEDASTICITA
Grafické vysvétleni principu

Homoskedasticita znamena, Ze hodnoty zavisle proménné y maji
pro vSechny hodnoty nezavisle proménné x

konstantni rozptyl (variabilitu, proménlivost).

zavisle proménna

zivisle proménni

sysokivariabilita hodnot y
pro oduotux?

xl

)
nezivisle pramémm nezavisle proménna

Homoskedasticita Heteroskedasticita

Cookuv - Weisberguv test homoskedasticity

Vychazime z ptedpokladu. ze rozptyl nameéfené hodnoty y;, je
urcitou funkei proménné x; B (napi. exponencialni funkei).

2
Sy -y el
i=1

Sf -
o 2
4 ' —t
2:6" Y (vyi -y
i=1
Test: Pokud v datech neni

heteroskedasticita potom plati,
ze Sp< x*(1).

2. Autokorelace
Data ¢asovych fad maji chyby e; vzajemné korelované.

Nejcast€jsi je piipad autokorelace prvniho fédu

& 7 P&ty
kde u; ~ N(0, 7).
a) Pro p; = 1 piipad kumulativnich chyb, ktery se
v chemii vyskytuje Casto.
b) Pro p, < 1 jde o autokorela¢ni koeficient 1. ¥4du.

Test:
1. Graficka indikace autokorelace:
&

we,

€;-4

2. Walddv test pro p;: Hy: p, = Ovs. H,: p; %0

Pl
—— < x"(1), Hy je ptijata.
L - p;

Je-li Waldovo kritérium W, =
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