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Učení neuronových sítí se schopností
generalizace

Věra Kůrková
Ústav informatiky, Akademie věd České republiky

Pod Vodárenskou věží 2, 182 07, Praha 8
vera@cs.cas.cz

1 Úvod

Metaforicky můžeme strojům říkat umělé svaly, protože nahrazují a rozšiřují schop-
nosti našich svalů. Podobně dalekoledy, mikroskopy, rentgeny, tomografy a mnohé
další měřící přístroje můžeme považovat za umělé smysly mnohonásobně zvyšující
schopnosti našich přirozených smyslů. Často ale naměřené údaje, které nám tyto
umělé smysly poskytují nebývají pro nás srozumitelné. Obklopeni množstvím dat,
kterým nerozumíme, jsme jako král Midas, který si teprve poté, co se splnilo jeho
pošetilé přání, aby se vše, čeho se dotkne, proměnilo ve zlato, uvědomil, že se zlata
nenají. K umělým svalům a smyslům potřebujeme ještě umělé neurony, které dove-
dou naměřená data překládat do nám srozumitelných tvarů. Podobně jako k vynále-
zům jednoduchých strojů vedlo porozumění zákonům působení síly (byly známy již
Archimedovi ve 3. století př. n. l. [26]) a k vynálezům optických přístrojů v 17. století
vedlo rozvinutí optiky, pro rozvoj umělých neuronů je třeba porozumění principům
analýzy dat.

Jak ale zdůrazňoval Popper [25], z pouhých empirických dat nelze odvodit žádné
tvary, pokud o těchto tvarech nemáme předem nějaké hypotézy. I naše vizuální vní-
mání se řídí hypotézou, že se díváme na pravidelné tvary. Například na obr. 1 spat-
řujeme hvězdu, ačkoliv by se zobrazený nesouvislý tvar dal doplnit mnoha jinými
méně pravidelnými tvary. Mnohé úlohy v testech IQ požadující doplnění číselných
nebo grafických tvarů jsou rovněž založeny na předpokladu, že hledané tvary vy-
hovují určité hypotéze, kterou lze nahlédnout na základě několika příkladů. Také
v historii vědy nalezneme příklady hledání tvarů, které nejlépe odpovídají namě-
řeným datům, mezi předem danými tvary vyhovujícími určité hypotéze. Například
Kepler předpokládal, že se planety pohybují po nejdokonalejších křivkách, které vy-
hovují výsledkům měření Tycho Brahe. Když zjistil, že Tychova data neodpovídají
kružnicím, zkusil elipsy a tak objevil zákony pohybu planet.

Také Gauss a Legendre na počátku 19. století hledali křivky odpovídající ast-
ronomickým datům, tentokrát datům získaným při pozorování komet. Pro nalezení
parametrů vhodné křivky použili metodu nejmenších čtverců, která hledá funkci s
minimálním součtem čtverců chyb na daných empirických datech. Legendre napsal
v r. 1805 v Nouvelle méthodes pour la determination des orbit des cometes “myslím,
že ze všech principů, které mohou být navrženy, není žádný více obecný, přesný a
snadněji aplikovatelný než ten, který spočívá v minimalizaci součtu čtverců chyb”.



Obrázek 1

Gauss navíc ukázal, že metoda nejmenších čtverců má výhodné statistické vlastnosti
a tak se tato metoda stala základem klasických statistických metod zpracování dat
[5].

Statistické metody jsou založeny na hypotéze, že data lze modelovat pomocí
funkcí, které závisejí na parametrech lineárně. Předpoklad, že empirická data odpo-
vídají nějaké lineární závislosti je ale značně omezující. Zejména není vhodný pro
vysoce dimenzionální data. Z teorie lineární aproximace je totiž známo, že dimenze
lineárního prostoru potřebná pro to, aby se zajistila aproximace hladkých funkcí d
proměnných s přesností ε, je O (

(1
ε
)d

)
[22]. Složitost lineárních modelů potřebná pro

zajištění dostatečně přesné aproximace roste tedy exponencionálně s dimenzí dat d.
V ranném období kybernetiky ve 40. letech 20. století se objevily úvahy o umělých

neuronových sítích, které vedly v 90. letech k vytvoření konekcionistických výpočet-
ních systémů schopných klasifikace a rozpoznávání tvarů. Na rozdíl od klasické umělé
inteligence, která modelovala kognitívní úlohy jako manipulace se symboly založené
na pravidlech, konekcionistické systémy nahrazují namáhavé hledání pravidel učením
na základě příkladů. Tyto systémy byly inspirovány zjednodušenými představami o
mozku tvořeném sítěmi vzájemně propojených neuronů s měnícími se propustnostmi
jednotlivých propojení. Formálně je lze popsat jako transformace vstupních kódů na
výstupní kódy (např. systém NETtalk, který “čte nahlas” anglický text, transformuje
grafický kód na fonetický, zatímco systém, který prověřuje žádosti o úvěr, transfor-
muje kódovanou informaci o žadateli na kód vyjadřující rizikovost úvěru). Flexibilita
konekcionistických systémů je dána tím, že obsahují mnoho proměnných parametrů
(kterým se někdy říká váhy), jejichž nastavení určuje transformaci vstupních dat na
výstupní data (funkci vstup-výstup), kterou systém provádí.

Umělé neuronové sítě značně rozšířily možnosti zpracování empirických dat. Vy-
užívají totiž mnohem bohatší množiny hypotetických funkcí, mezi nimiž lze najít
funkce lépe odpovídající datům než v lineárních modelech. Původně byly výpočetní
jednotky, z nichž jsou sítě sestaveny, inspirovány biologicky, později se začaly uží-
vat další typy výpočetních jednotek s vhodnými matematickými vlastnostmi pro
aproximaci funkcí mnoha proměnných.

Neuronové sítě také přinesly do datové analýzy novou terminologii - hledání
parametrů křivek odpovídajících naměřeným datům se začalo říkat učení na základě
příkladů, vzorkům dat trénovací množiny a schopnosti správně zpracovat i data,
která nebyla použita pro učení, generalizace.

V tomto článku ukazujeme, že pro matematické modelování generalizace lze vy-
užít pojmy, které byly vyvinuty pro řešení fyzikálních problémů. Schopnost gene-



ralizace při učení na základě příkladů totiž hraje podobnou roli jako stabilita při
hledáni řešení tzv. inverzních úloh. Využití matematických výsledků z teorie inverz-
ních úloh vede k modelům neuronových sítí s jinými typy jednotek než jsou původní
biologicky motivované perceptrony. Tyto sítě obsahují tzv. jádrové jednotky. Jádra,
která byla studována v matematice po několik staletí v souvislosti s řešením integrál-
ních rovnic, mohou transformovat geometrii vstupních dat tak, aby se data určená
ke klasifikaci dala lépe separovat. Kromě toho poskytují matematický popis mnoha
typů oscilací a tak umožňují vyloučení nežádoucích řešení. Na základě výsledků te-
orie inverzních úloh aplikovaných na prostory funkcí definované pomocí jader lze
navrhnout algoritmy učení založené na řešení soustav lineárních rovnic.

2 Učení neuronových sítí

Většina algoritmů učení neuronových sítí se snaží nastavit parametry sítě tak, aby síť
počítala takovou funkci zobrazující vstupní data na výstupní (říká se jí funkce vstup-
výstup), která správně transformuje data z trénovací množiny. Pro běžné modely
neuronových sítí je ale takových funkcí velké množství. Je třeba mezi nimi vybrat
funkci, která správně zobrazuje i data, která nebyla použita při učení sítě. O síti s
parametry určujícími takovou funkci se říká, že má schopnost generalizace.

Počátkem 20. století se stal pojem generalizace předmětem filozofického zkou-
mání. Husserl zavedl pojem eidetické generalizace jako procesu představování si
možných případů místo pozorování skutečných. Vlastnosti ideálních entit nazýval
eidos a možné změny entit, které nevedou ke ztrátě eidos, nazýval eidetické variace.
Eidos lze získat nalézáním podstatných vlastností individuí daného typu. Husserl
ale varoval, že takové nalézání zůstává vždy neúplné [28].

Podobně i neuronové sítě se učí rozpoznávat data daného typu na základě pří-
kladů. Algoritmy učení mění parametry sítě tak, aby se snížila hodnota funkcio-
nálu empirické chyby určeného trénovací množinou [32]. Trénovací množina dvo-
jic dat vstup-výstup je v nejjednodušším případě matematicky popsána vektorem
z = {(ui, vi) ∈ Rd×R | i = 1, . . . , m}, kde (ui, vi) jsou příklady dvojic vstup-výstup,
m je velikost vzorku dat, R značí množinu reálných čísel a d je dimenze vstupních
vektorů sítě. Funkcionál empirické chyby Ez určený touto trénovací množinou počítá
průměr součtu čtverců chyb, tj. pro funkci f nabývá hodnoty

Ez(f) =
1
m

m∑
i=1

(f(ui)− vi)
2.

Pokud je cílem učení nalezení funkce vstup-výstup f , pro niž je hodnota chy-
bového funkcionálu Ez(f) dostatečně malá, neuronová síť správně zobrazuje data z
trénovací množiny, ale není zaručena její schopnost dobře zpracovávat i data, která
nebyla použita při učení. Jak zdůrazňoval Popper, z pouhých empirických dat bez
předem daných hypotéz nelze odvodit žádné tvary. Jediná informace, kterou v sobě
obsahuje funkcionál empirické chyby je informace o vzorku správně zpracovaných
dvojic dat z = {(ui, vi) | i = 1, . . . , m}. Hypotéza o hledané funkci je však automa-
ticky obsažena ve volbě množiny funkcí vstup-výstup, v níž algoritmus hledá funkci,
pro niž je hodnota funkcionálu Ez malá (obr.2). Tato množina je určena volbou
typu neuronové sítě a mezí velikosti jejích parametrů. Pro mnohé typy sítí jsou však
tyto množiny příliš velké a nepředstavují žádné významné omezení na typ hledané
funkce.



Obrázek 2

Poggio a Girosi [23] počátkem 90. let 20. století nahradili minimalizaci funkcio-
nálu empirické chyby Ez minimalizací funkcionálu Ez + γΨ definovaného

Ez(f) + γΨ(f) =
1
m

m∑
i=1

(f(ui)− vi)
2 + γΨ(f),

kde Ψ je funkcionál nazývaný stabilizátor penalizující nežádoucí řešení. Girosi a
Poggio použili jako stabilizátor vysokofrekvenční filtr

Ψ(f) =
1

(2π)d/2

∫

Rd

f̃(ω)2

k̃(ω)
dω, (1)

s funkcí k, která má pozitivní Fourierovou transformaci.
Při minimalizaci funkcionálu Ez +γΨ se hledá funkce, která nejen že dobře apro-

ximuje vzorek dat z = {(ui, vi) ∈ Rd×R, | i = 1, . . . , m}, ale také má pokud možno
co nejmenší oscilace vyšších frekvencí. Volba stabilizátoru tedy vyjadřuje hypotézu o
tvaru řešení, která hraje roli konceptuálních dat, která je třeba přidat k empirickým
datům z, abychom mohli zajistit schopnost generalizace při učení.

3 Inverzní úlohy

Úloha nalézt funkci aproximující empirická data patří do širší třídy tzv. inverzních
problémů, které se zabývají hledáním neznámých příčin (např. sil, tvarů funkcí či dis-
tribucí) známých následků (naměřených dat). Řešení inverzních problémů je základ-
ním úkolem mnoha oblastí aplikovaného výzkumu jako např. lékařská diagnostika
(tomografie), seismologie a meteorologie. Závislost následků na příčinách je zpravi-
dla popsána ve tvaru operátoru, v nejjednodušším případě lineárního, přiřazujícího
příčinám (nazývaným řešení) následky (nazývané data).

Inverzní problém určený operátorem A : (X, ‖.‖X) → (Y, ‖.‖Y ) mezi Banacho-
vými prostory je úloha pro dané g ∈ Y najít f ∈ X takové, že

A(f) = g.

Prvky X se nazývají řešení a prvky Y data. Je-li Y konečně dimenzionální, inverzní
problém se nazývá problém s diskrétními daty.

Hadamard v r. 1902 ukázal, že některé klasické fyzikální problémy mají pro
všechna data z daného prostoru jediné řešení závisející spojitě na datech. Takové
problémy nazval korektní (angl. well-posed). Domníval se, že problémy, které jsou
nekorektní (tj. problémy, které nemají pro všechna data řešení nebo řešení není jed-
noznačné a nebo nezávisí spojitě na datech), nemají fyzikální smysl. Avšak fyzika,
kterou se zabýval Hadamard, byla fyzika 19. století směřující k Laplaceovu ideálu
jednoznačného, stabilního a deterministického popisu světa. V 19. století byly neko-
rektní problémy považovány za anomálie podobně jako spojité funkce bez derivace,



Peanova křivka, Cantorovo diskontinuum a ďábelské schodiště, které vedly ve druhé
polovině 20. století k vytvoření fraktální geometrie.

Vývoj od anomálie k centru zájmu aplikované matematiky proběhl také v ob-
lasti inverzních úloh. Jedna z nejúspěšnějších aplikací řešení nekorektní úlohy je
počítačová tomografie založená na výpočtu inverzní Radonovy transformace. Za její
vynález byla v r. 1979 udělena Nobelova cena za medicínu [8]. Počítačový obraz ploš-
ného řezu části těla je řešením inverzní úlohy s daty získanými rentgenováním podél
velkého počtu přímek ze zobrazované plochy. Matematicky se jedná o rekonstrukci
funkce definované na ploše z integrálů podél přímek ležících v této ploše.

Metodologie řešení nekorektních úloh je založená na Mooreově-Penroseově pseu-
doinverzi a různých typech regularizace. Pro konečně dimenzionální problémy, které
nemají pro všechna data řešení, navrhl v r. 1920 Moore [18] metodu zobecněné in-
verze založenou na hledání tzv. pseudořešení. Jeho práce publikovaná pouze jako
abstrakt zůstala nedoceněna a metoda pseudoinverze nebyla dále rozvíjena ani vyu-
žívána až do jejího znovuobjevení Penrosem v r. 1955 [21]. I když řešení neexistuje,
lze hledat alespoň jeho nejlepší aproximaci nazývanou pseudořešení f o splňující rov-
nici

‖A(f o)− g‖Y = min
f∈X

‖A(f)− g‖Y

a v případě, že je těchto pseudořešení více, hledat mezi nimi normální pseudoře-
šení f+, které má nejmenší normu. Pokud pro všechna g ∈ Y existuje normální
pseudořešení f+, pak může být definován pseudoinverzní operátor A+ : Y → X jako

A+(g) = f+.

Pro X a Y konečně dimenzionální, kdy lze lineární operátor A popsat maticí, pseu-
doinverzní operátor odpovídá Moore-Penroseově pseudoinverzi matice. Teorie pseu-
doinverze byla rozšířena na lineární operátory mezi Hilbertovými prostory [11].

Vzhledem k tomu, že empirická data podléhají nepřesnostem měření, podstatnou
vlastností operátoru popisujícího inverzní problém je stabilita vzhledem k šumu.
Pokud vede malý rozdíl v datech způsobený chybou měření k velké změně řešení,
je takové řešení nestabilní. Je-li A spojitý, pak podle Banachovy věty [9, p.141] je
A−1 také spojitý. Ale ani spojitá závislost řešení na datech nezaručí vždy stabilitu
vzhledem k šumu. Jako míra stability řešení inverzního problému se používá tzv.
číslo podmíněnosti definované pro korektní problém jako cond(A) = ‖A‖ ‖A−1‖ a
pro nekorektní jako cond(A) = ‖A‖ ‖A+‖. Dá se snadno ukázat, že je-li A(f) = g a
A(f ′) = g′, potom ‖f−f ′‖X

‖f‖X
≤ cond(A)‖g−g′‖Y

‖g‖Y
. Relativní odchylka řešení je tedy menší

nebo rovna součinu čísla podmíněnosti a relativní odchylky dat. Číslo podmíněnosti
je vždy větší nebo rovno 1. Pokud je malé, problém se nazývá dobře podmíněný,
pokud je velké, hovoří se o špatně podmíněném problému.

Metoda regularizace vyvinutá v 60. letech 20. století je založena na myšlence, že
se lze zbavit nejednoznačnosti a zlepšit stabilitu řešení, pokud kromě empirických
dat vezmeme také v úvahu konceptuální data popisující nějakou globální vlastnost
hledané funkce. To znamená že omezíme prostor, kde hledáme řešení vyhovující
naměřeným datům, pouze na řešení, která mají fyzikální smysl, tj. splňují nějakou
předem danou podmínku (jako např. omezený výskyt oscilací vyšších frekvencí) nebo
penalizujeme nežádoucí řešení. Metodu objevilo na sobě nezávisle několik autorů,
jednotný rámec jí dal Tikhonov [29]. Tikhonovova regularizace nahrazuje problém
minimalizace funkcionálu ‖A(.)− g‖2

Y na prostoru X hledáním funkce fγ splňující



‖A(fγ)− g‖2
Y + γ‖fγ‖2

X = min
f∈X

‖A(f)− g‖2
Y + γ‖f‖2

X .

Regularizace tedy penalizuje řešení s velkou normou ‖.‖X . Tato norma může mo-
delovat nějakou vlastnost řešení jako například hladkost funkce, její lokalizaci nebo
výskyt určitého typu oscilací. Pomocí regularizačního parametru γ lze měnit míru
této penalizace.

4 Učení jako inverzní úloha

Minimalizaci funkcionálu empirické chyby lze vyjádřit jako inverzní úlohu popsanou
evaluačním operátorem Lu : X → Rm definovaným

Lu(f) =

(
f(u1)√

m
, . . . ,

f(um)√
m

)
.

Protože funkcionál empirické chyby Ez lze vyjádřit jako

Ez =

∥∥∥∥Lu − v√
m

∥∥∥∥
2

2

,

kde ‖.‖2 značí l2-normu na Rm, problém minimalizace Ez na X je ekvivalentní úloze
najít pseudořešení inverzního problému daného operátorem Lu pro data v√

m
.

Zobecnění Moore-Penroseovy teorie [4, pp. 56-60], [11, pp. 37-46] dobře popisuje
vlastnosti řešení a jeho stability v případě, že operátor je spojitý a má uzavřený
obraz. Protože obraz operátoru Lu je konečně dimenzionální, je uzavřený. Ale na
rozdíl od mnoha inverzních problémů motivovaných fyzikálními ději operátor Lu

není spojitý vzhledem k L2-normě (dá se ukázat, že není omezený [15]). Nemůžeme
tedy odvodit výsledky pro minimalizaci na celém prostoru všech L2-funkcí.

Pokud vyloučíme funkce, které mají příliš mnoho vysokofrekvenčních oscilací,
přidáme tak k empirickým datům také data konceptuální ve formě podmínky ome-
zující určitý typ oscilací. Formálně lze globální vlastnosti takových řešení modelovat
tak, že za obor hodnot operátoru Lu zvolíme Hilbertův prostor obsahující jen funkce
splňující určitá omezení na vhodný typ oscilací. Prostory tohoto typu se nazývají Hil-
bertovy prostory s reprodukčním jádrem (anglicky reproducing kernel Hilbert spaces
a proto se označují akronymem RKHS). Kromě toho, že se RKHS velice dobře hodí
pro modelování konceptuálních vlastností vhodných pro matematickou formalizaci
schopnosti generalizace, jsou na nich operátory Lu spojité [2].

RKHS jsou jednoznačně určeny jádry, tj. symetrickými pozitivně semidefinitními
funkcemi K : Ω × Ω → R, kde Ω je libovolná neprázdná množina. Výklad teorie
těchto prostorů přesahuje rámec této práce, jsou podrobně popsány v knihách [3],
[31], stručnější přehledy jejich vlastností lze nalézt např. v [7]. Pro ilustraci, jakou roli
hrají normy na těchto prostorech, uvedeme jen následující příklad: Je-li K konvoluční
jádro, tj. K lze vyjádřit jako K(x, y) = k(x − y) kde k : R → R, a jestliže k má
pozitivní Fourierovu transformaci, potom norma na RKHS určeném K označovaná
‖.‖K má tvar

‖f‖2
K =

1
(2 π)d/2

∫

Rd

f̃(ω)
2

k̃(ω)
dω.



To znamená, že pro konvoluční jádra s pozitivní Fourierovou transformací tvoří
normy na RKHS vysokofrekvenční filtry. Paradigmatický příklad jádra je konvo-
luční jádro definované pomocí Gaussovy funkce exp(−b‖x‖2), jejíž Fourierova trans-
formace je (2b)−d/2 exp(−‖x‖2/4b).

S využitím teorie pseudoinverze aplikované na operátory Lu na RKHS prostorech
se dají elegantně odvodit vlastnosti řešení úlohy minimalizace funkcionálu empirické
chyby Ez na RKHS. Pro jednoduchost popíšeme jen případ, kdy jádro splňuje silnější
podmínku pozitivní definitnosti místo semidefinosti [3]. Pro tato jádra je řešení tvaru

f+(x) =
m∑

i=1

ciK(ui, x),

kde vektor koeficientů c = (c1, . . . , cm) splňuje c = K[u]+v (K[u] je Gramova ma-
tice jádra K vzhledem k vektoru vstupních dat u = (u1, . . . , um) definovaná jako
K[u]i,j = K(ui, uj), i, j = 1, . . . , m) [13]. To znamená, že řešení se dá spočítat po-
mocí Moore-Penrosovy pseudoinverze matice K[u] aplikované na vektor výstupních
dat v = (v1, . . . , vm). Toto řešení interpoluje data (minimum Ez je rovno nule) a jeho
stabilita vzhledem k malé změně vektoru v závisí na čísle podmíněnosti matice K[u].

5 Generalizace modelovaná pomocí regularizace

Globální podmínka modelující schopnost generalizace může být ještě zesílena tím,
že nejen hledáme řešení pouze mezi funkcemi s konečnou K-normou, ale navíc pena-
lizujeme řešení, která mají tuto normu velkou. V případě problému učení na základě
empirických dat minimalizace hodnoty

Ez(f) + γ‖f‖2
K = ‖Lu(f)− v√

m
‖2

2 + γ‖f‖2
K

modeluje úlohu hledání funkce, která nemá příliš velké oscilace typu daného volbou
jádra K a současně dobře aproximuje vzorek dat z. Dá se ukázat, že tato úloha má
jediné řešení tvaru

fγ(x) =
m∑

i=1

cγ
i K(ui, x),

kde cγ = (K[u] + γmI)−1v a I značí identickou matici [7], [24], [13].
V regularizovaném i neregularizovaném případě je tedy ideálním řešením úlohy

učení neuronová síť, která má stejný počet výpočetních jednotek m ve skryté vrstvě
jako je velikost trénovací množiny a tyto jednotky počítají jádrové funkce K(ui, .) s
parametry ui danými vstupními daty (v případě radiálních sítí se těmto parametrům
říká centroidy). Tato dvě řešení se liší pouze koeficienty lineární kombinace výpočet-
ních jednotek, které odpovídají výstupním vahám sítě. V neregularizovaném případě
platí c = K[u]+v, vektor výstupních vah c je tedy roven Moore-Penrose pseudoin-
verzi Gramovy matice jádra K vzhledem k vektoru vstupních dat u aplikované na
vektor výstupních dat v. V regularizovaném případě platí cγ = (K[u] + γmI)−1v,
vektor výstupních vah cγ je tedy roven inverzi matice K[u] + γmI aplikované na
vektor v.

Vzhledem k tomu, že obě matice jsou pozitivně definitní, lze vyjádřit jejich čísla
podmíněnosti pomocí vlastních hodnot a na základě tohoto vyjádření odvodit vztah

cond(K[u] + γmI) = 1 +
(cond(K[u])− 1)λmin

λmin + γm
,



kde λmin značí nejmenší vlastní hodnotu matice K[u]. Zvyšováním regularizačního
parametru γ se tedy zlepšuje stabilita řešení. Tato výhoda regularizace je však ome-
zená nutností zachovat dobrou aproximaci empirických dat, která se zhoršuje se
zvyšováním penalizace za oscilující řešení.

Pokud nejsou čísla podmíněnosti matic K[u] nebo K[u] + γmI příliš velká, lze
využít charakterizace řešení problému učení odvozené pomocí aplikace teorie pseu-
doinverzních operátorů pro návrh algoritmů učení [24]. Pro mnohá jádra a vzorky
dat mají ale Gramovy matice velká čísla podmíněnosti [19]. V takovém případě ve-
dou tyto algoritny k řešením, která jsou nestabilní vzhledem k šumu. Na rozdíl od
těchto algoritmů založených na řešení soustav lineárních rovnic, algoritmy využíva-
jící zpětné šíření chyb nebo evoluční principy hledají suboptimální řešení dosaži-
telná sítěmi s počtem prvků n mnohem menším než je velikost trénovací množiny
m. V některých případech tato suboptimální řešeni dobře aproximují optimální výše
popsaná optimální řešení. Odhady rychlosti jejich konvergence s rostoucím počtem
prvků byly odvozeny v [16, 17] a na základě metod nelineární aproximace popsaných
v [12].

6 Jádrové metody

Koncem 90. let Girosi [10] zjistil, že stabilizátor (1) je speciáním příkladem čtverce
normy na tzv. Hilbertově prostoru s reprodukčním jádrem. Tyto prostory označované
akronymem RKHS (reproducing kernel Hilbert spaces) definoval v r. 1950 Aronszajn
[2], ale jejich teorie zahrnuje mnoho klasických matematických poznatků týkajících
se integrálních rovnic s jádry a pozitivně definitních funkcí [3]. Pomocí norem na
těchto prostorech se dají formálně popsat nejrůznější typy oscilací. Od Aronszajnovy
definice k prvním aplikacím v analýze dat ale uplynula dost dlouhá doba, až v 60.
letech sje využil Parzen [20] a později Wahba [31] pro aproximaci dat pomocí splinů.

Využití norem na RKHS jako stabilizátorů při regularizaci funkcionálu empirické
chyby tedy umožňuje stanovit různé apriorní podmínky na hledanou funkci apro-
ximující data z trénovací množiny. V případě stabilizátoru (1) se jedná o čtverec
normy na RKHS definovaném pomocí tzv. konvolučního jádra K(x, y) = k(x − y),
kde k̃ > 0.

Jádra, která definují RKHS, ale našla uplatnění v teorii učení i ze zcela jiného
důvodu, než že se normy, které tato jádra určují, dobře hodí jako míry různých typů
oscilací. V 60. letech Aizerman, Braverman a Rozonoer [1] využili jádra (která na-
zývali potenciálové funkce) pro modifikaci geometrie prostoru dat. Pomocí vhodně
zvoleného jádra lze totiž definovat vnoření prostoru vstupních dat Rd do RKHS
tak, že se dvě množiny dat, které se v Rd nedají lineárně oddělit, zobrazí na line-
árně separovatelné množiny (obr. 3). V RKHS s takovým jádrem lze pak snadno
provést klasifikaci pomocí jednoho prahového prvku (perceptronu). Algoritmus na-
vržený Aizermanem, Bravermanem a Rozonoerem [1] rozvinul Vapnik [30], který
nazval výpočetní model provádějící klasifikaci pomocí jader support vector machine
(SVM). V terminologii neuronových sítí je SVM síť s jednou skrytou vrstvou tvo-
řenou jádrovými jednotkami a s jednou prahovou výstupní jednotkou. V současné
době jsou jádrové metody předmětem intenzívního výzkumu jak v oblasti teorie tak
v oblasti aplikací (viz např. monografie zaměřené na aplikace [27] a [6], rozsáhlý
teoretický článek [7] nebo stručný přehled [24]).

Jádra jsou tedy vhodnými prvky výpočetních modelů ze dvou důvodů: umožňují



Obrázek 3

měnit skalární součin a tím geometrii prostorů dat a vyjádřit míru nežádoucích
oscilací funkcí vstup-výstup. Dalším důvodem pro využití jader v teorii učení je
spojitost evaluačních funkcionálů na prostorech RKHS definovaných pomocí jader.
Je to dokonce jedna z jejich dvou ekvivalentních definic [2] (ta druhá stanoví, že je
prostor definován pomocí pozitivně semidefinitního jádra [3]).

7 Závěr

Metody řešení matematických problémů z oblasti učení neuronových sítí zapadají do
dlouhodobého vývoje matematických idejí původně motivovaných fyzikálními úlo-
hami. Pomocí vhodně definovaného lineárního operátoru lze formulovat úlohu učení
na základě empirických dat jako inverzní problém. Tato reprezentace umožňuje po-
pis optimálního řešení a modelování schopnosti generalizace. Také vede k odhadům
zlepšení stability řešení přidáním konceptuálních dat vhodného tvaru.
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[13] Kůrková, V.: Learning from data as an inverse problem. In COMPSTAT 2004
- Proceedings on Computational Statistics (J. Antoch, Ed.) 1377–1384. Heidel-
berg: Physica-Verlag 2004.
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objekty z různých skupin.



Metody shlukové analýzy

Vstupní data:
m-rozměrná pozorování
(matice vzorů – pattern matrix)
matice X, prvky xil

matice vzdáleností/podobností
(matice blízkostí - proximity
matrix)

kontingenční tabulka
(tabulka četností)

…

2. objekt

1. objekt

2. znak1. znak

…

2. objekt

1. objekt

2. objekt1. objekt

2. kategorie

…

2. kategorie

1. kategorie

…1. kategorieX      /      Y   

m proměnných (znaků)

Metody shlukové analýzy

Značka X1 X2 X3 X4 X5 X6 X7

Bonaqua 0,02 0,04 1,37 0,69 0,03 0,40 0,64
Dobrá voda 0,10 0,64 0,32 0,10 0,01 0,07 0,19
Evian 0,05 0,07 0,80 0,87 0,05 0,29 0,62
Hanácká kyselka 2,68 1,14 2,39 3,02 2,26 0,01 2,84
Korunní 1,07 1,72 1,03 0,97 0,14 1,72 1,12
Mattoni 0,69 1,23 0,83 0,98 0,13 1,29 0,96
Ondrášovka 0,27 0,11 0,63 0,21 0,07 0,38 1,19
Poděbradka 3,39 3,41 1,62 1,59 4,64 2,30 1,68
Poděbradka PL 4,62 4,10 2,26 1,85 5,48 2,38 2,40
Rajec 0,01 0,03 0,81 0,67 0,02 0,29 0,39
Toma Natura 0,01 0,17 0,21 0,29 0,07 0,36 0,17
Valvert 0,02 0,01 0,07 0,75 0,05 0,51 0,35
Vittel 0,07 0,34 0,67 1,02 0,05 2,99 0,45

Metody shlukové analýzy

X1 kationty sodné (Na+)
X2 kationty draselné (K+)
X3 kationty hořečnaté (Mg2+)
X4 kationty vápenaté (Ca2+)
X5 anionty chloridové (Cl-)
X6 anionty síranové (SO42-)
X7 anionty hydrogenuhličitanové (HCO3-)

Metody shlukové analýzy

Klasifikace tradičních metod:
metody rozkladu (partitioning) pro disjunktní 
shluky (se zadaným počtem shluků)

iterativní relokační (přemísťovací) algoritmy
metody matematického programování
grafické zobrazování pomocí minimální kostry
hybridní klasifikace
metody založené na hustotě

metody pro překrývající se shluky

Metody shlukové analýzy

Klasifikace tradičních metod:

Metody shlukové analýzy
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These two components explain 90.43 % of the point variability.

Klasifikace tradičních metod:

k-medoidů

(PAM)

S-PLUS



Metody shlukové analýzy

Klasifikace tradičních metod:
metody rozkladu 

pevné shlukování

fuzzy shlukování

částečné fuzzy shlukování

………

001

100

001

………

0,10,10,8

0,50,30,2

0,30,30,4

………

001

0,50,30,2

0,30,30,4

shluky

objekty

Metody shlukové analýzy

Klasifikace tradičních metod:
*** Fuzzy Partitioning ***

Membership coefficients:
[,1]      [,2] 

Bonaqua 0.90683520 0.09316480
Dobrá voda 0.89786306 0.10213694
Evian 0.93671025 0.06328975
Hanácká kys. 0.37934570 0.62065430
Korunní 0.72712138 0.27287862
Martini 0.82509199 0.17490801
Ondrášovka 0.90356517 0.09643483
Poděbradka 0.08990355 0.91009645
Poděbradka PL 0.11051759 0.88948241
Rajec 0.93996091 0.06003909
Toma Natura 0.92084109 0.07915891
Valvert 0.91850890 0.08149110
Vittel 0.74303721 0.25696279

fuzzy

(FANNY)

S-PLUS

Metody shlukové analýzy

Klasifikace tradičních metod:

*** Fuzzy Partitioning ***

Closest hard clustering:
Bonaqua Dobrá voda Evian Hanácká kys. Korunní Mattoni Ondrášovka Poděbradka 

1          1     1            2       1       1          1          2

Poděbradka PL Rajec Toma Natura Valvert Vittel

2     1           1       1      1

fuzzy
(FANNY)

Metody shlukové analýzy

Metody hierarchické shlukové analýzy:
monotetické – divizivní (S-PLUS)
polytetické
aglomerativní
divizivní (S-PLUS)

modifikované metody
dvourozměrné shlukování (STATISTICA, 
SYSTAT)
dvoukroková shluková analýza (SPSS)
ROCK (RObust Clustering using linKs)

Metody shlukové analýzy
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Metody hierarchické shlukové analýzy:

divizivní

(DIANA)

S-PLUS

Metody shlukové analýzy

Metody hierarchické shlukové analýzy:

aglomerativní

(AGNES)

STATISTICA

Stromový diagram pro 13 případů
Úplné spojení

Euklidovské vzdálenosti

0 2 4 6 8 10

Vzdálenost spojení

Poděbradka PL

Poděbradka

Hanácká kys.

Vittel

Mattoni

Korunní

Valvert

Toma Natura

Dobrá voda

Ondrášovka

Rajec

Evian

Bonaqua



Metody shlukové analýzy

Metody hierarchické shlukové analýzy:

dvourozměrné 
shlukování

STATISTICA

Výsledky dvojrozměrného spojování

 5 
 4 
 3 
 2 
 1 

Na+ Mg2+ HCO3- Ca2+ K+ Cl- SO42-

Poděbrad

Poděbrad

Hanácká

Mattoni

Korunní

Ondrášov

Toma Nat

Dobrá vo

Vittel

Rajec

Evian

Valvert

Bonaqua

Symbolika (značení)

n
…
1.

m…2.1.Proměnná
Objekt

xil , i = 1, 2, …, n
l = 1, 2, …, m

k … počet shluků

Ch …  h-tý shluk
Dij … vzdálenost i-tého a j-tého objektu
Dhh′ … vzdálenost h-tého a h′-tého shluku

uih … míra příslušnosti i-tého objektu k h-tému shluku

Symbolika (značení)

Dij … vzdálenost i-tého a j-tého objektu

ji

m

l
jlilij xxD xx −=−= ∑

=1

2) ( euklidovská vzdálenost

q
m

l

q
jlilij xxD ∑

=
−=

1
| | Minkowského vzdálenost

Dhh′ … vzdálenost h-tého a h′-tého shluku

- maximum ze všech vzdáleností dvojic z různých shluků
- minimum ze všech vzdáleností dvojic z různých shluků
- průměr ze všech vzdáleností dvojic z různých shluků
- vzdálenost centroidů (vektorů průměrů jednotl. proměnných)

Porovnání s očekávaným 
zařazením objektů do shluků

Konfúzní matice
Entropie
Čistota (purity)
Přesnost, pokrytí a F-míra
Vzájemná informace (mutual information)
Rozdílnost informace (variation of information)
Randova statistika a Jaccardův koeficient

Porovnání s očekávaným 
zařazením objektů do shluků

Konfúzní matice
C … struktura jako výsledek shlukování
P … předpokládaná (známá) struktura

předpokládáme, že počet shluků v C i P je stejný,
přiřadíme k sobě shluky, které obsahují co nejvíce
stejných objektů, tyto počty zapíšeme na diagonálu
konfúzní matice a označíme nhh

n

nn
MD

k

h
hh∑

=
−

= 1

míra nesouhlasu (hodnoty blízké 1
indikují vysoký stupeň nesouhlasu)

Porovnání s očekávaným 
zařazením objektů do shluků

Entropie

i

ij
k

j i

ij
i n

n
n
n

H ln
1
∑

′

=
−= entropie i-tého shluku

ni … počet prvků v i-tém shluku struktury C
nij … počet prvků z i-tého shluku C, 

které jsou v j-tém shluku P

‹0; lnk′›

i

k

i

i H
n
nCH ∑

=

−=
1

)( ‹0; lnk′›entropie struktury C
(0 indikuje identické struktury)



Porovnání s očekávaným 
zařazením objektů do shluků

Čistota (purity)


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n
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1

)( čistota struktury C
(1 indikuje optimální strukturu)

Porovnání s očekávaným 
zařazením objektů do shluků

Přesnost a F-míra
(pojmy z oblasti vyhledávaní informací – IR)

i

ij
ij n

n
P =

j

ij
ij n

n
R =

ji

ij

ijij

ijij
ij nn

n
RP
RP

F
+

=
+
⋅

= 22

koef. přesnosti (precision)

koef. úplnosti (recall)
- pokrytí

F-míra

Porovnání s očekávaným 
zařazením objektů do shluků

Vzájemná informace (mutual information)

ji

ij
k

i

k

j

ij

nn
nn

n
n

MI
⋅

=∑∑
=

′

=
ln

1 1

Rozdílnost informace (variation of information)
])([])([ MIPHMICHVI −+−=

0 … není žádný vztah 
mezi strukturami

Porovnání s očekávaným 
zařazením objektů do shluků

C … struktura jako výsledek shlukování
P … předpokládaná (známá) struktura

a … počet párů objektů ve stejném shluku v C i P
b … počet párů ve stejném shluku v C, ale ne v P
c … počet párů ve stejném shluku v P, ale ne v C
d … počet párů v různých shlucích v C i v P

2
)1( −=+++= nndcbaM

Porovnání s očekávaným 
zařazením objektů do shluků

M
daR +=

cba
aJ

++
=

ca
a

ba
aFM

+
⋅

+
=

Randův koeficient (prosté shody)

Jaccardův koeficient

Folkesův a Mallowsův index
(Ochiaiův)

hodnoty z intervalu od 0 do 1

Statistické testy

Testy absence struktury
testy náhodnosti ve vstupní datové matici
testy náhodnosti v matici vzdáleností

Testy hierarchické struktury
metody stability (modifikování dat)
redukce objektů, modifikace množiny proměnných

Testy homogenity shluku (Bealeův test)
Testy počtu shluků (metody založené na hustotě)



Bealeův test

W1 součet čtvercových vnitroshlukových vzdáleností
pro sledovaný shluk 

W2 součet čtvercových vnitroshlukových vzdáleností, 
pokud by shluk byl optimálním způsobem rozdělen 
Statistika F má F rozdělení 
s počty stupňů volnosti m a (n – 2)m.

12
2
1 2

2

21

−
−
−

−

=
m

n
n

W
WW

F

Testy o počtu shluků u metod 
založených na hustotě

Posloupnost testů: 
H0: počet shluků je hodnota k nebo menší
H1: počet shluků je větší než k

Zjištění počtu shluků je součástí metod,
uživatel nezadává počet shluků, ale
zadává parametry pro konkrétní algoritmus, 
na němž výsledný počet závisí (SAS, SYSTAT)

Využití korelačního koeficientu

Hubertova Γ statistika
X … vstupní matice
D … matice vzdáleností (n x n)
Y … matice n x n
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Využití korelačního koeficientu

Hubertova Γ statistika
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normalizovaná Γ statistika
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hodnoty od –1 do 1

Využití korelačního koeficientu

Kofenetický korelační koeficient

hodnoty od –1 do 1

X … vstupní matice
D … matice vzdáleností (n x n)
C … matice n x n;

úroveň kdy se prvky poprvé vyskytnou ve stejném shluku
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hodnocení metod hierarchického shlukování

Využití korelačního koeficientu

Modifikovaná Hubertova Γ statistika
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normalizovaná modifikovaná Γ statistika

Qij … vzdálenost centroidů shluků, v nichž se nachází 
i-tý a j-tý objekt



Indexy pro hodnocení shluků

1. R-square (RSQ) index – SAS

2. Semipartial R-squared (SPRSQ) index – SAS
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Indexy pro hodnocení shluků

SAS

Indexy pro hodnocení shluků

3. Pseudo (Calinski-Habarasz) F index
– SAS (PSF), SYSTAT (CHF) 

4. Pseudo T-kvadrát statistika – SAS (PST2)
SYSTAT (PTS)
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Indexy pro hodnocení shluků

SAS

Indexy pro hodnocení shluků

Minerální vody

SAS

Indexy pro hodnocení shluků

SAS



Indexy pro hodnocení shluků

SAS

Indexy pro hodnocení shluků

SYSTAT

Indexy pro hodnocení shluků

5. Root Mean Square Standard Deviation
(RMSSTD) index – SYSTAT
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Indexy pro hodnocení shluků

6. Daviesův-Bouldinův (DB) index – SYSTAT
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Indexy pro hodnocení shluků

7. Dunnův index – SYSTAT (též separační index)
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Indexy pro hodnocení shluků

Alternativní Dunnův index (AD)
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Indexy pro hodnocení shluků

Indexy platnosti (SD, S_Dbw )
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Indexy pro hodnocení shluků

Index průměrné kompaktnosti

k porovnání různých metod

nejlepší je minimální hodnota

princip lze použít i pro kategoriální proměnné
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Indexy pro hodnocení shluků

Randův index

nhh′ je počet objektů v průniku shluků Ch a C′h′
C′ … shluk vytvořený jinou metodou než C

0 … zcela rozdílné shluky
1 … shluky jsou identické
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Koeficienty pro hodnocení shluků
v systému S-PLUS (PAM, CLARA, 

FANNY)
8. Obrysový koeficient

(silhouette coefficient)
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Silhouette width

Average silhouette width :  0.45

FANNY

Koeficienty pro hodnocení shluků
v systému S-PLUS (PAM, CLARA, 

FANNY)
8. Obrysový koeficient

(silhouette coefficient)
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Kritéria pro hodnocení shluků
v systému SPSS (dvoukroková SA)

9. Schwarzovo bayesovské informační kritérium
BIC (Bayesian Information Criterion)

10. Akaikovo informační kritérium 
AIC (Akaike Information Criterion)
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Koeficienty pro hodnocení výsledků 
fuzzy shlukové analýzy (S-PLUS)

11. Dunnův koeficient rozkladu 
(Partition Coefficient) – PC index (Bezdek) 
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Coefficients:
dunn_coeff normalized
0,7729203  0,5458407

Coefficients:
dunn_coeff normalized

0,597792  0,3966881

Coefficients:
dunn_coeff normalized
0,4866308  0,3155078



Indexy pro hodnocení výsledků 
fuzzy shlukové analýzy

12. Entropie rozkladu 
(Partition Entropy) – PE index (Bezdek) 
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13. Xieův a Beniův (XB) index
separační (S) index
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Indexy pro hodnocení výsledků 
fuzzy shlukové analýzy

14. Fukuyamův a Sugenoův (FS) index
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Malé hodnoty indikují, že objekty jsou rozděleny do 
kompaktních a dobře oddělených shluků (CWS –
Compact and Well Separated). 

Indexy pro hodnocení výsledků 
fuzzy shlukové analýzy

15. CS (Compact and Separate) index
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Nižší hodnota indikuje lepší 
rozdělení objektů do shluků. 

Indexy pro hodnocení výsledků 
fuzzy shlukové analýzy

16. PS (Partition Separation) index
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Indexy pro hodnocení výsledků 
fuzzy shlukové analýzy
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Global Optimization Problem

For a given objective function

f : D → R, D ⊂ R
d

the point x∗ is to be found such that x∗ = arg minx∈D f (x)

x∗ is called the global minimum point
D is the search space (domain)

D =
∏d

i=1[ai , bi ], ai < bi , i = 1, 2, . . . , d ,
boundary (box) constraints
objective function is continuous
function value f (x) can be evaluated at any point x ∈ D

Globální minimum Schwefel, d = 2, illustration of global minimum point

Globální optimalizace - algoritmicky obtížná

Neexistuje polynomiálně složitý deterministický algoritmus
pro obecné řešení GO - problém GO je NP-obtížný
Řešení často nutno hledat heuristicky -
nedeterministické (stochastické) algoritmy

Stochastické algoritmy - často inspirovány přírodou:
ochlazování tuhého tělesa (Simulated Annealing),
evoluce populací (Darwinova vývojová teorie),
genetika,
imunologie,
chování jedinců ve společenství (Particle Swarm, mravenčí
kolonie)

Evoluční algoritmy (EA)

Evoluční algoritmy modelují vývoj populací (N bodů v D)

Charles Darwin - přirozený výběr

Užívají evoluční operátory:

selekce - silnější snáze přežijí
křížení - jedinci si vyměňují část genetické informace
mutace - náhodná změna genetické informace



Diferenciální evoluce (DE) - Storn, Price 1997

1 generate an initial population P = (x1, x2, . . . , xN), xi ∈ D
2 repeat
3 for i := 1 to N do
4 generate a new trial vector y
5 if f (y) < f (xi ) then insert y into new generation Q
6 else insert xi into new generation Q
7 endif
8 endfor
9 P := Q

10 until stopping condition

DE –generování zkusmého bodu y–mutace a křížení

Nový zkusmý bod y na řádku 4 se generuje využitím
mutace a křížení.
Selekce jedince do další generace probíhá turnajovou
metodou, vítězí lepší z dvojice (řádky 5 až 7).
Podle užité varianty mutace a křížení se označují varianty
diferenciální evoluce zkratkou
DE/m/n/k ,
kde m označuje variantu mutace, n počet dvojic bodů pro
diference užité v mutaci a k užitý způsob křížení.

DE – mutace

MUTATION
DE/RAND/1/

v = r1 + F (r2 − r3) , (1)

r1, r2 and r3 are taken randomly from P
F > 0 is an input parameter that controls mutation.

DE/RANDrl/1/ – Kaelo and Ali (2006), random localization
r1 is the best point among {r1, r2, r3},

r1 = arg mini∈{1,2,3} f (ri)

DE/BEST/2/

v = xbest + F (r1 − r2 + r3 − r4) , (2)

r1, r2, r3 and r4 are taken randomly from P
F > 0 is an input parameter that controls mutation.

DE – křížení

CROSSOVER

CR ∈ [0, 1] is an input parameter controlling crossover

Binomial (DE/. /. /bin)
Any element xij is overwritten by vj with probability CR

Exponential (DE/. /. /exp)
L adjacent elements of xi are overwritten

Binomial and exponential crossover

BINOMIAL CROSSOVER

v v1 v2 v3 v4 v5 v6 v7 v8 v9 v10
↓ ↓ ↓ ↓

y xi,1 xi,2 xi,3 xi,4 xi,5 xi,6 xi,7 xi,8 xi,9 xi,10

EXPONENTIAL CROSSOVER

v v1 v2 v3 v4 v5 v6 v7 v8 v9 v10
↓ ↓ ↓ ↓

y xi,1 xi,2 xi,3 xi,4 xi,5 xi,6 xi,7 xi,8 xi,9 xi,10

Relationship between probability of crossover and CR

Probability of crossover:

pm = E(L/d), 1/d ≤ pm ≤ 1,

L is a number of overwritten coordinates.

Binomial crossover
Dependence of CR on pm is linear.

Exponential crossover – Zaharie (2007)

CRd − d pm CR + d pm − 1 = 0. (3)

For pm ∈ (1/d , 1) there is only one root of the polynom (3)
such that CR ∈ (0, 1).



CR vs. Probability of mutation for exponential
crossover

Řešení konkrétního problému GO s využitím DE

formulace a naprogramování účelové funkce
volba varianty DE
nastavení řídicích parametrů (velikost populace, F , CR)

Účinnost hledání je silně závislá zejména na hodnotách F a CR

Hledání metodou pokus-omyl – časově náročné

Proto se hledají metody adaptivního nastavení hodnot řídicích
parametrů

CONTROL-PARAMETER-LESS algorithms

Competitive adaptation in DE – Tvrdík, 2006

H different settings – choose among them at random with
the probability qi , i = 1, 2, . . . , H.
probabilities qi changed according to the success rate
i-th setting is successful if it generates such a y that
f (y) < f (xi)

probability qi evaluated as the relative frequency

qi =
ni + n0

∑H
j=1(nj + n0)

, (4)

where n0 > 0 is a constant. n0 ≥ 1 prevents a dramatic
change in qi by one random successful use of the i-th
setting
qi are reset to their starting values (qi = 1/H) if any qi < δ

DE - population development - Schwefel, d=2

Evoluční adaptace parametrů – Brest et al. (2006)

Evoluční nastavení hodnot řídicích parametrů F a CR:

Hodnoty F a CR se inicializují náhodně pro každý bod
populace
Přežívají s jedinci populace,
Mohou být změněny mutací v každé generaci,
Pravděpodobnost mutace se zadává jako vstupní parametr
algoritmu.

DE variants in tests

Competitive DE – one kind of crossover
Cbin9rl Cexp9rl

Competitive DE – both kinds of crossover
Cbin9exp9rl Cbin6exp6rl

Adaptive DE (Brest et al., 2006)
setting F and CR by evolution
Brestbin Brestexp

Hybrid adaptation
Brest combined with competition of both types of crossover
Brestcmp Brestcmprl



Benchmark 1

Functions:
Ackley function – multimodal, separable,
Griewank function – multimodal, nonseparable,
Rastrigin function – multimodal, separable,
Rosenbrock function (banana valley) – unimodal,
nonseparable,
Schwefel function – multimodal, separable, the global
minimum is distant from the next best local minima.

Two levels of domain dimension:

d = 10,
d = 30.

Benchmark 1 – Experiments

100 runs for each function and level of d .
Stopping condition: fmax − fmin < 1e − 6 or ne ≥ 20000 d ,
ne is number of function evaluations.
Population size:
N = 40 for d = 10
N = 60 for d = 30
Run is successful, if fmin − f (x∗) < 1e − 4.
Reliability R is the percentage of successful runs.
Performance of variants were compared using Q-measure
(Feoktistov, 2006):

Qm = ne/R

Benchmark 1 – Result Summary

d = 10 d = 30

# wins # 2nd # wins # 2nd

Cbin9rl 2 1
Cexp9Rrl 1
Cbin9exp9rl 1
Cbin6exp6rl 1 3 1 1

Brestbin
Brestexp
Brestcmp 1 3
Brestcmprl 4 5

Results in detail in Proceedings

Benchmark 2

Novel composition (hybrid) test functions

Liang, Suganthan and Deb (2005)

6 functions

Test problems more similar to the real-world problems:
no symmetry
different values of coordinates in the global minimum point

CF1 CF3



Benchmark 2 – Experiments

Arrangement of experiments was the same
as in Liang et al. (2005):

20 runs for each function
Stopping condition:
number of function evaluations = 50, 000
Population size N = 10
D =

∏10
j=1[−5, 5]

Other control parameters had values used for Benchmark 1

Benchmark 2 – Result Summary

d = 10

# wins # better
than Liang

Cbin9rl 2 5
Cexp9Rrl 2 4
Cbin9exp9rl 2 3
Cbin6exp6rl 4

Brestbin 1 3
Brestexp 2 4
Brestcmp 3
Brestcmprl 2

Conclusions

Both adaptive mechanisms used in tests of DE proved to
be efficient without time-consuming tuning their control
parameters.
Summarizing the results from both benchmarks, there is
no generally winning variant. No Free Lunch Theorems.
Self-adaptive variants of DE are applicable to real-world
problems of global optimization.
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Brest, J., Greiner, S., Boškovič, B., Mernik, M., Žumer, V. (2006)
Self-adapting Control Parameters in Differential Evolution: A
Comparative Study on Numerical Benchmark Problems. IEEE
Transactions on Evolutionary Computation 10, 646 – 657.
Feoktistov V. (2006) Differential Evolution in Search of Solution.
Springer.
Kaelo P., Ali M.M. (2006) A Numerical Study of Some Modified
Differential Evolution Algorithms, European J. Operational
Research, 169, 1176 – 1184.
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NDQRQLFNêFK�SURPoQQêFK��\��NWHUp�MVRX�OLQHiUQt�NRPELQDFt�SÉYRGQtFK�SURPoQQêFK�[�V
YKRGQo� YROHQêPL� YD]EDPL�� /DWHQWQt� SURPoQQi� \� MH� NRPELQDFt�P�WLFH� VOHGRYDQêFK
�Po¯HQêFK�UHVS��MLQDN�]tVNDQêFK��SURPoQQêFK�[ ��[ �������[ �YH�WYDUX� � P

��-HGQRWOLYp�YtFHUR]PoUQp�PHWRG\�Y\XÓtYDMt�UÉ]QêFK

]SÉVREÉ�VWDQRYHQt�YDK�Z ��Z �������Z ��� � P

=GURMRYi� PDWLFH� Pi� UR]PoU� Q� î� P�� 3¯HG� YODVWQt� DSOLNDFt� YKRGQp� PHWRG\
YtFHUR]PoUQp� VWDWLVWLFNp� DQDOê]\� MH� W¯HED� YÓG\� SURYpVW� H[SORUDWRUQt� �SU$]NXPRYRX�
DQDOê]X�GDW��NWHUi�XPRÓ£XMH

�D��SRVRXGLW�SRGREQRVW�REMHNW$�SRPRFt�UR]SW\ORYêFK�D�V\PERORYêFK�JUDIÉ�
�E��QDOp]W�Y\ERþXMtFt�REMHNW\��UHVS��MHMLFK�SURPoQQp�
�F��VWDQRYLW��]GD�O]H�SRXÓtW�S¯HGSRNODG�OLQHiUQtFK�YD]HE�
�G��RYo¯LW�S�HGSRNODG\�R�GDWHFK��QRUPDOLWD��QHNRUHORYDQRVW��KRPRJHQLWD��

-HGQRWOLYp�WHFKQLN\�N�XUgHQt�Y]iMHPQêFK�YD]HE�VH�GiOH�GoOt�SRGOH�WRKR��]GD�VH�KOHGDMt
�D��VWUXNWXUD�D�YD]E\�Y�SURP�QQêFK�QHER�
�E��VWUXNWXUD�D�YD]E\�Y�REMHNWHFK�

����+OHGiQt�VWUXNWXU\�Y�SURP�QQêFK�Y�PHWULFNp�µNiOH��IDNWRURYi�DQDOê]D�)$&7�D
DQDOê]D�KODYQtFK�NRPSRQHQW�3&$�
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����+OHGiQt�VWUXNWXU\�Y�REMHNWHFK�Y�PHWULFNp�µNiOH��VKOXNRYi�DQDOê]D�
����+OHGiQt�VWUXNWXU\�Y�REMHNWHFK�Y�PHWULFNp�L�Y�QHPHWULFNp�µNiOH��YtFHUR]P�UQp

ãNiORYiQt�
����+OHGiQt�VWUXNWXU\�Y�REMHNWHFK�Y�QHPHWULFNp�µNiOH��NRUHVSRQGHQþQt�DQDOê]D�
���� 9oWµLQD� PHWRG� YtFHUR]PoUQp� VWDWLVWLFNp� DQDOê]\� XPRÓ£XMH� ]SUDFRYiQt

OLQHiUQtFK� YtFHUR]P�UQêFK�PRGHO$�� NGH� ]iYLVOH� SURPoQQp� VH� XYDÓXMt� MDNR
OLQHiUQt�NRPELQDFH�QH]iYLVOH�SURPoQQêFK�UHVS��YD]E\�PH]L�SURPoQQêPL�MVRX
OLQHiUQt��9�¯DGo�S¯tSDGÉ�VH�WDNp�XYDÓXMH�QRUPDOLWD�PHWULFNêFK�SURPoQQêFK�

8UgHQtP�VWUXNWXU\�D�Y]iMHPQêFK�YD]HE�PH]L�SURPoQQêPL�DOH�L�PH]L�REMHNW\�VH�]DEêYDMt
WHFKQLN\�UHGXNFH�SURPoQQêFK�QD�ODWHQWQt�SURPoQQp��PHWRGD�DQDOê]\�KODYQtFK�NRPSRQHQW
�3&$��D�PHWRGD�IDNWRURYp�DQDOê]\��)$���'ÉOHÓLWRX�PHWRGRX�XUgHQt�Y]iMHPQêFK�YD]HE
PH]L�SURPoQQêPL�MH�L�NDQRQLFNi�NRUHODþQt�DQDOê]D�&$��NWHUi�VH�SRXÓtYi�NH�]NRXPiQt
]iYLVORVWL�PH]L�GYoPD�VNXSLQDPL�SURPoQQêFK��S¯LgHPÓ�MHGQD�]H�VNXSLQ�VH�SRYDÓXMH�]D
SURPoQQp�QH]iYLVOp�D�GUXKi�]D�VNXSLQX�SURPoQQêFK�]iYLVOêFK��

$QDOê]D�KODYQtFK�NRPSRQHQW��3&$�

&tOHP�PHWRG\�MH�WUDQVIRUPDFH�GDW�]�SÉYRGQtFK�SURPoQQêFK�[ ��M ��������P��GR�PHQµtKRL

SRgWX�ODWHQWQtFK�SURPoQQêFK�\ ��7\WR�ODWHQWQt�SURPoQQp�PDMt�YKRGQoMµt�YODVWQRVWL��MH�MLFKM

YêUD]Qo� PpQo�� Y\VWLKXMt� WpPo¯� FHORX� SURP�QOLYRVW� SÉYRGQtFK� SURPoQQêFK� D� MVRX
Y]iMHPQo�QHNRUHORYDQp��NRUHODgQt�NRHILFLHQW�PH]L�ODWHQWQtPL�SURPoQQêPL�\ �������\ �MH� P

����/DWHQWQt�SURPoQQp�MVRX�X�WpWR�PHWRG\�QD]YiQ\�KODYQtPL�NRPSRQHQWDPL�D�MVRX�WR
OLQHiUQt� NRPELQDFH� SÉYRGQtFK� SURPoQQêFK�� SUYQt� KODYQt� NRPSRQHQWD� \ � SRSLVXMH�

QHMYoWµt�giVW�SURPoQOLYRVWL�gLOL�UR]SW\OX�SÉYRGQtFK�GDW��GUXKi�KODYQt�NRPSRQHQWD�\ �]DVH�

QHMYoWµt� giVW� UR]SW\OX� QHREVDÓHQpKR� Y� \ �� DWG�� 0DWHPDWLFN\� ¯HgHQR�� SUYQt� KODYQt�

NRPSRQHQWD� MH� WDNRYRX� OLQHiUQt� NRPELQDFt� YVWXSQtFK� SURPoQQêFK�� NWHUi� REVDKXMH
QHMYoWµt�SURPoQOLYRVW�PH]L�YµHPL�OLQHiUQtPL�NRPELQDFHPL��0i�WYDU

� ��

NGH�REMHNW�[�REVDKXMH�SURPoQQp�[ �������[ ��3UR�YHNWRU�NRHILFLHQWÉ�Y � ��Y �������Y � �SODWt�� P � �� �P
7 7

ÓH�SURPoQOLYRVW�Y\MiG¯HQi�UR]SW\OHP� �MH�PD[LPiOQt�'�\ ���'�\ �������� �

'�\ ��� S¯LgHPÓ� 6� ]QDgt� NRYDULDQgQt� PDWLFL� SÉYRGQtFK� GDW�� =FHOD� DQDORJLFN\� MVRXP

NRQVWUXRYiQ\�GDOµt�KODYQt�NRPSRQHQW\��MHMLFKÓ�FHONRYê�SRgHW�MH�URYHQ�PHQµtPX�]H�GYRX
gtVHO��D�WR�Q��SRgHW�REMHNWÉ��QHER�P��SRgHW�SURPoQQêFK���3URWRÓH�SODWt��ÓH�VRXgHW�UR]SW\OÉ
YµHFK�KODYQtFK�NRPSRQHQW�MH�URYHQ�VRXgWX�UR]SW\OÉ�YVWXSXMtFtFK�SÉYRGQtFK�SURPoQQêFK�
PÉÓHPH� ]� SRGtOX� UR]SW\OÉ� MHGQRWOLYêFK� KODYQtFK� NRPSRQHQW� XVX]RYDW� QD� giVW
SURPoQOLYRVWL� Y\VYoWOHQRX� GRW\gQRX� KODYQt� NRPSRQHQWRX�� -HVWOLÓH� VRXgHW� SUYQtFK
�QHMY\µµtFK��$�SRGtOÉ�SURPoQOLYRVWL�MH�GRVWDWHgQo�EOt]Nê�MHGQp�gLOL�������REY\NOH�YµDN
VWDgt������������gLOL�������������SRVWDgt�EUiW�Y�~YDKX�SUiYo�WoFKWR�SUYQtFK�$�KODYQtFK
NRPSRQHQW�SUR�$GRVWDWHgQp#�Y\VYoWOHQt�YDULDELOLW\�SÉYRGQtFK�SURPoQQêFK��5R]GtO�PH]L
VRX¯DGQLFHPL�REMHNWÉ�Y�SÉYRGQtFK�SURPoQQêFK�D�Y�KODYQtFK�NRPSRQHQWiFK�gLOL��]WUiWD
LQIRUPDFH�SURMHNFt�GR�PHQµtKR�SRgWX� UR]PoUÉ� VH�QD]êYi�µSDWQRX� WoVQRVWt�SURORÓHQt
PRGHOX�3&$�QHER�WDNp�FK\ERX�PRGHOX�3&$��,�S¯L�YHONpP�SRgWX�SÉYRGQtFK�SURPoQQêFK
�P��PÉÓH�EêW�$�YHOPL�PDOp��gDVWR���DÓ����9ROED�SRgWX�XÓLWêFK�NRPSRQHQW�$�S¯HGVWDYXMH
YODVWQt�PRGHO�KODYQtFK�NRPSRQHQW�3&$��9\VYoWOHQt�XÓLWêFK�KODYQtFK�NRPSRQHQW��MHMLFK
SRMPHQRYiQt�D�Y\VYoWOHQt�Y]WDKX�SÉYRGQtFK�SURPoQQêFK�[ �� M� ���� �����P��N�KODYQtPM



v T
1

(S 	 �1 I ) v1 
 0

D(y1) 
 v T
1 S v1 �1

y2 
 M
m

j
1

v2j xj

x�

j 
 (xj 	 x̄j)/1j

y�

j 
 M
m

k
1

v�

jk x�

k

v�

j
�
�

j y�

j
v�T

j v�

j

y�

j

NRPSRQHQWiP�\ ��N� ���������$��WYR¯t�GRPLQDQWQt�VRXgiVWL�]YROHQpKR�PRGHOX�KODYQtFKN

NRPSRQHQW�3&$��
� 9ODVWQt� PDWHPDWLFNê� SRVWXS� 3&$� MH� QiVOHGXMtFt�� PD[LPDOL]DFt� S¯L� ]DYHGHQt
QRUPDOL]DgQt�SRGPtQN\� �Y� ���Y\MGH��ÓH

��

NGH���R]QDgXMH�QXORYê�YHNWRU��� � MH�QHMYoWµt�YODVWQt�þtVOR�D�Y �MH�RGSRYtGDMtFt�YODVWQt� �

YHNWRU�NRYDULDQgQt�PDWLFH�6�D�,�MH�MHGQRWNRYi�PDWLFH��3R�GRVD]HQt�Y\MGH
� ��

$QDORJLFN\� O]H� RGYRGLW�� ÓH� YHNWRU� NRHILFLHQWÉ� Y � YH� Y]WDKX� ��

PD[LPDOL]XMtFt�'�\ �� ]D� SRGPtQN\�� ÓH� FRY�\ �� \ ��  � ��� RGSRYtGi� YODVWQtPX� YHNWRUX�� � �

S¯tVOXµHMtFtPX�GUXKpPX�QHMYoWµtPX�YODVWQtPX�gtVOX�� ���
� 3URYHGHPH�OL� UR]NODG�NRYDULDQgQt�PDWLFH�6�QD�YODVWQt�gtVOD�� ���� � ������� �� MVRX� � P

RGSRYtGDMtFt�YODVWQt�YHNWRU\�Y ��Y �������Y �S¯tPR�NRHILFLHQW\�KODYQtFK�NRPSRQHQW�\ ������� � P �

\ ��+ODYQt�NRPSRQHQW\�PDMt�¯DGX�]DMtPDYêFK�YODVWQRVWt��/]H�MH�LQWHUSUHWRYDW�MDNR�KODYQtP

RV\�P�UR]PoUQpKR�HOLSVRLGX�[ �6 �[� �NRQVW��7 ��

.� RGVWUDQoQt� ]iYLVORVWL� QD� MHGQRWNiFK� SÉYRGQtFK� SURPoQQêFK� VH� OpSH� XÓtYi
VWDQGDUGL]RYDQêFK� SURPoQQêFK� [ � V� SUYN\� �� 3UR� M�WRX� KODYQt


NRPSRQHQWX�SDN�SODWt

� ��

NGH� �MH�YODVWQt�YHNWRU�NRUHODþQt�PDWLFH�5�RGSRYtGDMtFt�M�WpPX�QHMYoWµtPX�YODVWQtPX
gtVOX� �� +ODYQt� NRPSRQHQW\� �� XUgHQp� ]� NRUHODgQt� PDWLFH� 5�� MVRX� YµDN� KÉ¯H
LQWHUSUHWRYDWHOQp�� 3ODWt�� ÓH� �  � � �� QLNROLY� URYQR� MHGQp�� 3UR� ~gHO\� ]REUD]HQtM

YtFHUR]PoUQêFK� GDW� UÉ]QpKR� Po¯tWND� MVRX� YµDN� YKRGQoMµt� VWDQGDUGL]RYDQp� � QHÓ

SÉYRGQt�\ �M
*UDILFN\� O]H� YêVOHGHN� DQDOê]\� KODYQtFK� NRPSRQHQW� ]REUD]LW� Y� QoNROLND� JUDIHFK

KODYQtFK�NRPSRQHQW�QiVOHGXMtFtP�]SÉVREHP�
� �D��,QGH[RYê�JUDI�~SDWt�YODVWQtFK�þtVHO��6FUHH�3ORW��MH�YODVWQo�VORXSFRYê�GLDJUDP
YODVWQtFK�gtVHO�QHER�UH]LGXiOQtKR�UR]SW\OX�SURWL�VWRXSDMtFt�KRGQRWo�LQGH[X��SR¯DGRYpKR
gtVOD�$��REU������=REUD]XMH�UHODWLYQt�YHOLNRVW�MHGQRWOLYêFK�YODVWQtFK�gtVHO��®DGD�DXWRUÉ�KR
V�REOLERX�Y\XÓtYi�N�XUgHQt�SRgWX�$��XÓLWHgQêFK��KODYQtFK�NRPSRQHQW��fDVWR�MH�VORYR
VFUHH� Y\VYoWORYiQR� MDNR� ]ORPRYp�PtVWR�PH]L� NROPRX� VWoQRX� D� YRGRURYQêP� GQHP�
9\EUDQp��XÓLWHgQp��KODYQt�NRPSRQHQW\��QHER�WDNp�IDNWRU\��SDN�WYR¯t�NROPRX�VWoQX�D
�QHXÓLWHgQp��KODYQt�NRPSRQHQW\��QHER�IDNWRU\��S¯HGVWDYXMt�YRGRURYQp�GQR��8ÓLWHgQp
NRPSRQHQW\�MVRX�WDN�RGGoOHQ\�]¯HWHOQêP�]ORPRYêP�PtVWHP��D�[�RYi�VRX¯DGQLFH�WRKRWR
]ORPX�MH�KOHGDQi�KRGQRWD�LQGH[X��� �E��*UDI�NRPSRQHQWQtFK�YDK��3ORW�&RPSRQHQWV
:HLJKWV��]REUD]t�NRPSRQHQWQt�YiK\�SUR�SUYQt�GYo�KODYQt�NRPSRQHQW\�� �REU�������9
WRPWR� JUDIX� VH� SRURYQiYDMt� Y]GiOHQRVWL� PH]L� SURPoQQêPL�� .UiWNi� Y]GiOHQRVW� PH]L
GYoPD�SURPoQQêPL�]QDPHQi�VLOQRX�NRUHODFL��/]H�QDOp]W�L�VKOXN�SRGREQêFK�SURPoQQêFK�
MHÓ�VSROX�NRUHOXMt��7HQWR�JUDI�O]H�SRYDÓRYDW�]D�PRVW�PH]L�SÉYRGQtPL�SURPoQQêPL�D
KODYQtPL�NRPSRQHQWDPL��SURWRÓH�XND]XMH��MDNRX�PoURX�S¯LVStYDMt�MHGQRWOLYp�SÉYRGQt
SURPoQQp� GR� KODYQtFK� NRPSRQHQW�� 1oNG\� VH� SRGD¯t� KODYQt� NRPSRQHQW\� \ � �� \ �� ���� �

SRMPHQRYDW��Y\VYoWOLW�D�S¯LGoOLW�MLP�I\]LNiOQt��FKHPLFNê�QHER�ELRORJLFNê�Yê]QDP��3DN
O]H�Qi]RUQo�Y\VYoWOLW�MDN�MHGQRWOLYp�SÉYRGQt�SURPoQQp�[ ��M ��������P��S¯LVStYDMt�GR�SUYQtM



KODYQt�NRPSRQHQW\�\ �QHER�GR�GUXKp�KODYQt�NRPSRQHQW\�\ ��1oNWHUp�SÉYRGQt�SURPoQQp� �

[ � S¯LVStYDMt� NODGQRX� YDKRX�� QoNWHUp� ]iSRUQRX�� %êYi� ]DMtPDYp� VOHGRYDW� NRYDULDQFLM

SÉYRGQtFK�SURPoQQêFK�[ �Y�SURVWRURYpP��'�JUDIX�NRPSRQHQWQtFK�YDK�\ ��\ �D�\ ��-VRX�OLM � � �

SÉYRGQt�SURPoQQp�[ ��M ��������P��EOt]NR�VHEH�Y�SURVWRURYpP�VKOXNX��MGH�R�VLOQRX�SR]LWLYQtM

NRYDULDQFL�� .RYDULDQFH� YµDN� QHPXVt� MHµWo� QXWQo� ]QDPHQDW� NRUHODFL�� 9êNODG� JUDIX
NRPSRQHQWQtFK�YDK�O]H�REHFQo�VKUQRXW�GR�QiVOHGXMtFtFK�ERGÉ�

���'$OHåLWRVW�S$YRGQtFK�SURP�QQêFK�[ ��M ��������P���SURPoQQp�[ �V�Y\VRNRX�PtURXM M

SURPoQOLYRVWL�Y�GDWHFK�REMHNWÉ�PDMt�Y\VRNp�KRGQRW\�NRPSRQHQWQt�YiK\��9H��'�
GLDJUDPX�SUYQtFK�GYRX�KODYQtFK�NRPSRQHQW�SDN�OHÓt�KRGQo�GDOHNR�RG�SRgiWNX�
3URPoQQp� V� PDORX� GÉOHÓLWRVWt� OHÓt� EOt]NR� SRgiWNX�� .G\Ó� XUgtPH� G$OHåLWRVW
SURP�QQêFK��XUgtPH�WtP�WDNp�MHMLFK�SURPoQOLYRVW��MHVWOLÓH��QDS¯tNODG�\ �REMDVQXMH�

����SURPoQOLYRVWL�D�\ �MHQRP�����S¯HgWHQR�]�LQGH[RYpKR�JUDIX�~SDWt�YODVWQtFK�

gtVHO���MVRX�SÉYRGQt�SURPoQQp�[ ��M ��������P��V�Y\VRNRX�YDKRX�Y�\ �WtP�SiGHPM �

PQRKHP�GÉOHÓLWoMµt�QHÓ�SURPoQQp�[ �V�Y\VRNRX�YDKRX�Y�\ �M �

���.RUHODFH� D� NRYDULDQFH�� SÉYRGQt� SURPoQQp� [ �� M � �������P�� EOt]NR� VHEH� D� QHERM

SURPoQQp�[ �V�PDOêP�~KOHP�PH]L�VYêPL�SUÉYRGLgL�SURPoQQêFK�D�QD�VWHMQp�VWUDQoM

YÉgL� SRgiWNX�PDMt� Y\VRNRX� NODGQRX� NRYDULDQFL� D� Y\VRNRX� NODGQRX� NRUHODFL�
1DRSDN�� SÉYRGQt� SURPoQQp� [ � GDOHNR� RG� VHEH� DQHER� V� YHOLNêP� ~KOHP�PH]LM

SUÉYRGLgL�SURPoQQêFK�MVRX�QHJDWLYQo�NRUHORYiQ\�
��� 6SHNWURVNRSLFNi� GDWD�� YH� VSHNWURVNRSLFNêFK� GDWHFK� MH� ��UR]PoUQê� JUDI

NRPSRQHQWQtFK� YDK� gDVWR� QHMYKRGQoMµt�� ,� ]GH� SODWt� SUDYLGOR�� ÓH� Y\VRNp
NRPSRQHQWQt� YiK\� S¯HGVWDYXMt� Y\VRNRX� GÉOHÓLWRVW� SURPoQQêFK� [ � �YOQRYêFKM

GpOHN��

�F��5R]SW\ORYê�GLDJUDP�NRPSRQHQWQtKR�VNyUH��6FDWWHUSORW��]REUD]XMH�NRPSRQHQWQt
VNyUH�gLOL�KRGQRW\�RE\gHMQo�SUYQtFK�GYRX�KODYQtFK�NRPSRQHQW�X�YµHFK�REMHNWÉ���REU������
'RNRQDOp�UR]SWêOHQt�REMHNWÉ�Y�URYLQo�RERX�KODYQtFK�NRPSRQHQW�YHGH�N�UR]OLµHQt�REMHNWÉ
S¯L�MHMLFK�SRSLVX�SRPRFL�\ �D�\ ��6QDGQR�O]H�Y�URYLQo�QDOp]W�VKOXN�Y]iMHPQo�SRGREQêFK� �

REMHNWÉ�D�GiOH�REMHNW\�RGOHKOp�D�VLOQo�RGOLµQp�RG�RVWDWQtFK��'LDJUDP�NRPSRQHQWQtKR
VNyUH�YµDN�PÉÓH�EêW�L�YH���gL�YtFH�KODYQtFK�NRPSRQHQWiFK�D�Y�URYLQQpP�JUDIX�VH�VOHGXMH
SDN� SRX]H� MHKR� SUÉPoW� GR� URYLQ\�� 7HQWR� GLDJUDP� VH� XÓtYi� N� LGHQWLILNDFL� RGOHKOêFK
REMHNWÉ��LGHQWLILNDFL�WUHQGÉ��W¯tG��VKOXNÉ�REMHNWÉ��N�REMDVQoQt�SRGREQRVWL�REMHNWÉ��DWG��-H
QHPRÓQp� DQDO\]RYDW� YµHFKQ\� GLDJUDP\�� SURWRÓH� MLFK� MH� YHOPL� PQRKR�� XYDÓXMPH
QDS¯tNODG�P���Q�D�SUR�P� ����SURPoQQêFK�H[LVWXMH�P�P������ ����GLDJUDPÉ��SUR�P� ���
SDN����GLDJUDPÉ��SUR�P� ����SDN����GLDJUDPÉ��DWG��2EY\NOH�Y\EtUiPH�GLDJUDP\�\ �YV��

\ ��\ �YV��\ ��\ �YV��\ ��DWG��'UÓtPH�VH�SUYQt�KODYQt�NRPSRQHQW\�\ ��SURWRÓH�Y�Qt�EêYi� � � � � �

QHMYoWµt� PtUD� SURPoQOLYRVWL� Y� GDWHFK�� ,QWHUSUHWDFH� UR]SW\ORYpKR� GLDJUDPX
NRPSRQHQWQtKR�VNRUH�O]H�VKUQRXW�GR�WoFKWR�ERGÉ�

���8PtVW�Qt� REMHNW$�� REMHNW\� GDOHNR� RG� SRgiWNX� MVRX� H[WUpP\�� 2EMHNW\� QHMEOtÓH
SRgiWNX�MVRX�W\SLgWoMµt�

���3RGREQRVW�REMHNW$��REMHNW\�EOt]NR�VHEH�VL�MVRX�SRGREQp��REMHNW\�GDOHNR�RG�VHEH
MVRX�VL�QHSRGREQp�

���2EMHNW\�Y�VKOXNX��REMHNW\�XPtVWoQp�]¯HWHOQo�Y�MHGQRP�VKOXNX�MVRX�VL�SRGREQp�D
S¯LWRP� QHSRGREQp� REMHNWÉP� Y� RVWDWQtFK� VKOXFtFK�� 'RE¯H� RGGoOHQp� VKOXN\
SUR]UD]XMt��ÓH�O]H�QDOp]W�YODVWQt�PRGHO�SUR�VDPRWQê�VKOXN��-VRX�OL�VKOXN\�EOt]NR
VHEH��]QDPHQi�WR�]QDgQRX�SRGREQRVW�REMHNWÉ�

���2VDP�Op�REMHNW\��L]RORYDQp�REMHNW\�PRKRX�EêW�RGOHKOp�REMHNW\��NWHUp�MVRX�VLOQo
QHSRGREQp�RVWDWQtP�REMHNWÉP�



���2GOHKOp� REMHNW\�� Y� LGHiOQtP� S¯tSDGo� EêYDMt� REMHNW\� UR]SWêOHQp� SR� FHOp� SORµH
GLDJUDPX��9�RSDgQpP�S¯tSDGo�MH�QoFR�µSDWQpKR�Y�PRGHOX��RE\gHMQo�MH�S¯tWRPHQ
VLOQo�RGOHKOê�REMHNW��2GOHKOp�REMHNW\�MVRX�WRWLÓ�VFKRSQ\�]ERUWLW�FHOê�GLDJUDP��YH
VURYQiQt�VH�VLOQo�Y\ERgXMtFtP�REMHNWHP�MVRX�RVWDWQt�REMHNW\�QDNXPXORYiQ\�GR
MHGLQpKR�~]NpKR�VKOXNX��3R�RGVWUDQoQt�Y\ERgXMtFtKR�REMHNWX�VH�RVWDWQt�REMHNW\
UR]W¯tGt�SR�FHOp�SORµH�GLDJUDPX�D�WHSUYH�Y\SRYtGDMt�R�H[LVWXMtFtFK�VKOXFtFK�

���3RMPHQRYiQt�REMHNW$��YêVWLÓQi�MPpQD�REMHNWÉ�VORXÓt�N�KOHGiQt�KOXEµtFK�VRXYLVORVWt
PH]L� REMHNW\� D� PH]L� SRMPHQRYDQêPL� KODYQtPL� NRPSRQHQWDPL�� 6QDGQR
RENURXÓtPH�VKOXN\�SRGREQêFK�REMHNWÉ�QHER�QDNUHVOHQtP�VSRMN\�PH]L�REMHNW\
Y\VWLKQHPH��WDN�MHMLFK�I\]LNiOQt�gL�ELRORJLFNê�Y]WDK�

��� 9\VY�WOHQt� PtVWD� REMHNWX�� XPtVWoQt� REMHNWX� QD� SORµH� Y� GLDJUDPX� PÉÓH� EêW
SRURYQiYiQR�V�NRPSRQHQWQtPL�YDKDPL�SÉYRGQtFK�SURPoQQêFK�YH�GYRMQpP�JUDIX
D�SRPRFt�SÉYRGQtFK�SURPoQQêFK�SDN�L�Y\VYoWOHQR��

�G��'YRMQê� JUDI� �%LSORW�� NRPELQXMH� S¯HGFKR]t� GYD� JUDI\�� �REU�� ����� ÒKHO� PH]L
SUÉYRGLgL�GYRX�SURPoQQêFK�[ �D�[ �MH�QHS¯tPR�~PoUQê�YHOLNRVWL�NRUHODFH�PH]L�WoPLWRM N

GYoPD� SURPoQQêPL��ftP� PHQµt� ~KHO�� WtP� YoWµt� NRUHODFH�� .DÓGê� SUÉYRGLg� Pi� VYp
VRX¯DGQLFH�QD�SUYQt�D�QD�GUXKp�KODYQt�NRPSRQHQWo��'pOND�WpWR�VRX¯DGQLFH�MH�~PoUQi
S¯tVSoYNX�SÉYRGQt�SURPoQQp�[ �GR�KODYQt�NRPSRQHW\�gLOL�MH�~PoUQi�NRPSRQHQWQt�Yi]H�M

.RPELQDFH�RERX�S¯HGHµOêFK�JUDIÉ�Y�MHGLQpP�S¯LQiµt�FHQQp�VURYQiQt��MHGHQ�JUDI�SÉVREt
]GH�GRSOQNRYo�YÉgL�GUXKpPX��.G\Ó�VH�YH�GYRMQpP�JUDIX�QDFKi]t�REMHNW�Y�EOt]NRVWL�XUgLWp
SURPoQQp�[ �]QDPHQi�WR��ÓH�WHQWR�REMHNW�$REVDKXMH#�KRGQo�SUiYo�WpWR�SURPoQQp�D�MH�V�QtM

Y�LQWHUDNFL��,QWHUDNFH�SURPoQQêFK�D�REMHNWÉ�XPRÓ£XMH�WDNp�Y\VYoWOLW�XPtVWoQt�REMHNWÉ
YSUDYR�RG�QXO\�QD�RVH�\ ��gL�YOHYR�RG�QXO\��SRPRFt�SR]LFH�SURPoQQêFK�Y�WRPWR�JUDIX��

UHVS��XPtVWoQt�QDKR¯H�RG�QXO\��gL�GROH�RG�QXO\��QD�RVH�\ ��

'LDJQRVWLNRYiQt�þDVWêFK�SUREOpP$�Y�3&$��Y�DQDOê]H�KODYQtFK�NRPSRQHQW�3&$�VH
gDVWR�VHWNiYiPH�V�QiVOHGXMtFtPL�SUREOpP\�

���'DWD�QHREVDKXMt�S�HGSRNOiGDQRX�LQIRUPDFL��Y\VYoWOHQt�JUDIÉ�D�GLDJUDPÉ�PHWRG\
3&$�QHPi�VP\VO��SURWRÓH�E\OR�SURYHGHQR�QoNROLN�]iYDÓQêFK�FK\E�

���8åLWR�S�tOLã�PiOR�KODYQtFK�NRPSRQHQW��Y�PRGHOX�3&$�E\OR�SRXÓLWR�S¯tOLµ�PiOR
ODWHQWQtFK�SURPoQQêFK��1HGRVWDWHgQp�Y\VYoWOHQt�GDW�YHGH�NH�]WUiWo�LQIRUPDFH�
3UREOpP�VH�PÉÓH�Y\¯HµLW�RSoWRYQêP�UR]ERUHP�JUDIX�~SDWt�YODVWQtFK�gtVHO�

���8åLWR� S�tOLã� PQRKR� KODYQtFK� NRPSRQHQW�� Y�PRGHOX� 3&$� E\OR� ]DKUQXWR� S¯tOLµ
PQRKR�ODWHQWQtFK�SURPoQQêFK��FRÓ�PÉÓH�Y\YRODW�YiÓQRX�FK\EX��SURWRÓH�µXP�MH
]DKUQXW�GR�PRGHOX��

���1HRGVWUDQ�Qt�RGOHKOêFK�REMHNW$��RGOHKOp�REMHNW\�PRKRX�EêW�GÉYRGHP�KUXEêFK
FK\E� Y� GDWHFK�� 'R� PRGHOX� MVRX� YWDKRYiQ\� VStµH� KUXEp� FK\E\� QHÓ� ]DMtPDYp
SURPoQOLYRVWL�Y�GDWHFK�REMHNWÉ�

���2GVWUDQ�Qp� RGOHKOp� REMHNW\� REVDKRYDO\� G$OHåLWRX� LQIRUPDFL�� ]WUiWRX� XUgLWêFK
REMHNWÉ�VH�Y\WUDWLOD�GÉOHÓLWi�LQIRUPDFH�]�GDW�D�QDOH]HQê�PRGHO�MH�SURWR�]NUHVOHQê�

��� .RPSRQHQWQt� VNyUH� MH� QHGRVWDWHþQ�� DQDO\]RYiQR�� QHGRVWDWHgQêP� UR]ERUHP
GÉOHÓLWpKR�UR]SW\ORYpKR�GLDJUDPX�E\O\�]DQHGEiQ\�GÉOHÓLWp�U\V\�Y�GDWHFK�

���9\VY�WOHQt�NRPSRQHQWQtFK�YDK�VH�ãSDWQêP�SRþWHP�KODYQtFK�NRPSRQHQW��PÉÓH�YpVW
N�YiÓQpPX�]NUHVOHQt�YêNODGX��0ÉÓH�WRWLÓ�GRMtW�N�Y\MPXWt�GÉOHÓLWêFK�SURPoQQêFK�
SURWRÓH�VH�]GDMt�EêWL�RGOHKOêPL��7HQWR�JUDI�MH�PRVWHP�PH]L�SURVWRUHP�SÉYRGQtFK
SURPoQQêFK�D�SURVWRUHP�KODYQtFK�NRPSRQHQW�3&$��.G\Ó�]YROtPH�µSDWQê�SURVWRU
3&$��WHQWR�PRVW�XÓ�QiP�PQRKR�QHSRPÉÓH�



��� 3�HFHQ�Qt� VWDQGDUGQtFK� GLDJQRVWLN� Y� VRIWZDUH�� MH� W¯HED� KRGQo� UR]YDÓRYDW� D
S¯HPêµOHW� R� ~OR]H� VDPp� D� VSHFLILFNpP� SUREOpPX� ¯HµHQpP� S¯HG� SRKRGOQêP
S¯HEtUiQtP�SRgtWDgRYêFK�YêVOHGNÉ�

���8åLWt� ãSDWQp� S�HG]SUDFRYiQt� GDW�� FK\EQi� S¯HG~SUDYD� GDW� �YH� µNiORYiQt� XÓLWp
FHQWURYiQt� QHER� VWDQGDUGL]DFH�� WUDQVIRUPDFH� ORJDULWPLFNi�� PRFQLQQi�� %R[�
&R[RYD��DWG���PÉÓH�YpVW�NH�]NUHVOHQêP�]iYoUÉP�D�QHSRUR]XPoQt�~OR]H��=SÉVRE
S¯HG~SUDY\�GDW�MH�REHFQo�GiQ�W\SHP�~ORK\�D�GUXKHP�LQVWUXPHQWiOQtFK�GDW�D�PÉÓH
YpVW�WDNp�NH�]WUiWo�LQIRUPDFH�

3RVWXS�PHWRG\�KODYQtFK�NRPSRQHQW�3&$
3UREOpP� PXVt� EêW� VSUiYQo� D� S¯HVQo� GHILQRYiQ�� -H� RGSRYoGQRVWt� ¯HµLWHOH�� DE\� GDWD
REVDKRYDOD�GRVWDWHN�UHOHYDQWQt�LQIRUPDFH�N�¯HµHQt�SUREOpPX��$QL�QHMOHSµt�SRgtWDgRYi
PHWRGD�QHPÉÓH�NRPSHQ]RYDW�QHGRVWDWHN�LQIRUPDFH�Y�GDWHFK��0DWLFRYê�JUDI�NRUHODFH
SURP�QQêFK�VORXÓt�N�]tVNiQt�SRgiWHgQt�LQIRUPDFH�R�FHOpP�GDWRYpP�VRXERUX��2GKDOt��]GD
GDWD�SRW¯HEXMt�µNiORYiQt��3¯L�SUYQtP�VH]QiPHQt�V�GDW\�VH�VH�Y�UiPFL�H[SORUDWRUQt�DQDOê]\�
NDP�WDNp�SDW¯t�PHWRGD�KODYQtFK�NRPSRQHQW�3&$��DSOLNXMH�SUYQt�YêSRgHW�WRXWR�PHWRGRX�
'DWD� MH� REY\NOH� SRW¯HED� µNiORYDW�� DOHVSR£� FHQWURYDW��/]H� Y\]NRXµHW� L� RVWDWQt� IRUP\
S¯HG~SUDY\�GDW��9�WRPWR�VWiGLX�VH�YÓG\�Y\gtVOXMt�YµHFKQ\�KODYQt�NRPSRQHQW\��3UYQt
GLDJUDP\�NRPSRQHQWQtKR�VNyUH�VORXÓt�N�RGKDOHQt�RGOHKOêFK�KRGQRW��W¯tG��VKOXNÉ�D�WUHQGÉ�
-VRX�OL�REMHNW\�UR]W¯tGoQ\�GR�GRE¯H�RGGoOHQêFK�VKOXNÉ��MH�W¯HED�XUgLW�]SÉVRE�MDN�MH�]�GDW
RGGoOLW� D� VKOXN\� SDN� DQDO\]RYDW� RGGoOHQo�� 1LNG\� VH� QHSRNRXµtPH� RGKDORYDW� D
RGVWUD£RYDW�RGOHKOp�SURPoQQp��PRKOR�E\�SDN�GRMtW�N�RGVWUDQoQt�FHQQp�LQIRUPDFH��3R
UHGXNFL�GDWRYpKR�VRXERUX�QD�QoNROLN�SRGVRXERUÉ��NG\�VKOXN\�MVRX�PRGHORYiQ\�RGGoOHQo
VH�]QRYX�DSOLNXMH�PHWRGD�KODYQtFK�NRPSRQHQW�3&$�QD�MHGQRWOLYp�SRGVRXERU\�

���9\ãHW�HQt�LQGH[RYpKR�JUDIX�~SDWt�YODVWQtFK�þtVHO��]�KUDQ\�Y�WRPWR�GLDJUDPX�VH�XUgt
QHMOHSµt�SRgHW�KODYQtFK�NRPSRQHQW�

���9êSRþHW�YODVWQtFK�YHNWRU$�SUR�KODYQt�NRPSRQHQW\��YHGOH�gtVHOQêFK�KRGQRW�VH�XÓtYi
L�Qi]RUQê�gDURYê�GLDJUDP�KRGQRW�YODVWQtFK�gtVHO�YHNWRUÉ��NWHUê�S¯HKOHGQo�LQIRUPXMH�R
]DVWRXSHQt�SÉYRGQtFK�SURPoQQêFK�[ ��M� ���������P��Y�KODYQtFK�NRPSRQHQWiFK�M

���9êSRþHW�NRPSRQHQWQtFK�YDK��PDWLFH�SiURYêFK�NRUHODgQtFK�NRHILFLHQWÉ�XND]XMH�QD
NRUHODFL�SÉYRGQtFK�SURPoQQêFK�V�KODYQtPL�NRPSRQHQWDPL��fDURYê�GLDJUDP�Qi]RUQo
Y\VYoWOXMH�NRUHODgQt�VWUXNWXUX�PH]L�REoPD�GUXK\�SURPoQQêFK��8ÓLYDWHO�Q\Qt�Y\EHUH
SRX]H�SUYQtFK�$�KODYQtFK�NRPSRQHQW�D�Y\WYR¯t�WDN�3&$�PRGHO�

���9\ãHW�HQt�JUDIX�NRPSRQHQWQtFK�YDK�
���9\ãHW�HQt�UR]SW\ORYpKR�GLDJUDPX�NRPSRQHQWQtKR�VNyUH�
���9\ãHW�HQt�GYRMQpKR�JUDIX�
���9\ãHW�HQt�JUDIX�~SDWt�UH]LGXt�REMHNW$��UH]LGXD�REMHNWÉ�D�UH]LGXD�SURPoQQêFK�E\

PoO\�SURND]RYDW�GRVWDWHgQRX�WoVQRVW�SURORÓHQt��1HQt�OL�WRPX�WDN��MH�W¯HED�VH�QDYUiWLW�N
S¯HG~SUDYo�GDW�D�FHOê�YêSRgHW�3&$�RSDNRYDW�

9]RURYi�~ORKD����6OHGRYiQt�VSRW�HE\�SURWHLQ$�Y�(YURS��
6OHGRYiQi� VSRW¯HED� SURWHLQÉ� Y� ��� ]HPtFK� IRUPRX� VSRW¯HE\� �� GUXKÉ� SRWUDYLQ� MH
S¯HGPoWHP� Y\µHW¯HQt�� H[LVWXMH� NRUHODFH� PH]L� SURPoQQêPL"� %XGRX� GDWD� Y\ÓDGRYDW
QoMDNRX�~SUDYX��VWDQGDUGL]DFL�QHER�FHQWURYiQt"�8ND]XMH�JUDI�NRPSRQHQWQtFK�YDK�QD
VLOQo� NRUHOXMtFt� � SURPoQQp"� -VRX� QoNWHUp� SURPoQQp� UHGXQGDQGQt"� /]H� RGKDOLW� Y
UR]SW\ORYpP�GLDJUDPX�NRPSRQHQWQtKR�VNyUH�RGOHKOp�REMHNW\��YêMLPHgQp�FR�GR�VSRW¯HE\



SURWHLQÉ"�.WHUp�]HPo�MVRX�VL�SRGREQp�YH�VSRW¯HEo�SURWHLQÉ"�.RPHQWXMWH�Y]QLNOp�VKOXN\
]HPt� FR� GR� VSRW¯HE\� SURWHLQÉ�� 'DMt� VH� YH� GYRMQpP� JUDIX� RGKDOLW� LQWHUDNFH� PH]L
MHGQRWOLYêPL�SURPoQQêPL�GUXK\�SRWUDYLQ�D�REMHNW\�]HPoPL"
'DWD��L�]QDgt�LQGH[��&HUYHQH�gHUYHQp�PDVR��%tOp�PDVR��9HMFH��0OpNR��5\E\��2ELOQLQ\�
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�HãHQt��N�DQDOê]H�E\O�SRXÓLW�SURJUDP�1&66������

���([SORUDWRUQt�DQDOê]D��5\FKOp�SRVRX]HQt�SRGREQRVWL�PH]L�MHGQRWOLYêPL�REMHNW\�gLOL
¯iGN\�GDWRYp�PDWLFH�XVQDG£XMt�S¯HGHYµtP�V\PERORYp�JUDI\��-HGQRWOLYp�SURPoQQp�MVRX�Y
QLFK��NyGRYiQ\��V�RKOHGHP�QD�MHMLFK�NRQNUpWQt�KRGQRW\�GR�XUgLWêFK�JHRPHWULFNêFK�WYDUÉ�
V\PERO$��.DÓGpPX�REMHNWX�[ ��QDS¯��OpgLYX��DXWX��VORXgHQLQo��WDN�RGSRYtGi�MLVWê�REUD]HFL

]YDQê�V\PERO��9ODVWQRVWL�GDW�VH�SRVX]XMt�V�RKOHGHP�QD�YL]XiOQt�UR]GtO\�PH]L�V\PERO\�
7tP�O]H�Y�MHGQRP�JUDIX�UR]OLµLW�YtFH�SURP�QQêFK�[ ��M� ���������P��3UYQtP�NURNHP�S¯HGM

YODVWQtP� ]REUD]HQtP� GR� V\PEROÉ� MH� REY\NOH� VWDQGDUGL]DFH�� 0H]L� ]iNODGQt� W\S\
]REUD]RYDQêFK�V\PEROÉ�SDW¯t�SURILO\��SRO\JRQ\��WYi�H��N�LYN\�D�VWURP\��

3URILO\�S¯HGVWDYXMt�GYRXUR]PoUQp�]REUD]HQt�P�UR]PoUQêFK�REMHNWÉ��.DÓGê�REMHNW
[ �MH�FKDUDNWHUL]RYiQ�P�SURPoQQêPL��]REUD]HQêPL�]GH�YHUWLNiOQtPL�~VHgNDPL��-HMLFKL

YHOLNRVW�MH�~PoUQi�KRGQRWo�RGSRYtGDMtFt�SURPoQQp�[ ��M� ���������P��3URILO�SDN�Y]QLNiLM

VSRMHQtP�NRQFRYêFK�ERGÉ�WoFKWR�~VHgHN��-H�YKRGQp�SRXÓtW�VWDQGDUGL]RYDQp�SURPoQQp
GOH�Y]RUFH�
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3DSUVN\�GoOt�NUXÓQLFL�HNYLGLVWDQWQo��SURPoQQp�MVRX�VWDQGDUGL]RYiQ\�GR�LQWHUYDOX�>����@�
0H]L�SRO\JRQ\�SDW¯t�JUDI�VOXQHþQtFK�SDSUVN$�D�KY�]GLFRYê�JUDI��

�D��*UDI� VOXQHþQtFK�SDSUVN$�Pi� WYDU� $VOXQtgND#�� NWHUp� VH� VNOiGi� ]� SDSUVNÉ�
]DgtQDMtFtFK� YH� VSROHgQpP� ERGo� D� VSRMXMtFtFK� ~VHgHN�PH]L� SDSUVN\�� NWHUp� WDN� WYR¯t
SRO\JRQ��=GH�NDÓGi�SURPoQQi�[ �REMHNWX�[ �RGSRYtGi�GpOFH�SDSUVNX�Y\FKi]HMtFtKR�]HLM L
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VW¯HGX�VOXQtgND��3DSUVN\�MVRX�UR]PtVWoQ\�HNYLGLVWDQWQo��YH�VWHMQêFK�Y]GiOHQRVWHFK�QD
NUXÓQLFL��D�SURWR�VH�SURYiGt�OLQHiUQt�WUDQVIRUPDFH�GR�LQWHUYDOX�>D���@��NGH�D�MH�]YROHQi
VSRGQt�PH]��RE\gHMQo�D� ����3UR�WXWR�WUDQVIRUPDFL�SODWt��ÓH

NGH�PLQ�[ �MH�PLQLPiOQt�D�PD[�[ �PD[LPiOQt�KRGQRWD�M�Wp�SURPoQQp�REMHNWX�[ �S¯HVLM LM L
7

YµHFKQ\�REMHNW\�[ ��L� ���������Q��.�XUgHQt�VPoUÉ�MHGQRWOLYêFK�SDSUVNÉ�VH�GHILQXMH�MHMLFKL
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~KHO�� ��SUR�NWHUê�SODWtM

=D�VSROHgQê�VW¯HG�SDSUVNÉ�VH�RE\gHMQo�YROt�SRgiWHN�VRX¯DGQLF��3RNXG�Pi�EêW�PD[LPiOQt
GpOND�SDSUVNÉ� URYQD�5�� MH�SRO\JRQ�SUR�REMHNW�[ � VSRMQLFt�P�ERGÉ�S �R�VRX¯DGQLFtFKL LM

7

���$E\�Y]QLNO�X]DY¯HQê�REUD]HF��VSRMXMt�VH�MHµWo�SUYQt

D�SRVOHGQt�ERG�S �D�S ��9]iMHPQp�SRURYQiQt�SRO\JRQÉ�VORXÓt�N�YL]XiOQtPX�SRVRX]HQtL� LP

SRGREQRVWL� REMHNWÉ��9� S¯tSDGo� YHONpKR� SRgWX� SURPoQQêFK�� QDS¯��P�!� ��� EêYi� YµDN
YêVOHGQê�REUi]HN�SRO\JRQÉ�QHS¯HKOHGQê�

�E��+Y�]GLFRYê� JUDI� Y\SDGi� QD� SUYQt� SRKOHG� MDNR� S¯HGFKR]t� JUDI� VOXQtgND�
6HVWiYi� ]� SDSUVNÉ�� UHSUH]HQWXMtFtFK� UHODWLYQt� KRGQRW\� SURPoQQêFK� X� MHGQRWOLYêFK
REMHNWÉ��NWHUp�VH�SUR�NDÓGê�REMHNW�VSRMXMt�Y�MHGQRP�FHQWUiOQtP�ERGo��



2EU���D�+Yo]GLgNRYê�JUDI� 2EU���E�.Otg�N�KYo]GLgNRYpPX�JUDIX�

2EU���D�6OXQtgNRYê�JUDI� 2EU���E�.Otg�NH�VOXQtgNRYpPX�JUDIX�

6WHMQo� VPo¯XMtFt� SDSUVN\� X� UÉ]QêFK� REMHNWÉ� VH� OLµt� VYRMt� GpONRX��1HMNUDWãt� SDSUVHN
LQGLNXMH��ÓH�X�REMHNWX�QDEêYi�S¯tVOXµQi�SURPoQQi�QHMPHQµt�KRGQRW\�]�FHOpKR�YêEoUX�
3RGREQo�QHMGHOãt� SDSUVHN� LQIRUPXMH� R� QHMY\µµt� KRGQRWo� S¯tVOXµQp� SURPoQQp��'pON\
RVWDWQtFK�SDSUVNÉ�VH�SRK\EXMt�SRGOH�UHODWLYQt�YHOLNRVWL�KRGQRW�SURPoQQp�X�S¯tVOXµQpKR
REMHNWX�PH]L�WoPLWR�GYoPD�NUDMQtPL�PH]HPL�

���0HWRGD�KODYQtFK�NRPSRQHQW�
���9\µHW¯HQt�LQGH[RYpKR�JUDIX�~SDWt�YODVWQtFK�gtVHO��



2EU����,QGH[RYê�JUDI�~SDWt�YODVWQtFK�gtVHO�SUR����REMHNWÉ�D���SURPoQQêFK��6&$1�

9ODVWQt�gtVOD�VORXÓt�N�XUgHQt�SRgWX�$��Y\XÓLWHOQêFK��KODYQtFK�NRPSRQHQW��MHÓ�VL�]YROtPH
Y�DQDOê]H�N�GDOµtPX�XÓtYiQt��3URFHQWR�D�NXPXODWLYQt�SURFHQWR�SRSLVXMH�SURPoQOLYRVW�Y
SÉYRGQtFK�SURPoQQêFK��SRSVDQRX�GRW\gQRX�KODYQt�NRPSRQHQWRX��.�GDOµtPX�SRSLVX
SURPoQOLYRVWL�EHUHPH�REY\NOH�WROLN�KODYQtFK�NRPSRQHQW��DE\�E\OR�MLPL�SRSViQR����DÓ
����FHONRYp�SURPoQOLYRVWL��9�WRPWR�S¯tSDGo�VWDgt�XÓtW�SUYQt�GYo��,QGH[RYê�JUDI�~SDWt
YODVWQtFK�gtVHO� MH�YODVWQo� VORXSFRYê�GLDJUDP�YHOLNRVWL�YODVWQtFK�gtVHO�SURWL� VWRXSDMtFt
KRGQRWo�LQGH[X��SR¯DGRYpKR�gtVOD��=REUD]XMH�UHODWLYQt�YHOLNRVW�MHGQRWOLYêFK�YODVWQtFK
gtVHO��8ÓLWHgQp�NRPSRQHQW\�MVRX�WDN�RGGoOHQ\�]¯HWHOQêP�]ORPRYêP�PtVWHP��D�[�RYi
VRX¯DGQLFH�WRKRWR�]ORPX�MH�KOHGDQi�KRGQRWD�LQGH[X��

���9\ãHW�HQt�JUDIX�NRPSRQHQWQtFK�YDK��WHQWR�JUDI�XND]XMH��ÓH�SURPoQQp�%tOp�PDVR�
0OpNR�ýHUYHQp�PDVR�9HMFH�VSROX�VLOQo�NRUHOXMt��

2EU�����*UDI�NRPSRQHQWQtFK�YDK��&RPSRQHQWV�:HLJKWV�3ORW��

8ND]XMH�VH��ÓH�E\�E\OR�YKRGQp�MHMLFK�SRgHW�]UHGXNRYDW�QD�GYo�SURPoQQp��QDS¯��%tOp
PDVR�9HMFH��0H]L�SUÉYRGLgL�RVWDWQtFK�SURPoQQêFK�MH�GRVWDWHgQo�YHONê�~KHO��D�WtP�PDOi
NRUHODFH��3URPoQQp��NWHUp�VSROX�QHNRUHOXMt�PRKRX�EêW�SRQHFKiQ\�YH�YVWXSQtFK�GDWHFK�

���9\ãHW�HQt�UR]SW\ORYpKR�GLDJUDPX�NRPSRQHQWQtKR�VNyUH��QHMGÉOHÓLWoMµt�GLDJUDP
PHWRG\�KODYQtFK�NRPSRQHQW�XND]XMH�FHORX�Y\µHW¯RYDQRX�VWUXNWXUX�REMHNWÉ��W]Q��VKOXN\
REMHNWÉ��L]RORYDQp�REMHNW\��RGOHKOp�REMHNW\��DQRPiOLH��DWG��2EMHNW\�PRKRX�EêW�R]QDgHQ\
WH[WRYêP�SRSLVHP�QHER�gtVHOQo�LQGH[HP��9�SUDYpP�KRUQtP�URKX�VH�GRE¯H�RGGoOLO�VKOXN
REMHNWÉ����$OEDQLH������%XOKDUVNR�������5XPXQVNR������-XJRVOiYLH���NWHUê�SRNUêYi�]HPo



%DONiQX��9\MtPHgQp�SRVWDYHQt�PDMt����3RUWXJDOVNR������âSDQ�OVNR���2VWDWQt�VWiW\�MVRX
NURPo������������Y�MHGQRP�VSROHgQpP�VKOXNX�

2EU�����5R]SW\ORYê�GLDJUDP�NRPSRQHQWQtKR�VNyUH��6FDWWHUSORW��

���9\ãHW�HQt�GYRMQpKR�JUDIX��MH�GÉOHÓLWp�VOHGRYDW�LQWHUDNFL�REMHNWÉ�D�SURPoQQêFK��-H�OL
QoNWHUê�REMHNW�XPtVWoQ�YH�GYRMQpP�JUDIX�QD�VWHMQpP�PtVWo�QHER�DOHVSR£�SREOtÓ�PtVWD
SURPoQQp��MVRX�VSROX�Y�LQWHUDNFL��,QWHUDNFH�SRVORXÓt�LQWHUSUHWDFL�REMHNWÉ�

2EU�����'YRMQê�JUDI��%LSORW�

.ODVLILNDFH�REMHNW$�DQDOê]RX�VKOXN$

+OHGiQtP�VWUXNWXU\�D�Y]iMHPQêFK�YD]HE�Y�REMHNWHFK�VH�]DEêYDMt�NODVLILNDgQt�PHWRG\
YtFHUR]PoUQp�VWDWLVWLFNp�DQDOê]\��.ODVLILNDþQt�PHWRG\�MVRX�SRVWXS\��SRPRFt�NWHUêFK�VH
MHGHQ�REMHNW�]D¯DGt�GR�MHGQp�H[LVWXMtFt�W¯tG\��GLVNULPLQDþQt�DQDOê]D�'$���QHER�SRPRFt
QLFKÓ�O]H�QHXVSR¯iGDQRX�VNXSLQX�REMHNWÉ�XVSR¯iGDW�GR�QoNROLND�YQLW¯Qo�VRXURGêFK�W¯tG
gL�VKOXNÉ��DQDOê]D�VKOXN$�&/8���

$QDOê]D�VKOXNÉ�SDW¯t�PH]L�PHWRG\��NWHUp�VH�]DEêYDMt�Y\µHW¯RYiQtP�SRGREQRVWL
YtFHUR]P�UQêFK�REMHNW$��WM��REMHNWÉ��X�QLFKÓ�MH�]Po¯HQR�YoWµt�PQRÓVWYt�SURPoQQêFK��D
MHMLFK� NODVLILNDFt� GR� W¯tG� gLOL� VKOXN$�� +RGt� VH� ]HMPpQD� WDP�� NGH� REMHNW\� SURMHYXMt
S¯LUR]HQRX� WHQGHQFL� VH� VHVNXSRYDW�� 3RGOH� ]SÉVREX� VKOXNRYiQt� VH� SRVWXS\� GoOt� QD
KLHUDUFKLFNp�D�QHKLHUDUFKLFNp��+LHUDUFKLFNp�VH�GoOt�GiOH�QD�DJORPHUDWLYQt�D�GLYL]Qt�
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+LHUDUFKLFNp�SRVWXS\�MVRX�]DORÓHQ\�QD�SRVWXSQpP�VSRMRYiQt�REMHNWÉ�D�MHMLFK
VKOXNÉ�GR�GDOµtFK��YoWµtFK�VKOXNÉ��1HMSUYH�VH�Y\SRgWH�]iNODGQt�PDWLFH�Y]GiOHQRVWt�PH]L
REMHNW\��8�DJORPHUDWLYQtKR�VKOXNRYiQt�VH�GYD�REMHNW\��MHMLFKÓ�Y]GiOHQRVW�MH�QHMPHQµt�
VSRMt�GR�SUYQtKR�VKOXNX�D�Y\SRgWH�VH�QRYi�PDWLFH�Y]GiOHQRVWt��Y�QtÓ�MVRX�Y\QHFKiQ\
REMHNW\�]�SUYQtKR�VKOXNX�D�QDRSDN�WHQWR�VKOXN�MH�]D¯D]HQ�MDNR�FHOHN��&HOê�SRVWXS�VH
RSDNXMH� WDN� GORXKR�� GRNXG� YµHFKQ\� REMHNW\� QHWYR¯t� MHGHQ� YHONê� VKOXN� QHER� GRNXG
QH]ÉVWDQH�XUgLWê��S¯HGHP�]DGDQê�SRgHW�VKOXNÉ��'LYL]Qt�SRVWXS�MH�REUiFHQê��9\FKi]t�VH
]�PQRÓLQ\� YµHFK� REMHNWÉ� MDNR� MHGLQpKR� VKOXNX� D� MHKR� SRVWXSQêP� GoOHQtP� ]tVNiPH
V\VWpP�VKOXNÉ��DÓ�VNRQgtPH�YH�VWDGLX�MHGQRWOLYêFK�REMHNWÉ��9êKRGRX�KLHUDUFKLFNêFK
PHWRG�MH�QHSRW¯HEQRVW�LQIRUPDFH�R�RSWLPiOQtP�SRgWX�VKOXNÉ�Y�SURFHVX�VKOXNRYiQt��WHQWR
SRgHW�VH�XUgXMH�DÓ�GRGDWHgQo��3¯L�VKOXNRYiQt�Y]QLNDMt�GYD�]iNODGQt�SUREOpP\��

�D�� ]S$VRE� P��HQt� Y]GiOHQRVWt� PH]L� REMHNW\�� L� NG\Ó� H[LVWXMH� FHOi� ¯DGD� PoU
Y]GiOHQRVWt��YtFHUR]PoUQêFK�PHWULN���QHMgDVWoML�VH�XÓtYi�HXNOLGRYVNi�PHWULND��NWHUi�MH
S¯LUR]HQêP�]REHFQHQtP�EoÓQpKR�SRMPX�Y]GiOHQRVWL�

�E��YROED�YKRGQp�VKOXNRYDFt�SURFHGXU\�GOH�]YROHQpKR�]SÉVREX�PHWULN\��0HWRG\
PHWULN\�VKOXNRYiQt�MVRX

0HWRGD�SU$P�URYi��$YHUDJH���Y]GiOHQRVW�GYRX�VKOXNÉ�VH�SRgtWi�MDNR�SUÉPoU�]
PRÓQêFK�PH]LVKOXNRYêFK�Y]GiOHQRVWt�GYRX�REMHNWÉ��NG\�PH]LVKOXNRYRX�Y]GiOHQRVWt
REMHNWÉ� VH� UR]XPt� Y]GiOHQRVW� GYRX� REMHNWÉ�� ]� QLFKÓ� NDÓGê� SDW¯t� GR� MLQpKR� VKOXNX�
1HMEOLÓµt�MVRX�VKOXN\��NWHUp�PDMt�QHMPHQµt�SUÉPoUQRX�Y]GiOHQRVW�PH]L�YµHPL�REMHNW\
MHGQRKR� D� YµHPL� REMHNW\� GUXKpKR� VKOXNX�� 'HQGURJUDP\� PDMt� VWUXNWXUX� SRGREQRX
GHQGURJUDPÉP� PHWRG\� QHMY]GiOHQoMµtKR� VRXVHGD�� SRX]H� VSRMHQt� MH� SURYHGHQR� S¯L
REY\NOH�Y\µµtFK�Y]GiOHQRVWHFK�

0HWRGD�FHQWURLGQt� �&HQWURLG���Y]GiOHQRVW� VKOXNÉ� VH�SRgtWi� MDNR�HXNOLGRYVNi
Y]GiOHQRVW�MHMLFK�WoÓLµ»��1HMEOLÓµt�MVRX�W\�VKOXN\��NWHUp�PDMt�QHMPHQµt�Y]GiOHQRVW�PH]L
WoÓLµWL�

0HWRGD�QHMEOLåãtKR�VRXVHGD��6LQJOH��1HDUHVW���NULWpULHP�SUR�Y\WYi¯HQt�VKOXNÉ�MH
PLQLPXP�]�PRÓQêFK�PH]LVKOXNRYêFK�Y]GiOHQRVWt�REMHNWÉ��0HWRGD�WYR¯t�QRYê�VKOXN�QD
]iNODGo� QHMNUDWµt� Y]GiOHQRVWL�PH]L� VKOXN\� �gL� REMHNW\�� D� QHXPt�SURWR� UR]OLµLW� µSDWQo
VHSDURYDQp�VKOXN\��-H�]GH�VLOQi�WHQGHQFH�NH�WYRUEo�¯HWo]FÉ��®HWo]RYiQt�PÉÓH�YpVWL�DÓ�NH
]FHOD�P\OQêP�]iYoUÉP��MVRX�OL�REMHNW\�QD�RSDgQtFK�NRQFtFK�¯HWo]FH�]FHOD�QHSRGREQp�
1D�GUXKp�VWUDQo�MH�WR�MHGQD�]�PiOD�PHWRG��NWHUi�XPt�UR]W¯tGLW��UR]OLµLW�L�QHHOLSWLFNp�VKOXN\�

0HWRGD�QHMY]GiOHQ�MãtKR�VRXVHGD��&RPSOHWH��)XUWKHVW���SRgtWi�Y]GiOHQRVW�GYRX
VKOXNÉ�MDNR�PD[LPXP�]�PRÓQêFK�PH]LVKOXNRYêFK�Y]GiOHQRVWt�REMHNWÉ��3UREtKi�SRGREQo
MDNR�PHWRGD�6LQJOH� V� MHGQRX�GÉOHÓLWRX�YêMLPNRX��Y]GiOHQRVW� �gL� QHSRGREQRVW��PH]L
VKOXN\�MH�XUgRYiQD�Y]GiOHQRVWt��gL�QHSRGREQRVWt��PH]L�GYoPD�QHMY]GiOHQoMµtPL�REMHNW\�
NDÓGê� S¯LWRP� ]� MLQpKR� VKOXNX�� 3URWR� YµHFKQ\� REMHNW\� YH� VKOXNX� MVRX� QD� ]iNODGo
PD[LPiOQt�Y]GiOHQRVWL�gL�PLQLPiOQt�SRGREQRVWL�YÉgL�REMHNWÉP�YH�GUXKpP�VKOXNX�

0HWRGD�PHGLiQRYi��0HGLDQ���MGH�R�MLVWp�Y\OHSµHQt�FHQWURLGQt�PHWRG\��QHER»�VH
VQDÓt�RGVWUDQLW�UR]GtOQp�$YiK\#��NWHUp�FHQWURLGQt�PHWRGD�GiYi�UÉ]Qo�YHONêP�VKOXNÉP�

:DUGRYD�PHWRGD�MH�]DORÓHQD�QD�PLQLPDOL]DFL�]WUiW\�LQIRUPDFH�S¯L�VSRMHQt�GYRX
W¯tG��9�NDÓGpP�NURNX� MH�XYDÓRYiQ� WDNRYê�PRÓQê�SiU�REMHNWÉ� �gL� VKOXNÉ���DE\�VXPD

gWYHUFÉ�RGFK\OHN�RG�VW¯HGQt�KRGQRW\�(66� � �GRViKOD�S¯L�Y]QLNX�VKOXNX

VYpKR�PLQLPD�
1HKLHUDUFKLFNp�VKOXNRYDFt�PHWRG\��X�PHWRG\�W\SLFNêFK�ERG$��6HHGHG��XÓLYDWHO

QD�]iNODGo�VYêFK�YoFQêFK�]QDORVWt�XUgt��NWHUp�REMHNW\�PDMt�EêW�$W\SLFNêPL#�S¯HGVWDYLWHOL
QRYo� Y\WYR¯HQêFK� VKOXNÉ� D� V\VWpP� SDN� UR]GoOt� REMHNW\� GR� VKOXNÉ� SRGOH� MHMLFK
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HXNOLGRYVNp�Y]GiOHQRVWL�RG�WoFKWR�W\SLFNêFK�REMHNWÉ��9�QHKLHUDUFKLFNêFK�VKOXNRYDFtFK
PHWRGiFK� MH� SRgHW� VKOXNÉ� REY\NOH� S¯HGHP�GiQ�� L� NG\Ó� VH� Y� SUÉEoKX� YêSRgWX�PÉÓH
]PoQLW��=ÉVWiYi�OL�SRgHW�VKOXNÉ�]DFKRYiQ��KRYR¯tPH�R�QHKLHUDUFKLFNêFK�PHWRGiFK�V
NRQVWDQWQtP� SRþWHP� VKOXN$�� Y� RSDgQpP� S¯tSDGo� R� QHKLHUDUFKLFNêFK� PHWRGiFK� V
RSWLPDOL]RYDQêP�SRþWHP�VKOXN$��1HKLHUDUFKLFNp�PHWRG\�]DKUQXMt�GYo�]iNODGQt�YDULDQW\��
RSWLPDOL]DgQt�PHWRG\�D�DQDOê]X�PyGÉ��PHGRLGÉ��2SWLPDOL]DþQt�QHKLHUDUFKLFNp�PHWRG\
KOHGDMt� RSWLPiOQt� UR]NODG� S¯H¯D]RYiQtP� REMHNWÉ� ]H� VKOXNX� GR� VKOXNX� V� FtOHP
PLQLPDOL]RYDW� QHER� PD[LPDOL]RYDW� QoMDNRX� FKDUDNWHULVWLNX� UR]NODGX�� 0HWRG\�
R]QDgRYDQp�MDNR�DQDOê]D�PyG$��PHGRLG$�S¯HGVWDYXMt�KOHGiQt�UR]NODGX�GR�VKOXNÉ��NGH
VKOXN\� MVRX� FKiSiQ\� MDNR� PtVWD� VH� ]YêµHQRX� NRQFHQWUDFt� REMHNWÉ� Y�P�UR]PoUQpP
SURVWRUX�SURPoQQêFK�

0tVWR�YêFKR]t�PDWLFH�Y]GiOHQRVWt�PÉÓH�EêW�Y�QoNWHUêFK�S¯tSDGHFK�NH�VKOXNRYiQt
SRXÓLWD�L�NRUHODþQt�PDWLFH��

�D��+LHUDUFKLFNp�VKOXNRYiQt�
$QDOê]D� VKOXNÉ� SDW¯t� PH]L� PHWRG\�� ]DEêYDMtFt� VH� Y\µHW¯RYiQtP� SRGREQRVWL
YtFHUR]PoUQêFK�REMHNWÉ��WM��REMHNWÉ��X�QLFKÓ�MH�]Po¯HQR�YoWµt�PQRÓVWYt�SURPoQQêFK��D
MHMLFK� UR]W¯tGoQtP� GR� W¯tG� gLOL� VKOXN$�� +RGt� VH� ]HMPpQD� WDP�� NGH� REMHNW\� SURMHYXMt
S¯LUR]HQRX� WHQGHQFL� VH� VHVNXSRYDW�� $QDOê]RX� VKOXNÉ� EXGHPH� VOHGRYDW� D� Y\µHW¯RYDW
SRGREQRVW�REMHNWÉ��DQDO\]RYDQRX�SRPRFt�GHQGURJUDPX�REMHNW$��D�MHGQDN�SRGREQRVW
SURPoQQêFK�DQDO\]RYDQRX�SRPRFt�GHQGURJUDPX�SURP�QQêFK��

'HQGURJUDP��GLDJUDP�VKOXN$�QHER�YêYRMRYê�VWURP� VH�REMHYt�SRX]H�Y�S¯tSDGo
]DGiQt� KRGQRW� SÉYRGQtFK� SURPoQQêFK� D� QLNROL� PDWLFt� Y]GiOHQRVWt�� 9êVOHGNHP� MH
]REUD]HQt�KRGQRW�YH�GYRMUR]PoUQpP�SURVWRUX��NGH�RV\�WYR¯t�]DGDQp�SURPoQQp��2EMHYt
VH�WDNp�$RENURXÓHQt#�REMHNWÉ�Y�MHGQRWOLYêFK�VKOXFtFK�

'HQGURJUDP� SRGREQRVWL� REMHNW$� MH� VWDQGDUGQt� YêVWXS� KLHUDUFKLFNêFK
VKOXNRYDFtFK�PHWRG��]H�NWHUpKR�MH�SDWUQi�VWUXNWXUD�REMHNWÉ�YH�VKOXFtFK�

'HQGURJUDP�SRGREQRVWL� SURP�QQêFK� RGKDOXMH� QHMgDVWoML� GYRMLFH� gL� WURMLFH
�REHFQo�P�WLFH��SURPoQQêFK��NWHUp�MVRX�VL�YHOPL�SRGREQp�D�VLOQo�VSROX�NRUHOXMt��2GKDOXMH
SURPoQQp��NWHUp�MVRX�YH�VSROHgQpP�VKOXNX��NWHUp�MVRX�VL�WtP�SiGHP�]QDgQo�SRGREQp�D
NWHUp�MVRX�WDNp�Y]iMHPQo�QDKUDGLWHOQp��7R�Pi�]QDgQê�Yê]QDP�S¯L�SOiQRYiQt�H[SHULPHQWX
D�UHVSHNWRYiQt�~VSRUQêFK�HNRQRPLFNêFK�NULWpULt��1oNWHUp�YODVWQRVWL��gL�SURPoQQp��QHQt
W¯HED�YÉEHF�Po¯LW��SURWRÓH�MVRX�VQDGQR�QDKUDGLWHOQp�MLQêPL�D�QHS¯LVStYDMt�GR�FHONX�YHONRX
Y\SRYtGDFt�VFKRSQRVWt��

0tUD� Y�URKRGQRVWL�� GHQGURJUDP� O]H� VHVWURMLW� FHORX� ¯DGX� WHFKQLN�� 3UYQtP
NULWpULHP�MHKR�YoURKRGQRVWL�gLOL�WoVQRVWL�SURORÓHQt��MHÓ�QHMOpSH�RGSRYtGi�VWUXNWX¯H�REMHNWÉ
D� SURPoQQêFK� PH]L� REMHNW\� MH� NRIHQHWLFNê� NRUHODþQt� NRHILFLHQW� &&�� -H� WR� GUXK
NRUHODgQtKR�NRHILFLHQWX�PH]L�VNXWHgQRX�D�GHQGURJUDPHP�SUHGLNRYDQRX�Y]GiOHQRVWt��-H�OL
WDWR�KRGQRWD�YoWµt�QHÓ������� MH�REY\NOH�QXORYi�K\SRWp]D�R�GDQp�VWUXNWX¯H�]DPtWQXWD�
+RGQRWD�����VYoGgt��ÓH�GHQGURJUDP�YÉEHF�QHRGSRYtGi�VNXWHgQp�VWUXNWX¯H�GDW�

'UXKêP� NULWpULHP� WoVQRVWL� SURORÓHQt� MH� NULWpULXP� GHOWD���� NWHUp� Po¯t� VWXSH£
S¯HWYR¯HQt��GLVWRU]H�VStµH�QHÓ�VWXSH£�SRGREQRVWL��.ULWpULXP�GHOWD�MH�GHILQRYDQp�Y]WDKHP



NGH�$� �����QHER���D�G �MH�Y]GiOHQRVW��]tVNDQi�]�GHQGURJUDPX��+RGQRW\�GHOWD�EOt]Np�QXOH

LM

MVRX�ÓiGRXFt��®DGD�DXWRUÉ�XNi]DOD��ÓH�PHWRGD�SUÉPoURYi�YHGH�REY\NOH�N�QHMOHSµtPX
GHQGURJUDPX�

3RVWXS�VKOXNRYp�DQDOê]\
���9ROED�YVWXSQt�GDWDEi]H��]DGiYi�VH�W\S�GDW��D��SURPoQQêFK��VORXSFÉ��DQDO\]RYDQêFK

REMHNWÉ��¯iGNÉ����E��VORXSFÉ�PDWLFH�Y]GiOHQRVWt���F��VORXSFÉ�NRUHODgQt�PDWLFH�
���9ROED�GUXKX�YHOLþLQ��]DGiYi�VH� W\S�XÓLWêFK�YHOLgLQ�Y�GDWHFK��NWHUi�PRKRX�EêW� �D�

LQWHUYDORYi���E��RUGLQiOQt���F��QRPLQiOQt���G��V\PHWULFNi�ELQiUQt���H��DV\PHWULFNi
ELQiUQt���I��SRPoURYi�

���1i]HY� REMHNW$�� ]DGiQt� SRMPHQRYiQt� gL� MPHQ� MHGQRWOLYêFK� REMHNWÉ�� XPtVWoQêFK� Y
¯iGFtFK��NWHUp�VH�PRKRX�REMHYLW�Y�GHQGURJUDPX�PtVWR�LQGH[É��SR¯DGRYêFK�gtVHO�
REMHNWÉ�

���7\S�VKOXNRYDFt�WHFKQLN\��YROED�PHWRG\�]�PRÓQRVWt��MHGQRGXFKi�SUÉPoURYi��$YHUDJH��
VNXSLQRYpKR� SUÉPoUX�� FHQWURLGQt� �&HQWURLG��� QHMEOLÓµtKR� VRXVHGD� �6LQJOH�
1HDUHVW���QHMY]GiOHQoMµtKR�VRXVHGD��&RPSOHWH��)XUWKHVW���PHGLiQRYi��0HGLDQ��
:DUGRYD��D�IOH[LELOQt�

��� 9ROt� VH� GUXK� XåLWp� Y]GiOHQRVWL�� Y]GiOHQRVWL� PRKRX� EêW� (XNOHLGRYD� PHWULND� gLOL
JHRPHWULFNi� Y]GiOHQRVW�� +DPPLQJRYD�PHWULND� gLOL�0DQKDWWDQVNi� Y]GiOHQRVW�
]REHFQoQi�0LQNRZVNLKR�PHWULND�D�0DKDODQRELVRYD�PHWULND��

��� 3RVWXS� OLQNRYiQt� D� ]D�D]HQt� GR� VKOXN$�� WDEHOiUQt� YêSRgHW� Y]GiOHQRVWt� �QHER
SRGREQRVWt��PH]L�REMHNW\�D�VKOXN\�D�SRVWXSQp�Y\WYi¯HQt�GHQGURJUDPX��3RVWXS\
MVRX�����PHWRGRX�KLHUDUFKLFNpKR�VKOXNRYiQt������VKOXNRYiQt�PHWRGRX�QHMEOLÓµtFK
VW¯HGÉ������VKOXNRYiQt�PHWRGRX�VW¯HGÉ�PHGRLGÉ��D�����PHWRGRX�IX]]\�VKOXNRYiQt�

9]RURYi�~ORKD����.ODVLILNDFH�VSRW�HE\�SURWHLQ$�Y�(YURS�
6OHGRYiQi� VSRW¯HED� SURWHLQÉ� Y� ��� ]HPtFK� IRUPRX� VSRW¯HE\� �� GUXKÉ� SRWUDYLQ� MH
S¯HGPoWHP�NODVLILNDFH��.WHUp�]HPo�MVRX�VL�SRGREQp�YH�VSRW¯HEo�SURWHLQÉ"�.RPHQWXMWH
Y]QLNOp�VKOXN\�]HPt�FR�GR�VSRW¯HE\�SURWHLQÉ��
�HãHQt��'HQGURJUDP�SRGREQRVWL�SURPoQQêFK�REVDKXMH�GYRMLFH�QHER�WURMLFH�SURPoQQêFK�
NWHUp�MVRX�VL�YHOPL�SRGREQp�D�VLOQo�VSROX�NRUHOXMt��0HWRGRX�QHMEOLÓµtKR�VRXVHGD�MVRX�WR
WURMLFH�ýHUYHQp�PDVR�%tOp�PDVR�9HMFH��N�WRPX�VH�S¯LGUXÓXMH�WDNp�SURPoQQi�0OpNR��'DOµt
GYRMLFH�MH�2ELOQLQ\�2�HFK\��REU����D���0HWRGD�QHMY]GiOHQoMµtKR�VRXVHGD�XND]XMH�QD��
GYRMLFH��SUYQt�GYRMLFH�ýHUYHQp�PDVR�0OpNR��GUXKi�%tOp�PDVR�9HMFH��W¯HWt�5\E\�âNURE�
gWYUWi�2ELOQLQ\�2�HFK\��REU����E���0DWRGD�:DUGRYD�SRVN\WOD�VWHMQp�VKOXN\�MDNR�PHWRGD
QHMY]GiOHQoMµtKR�VRXVHGD�



2EU�� ��D� 'HQGURJUDP� SURPoQQêFK� PHWRGRX
QHMEOLÓµtKR�VRXVHGD

2EU�� ��E� 'HQGURJUDP� SURPoQQêFK� PHWRGRX
QHMY]GiOHQoMµtKR�VRXVHGD

2EU�� ��F� 'HQGURJUDP� SURPoQQêFK� PHWRGRX
SUÉPoURYRX

2EU�� ��G� 'HQGURJUDP� SURPoQQêFK� PHWRGRX
:DUGRYRX

1HMGÉOHÓLWoMµtP�GHQGURJUDPHP�MH�GHQGURJUDP�SRGREQRVWL�REMHNWÉ��]H�NWHUpKR�MH�SDWUQi
VWUXNWXUD�REMHNWÉ�YH�VKOXFtFK��UR]W¯tGoQt�VWiWÉ�(YURS\�GOH�VSRW¯HE\�SURWHLQÉ�QD�]iNODGo
��NULWpULt�D�Y]iMHPQp�SRGEQRVWL�

2EU�� ��D� 'HQGURJUDP� REMHNWÉ� PHWRGRX
QHMEOLÓµtKR�VRXVHGD��0LQLWDE

2EU�� ��E� 'HQGURJUDP� REMHNWÉ� PHWRGRX
QHMY]GiOHQoMµtKR�VRXVHGD��0LQLWDE



2EU�� ��F� 'HQGURJUDP� REMHNWÉ� PHWRGRX
SUÉPoURYRX��0LQLWDE

2EU�� ��G� 'HQGURJUDP� REMHNWÉ� PHWRGRX
:DUGRYRX��0LQLWDE

9]RURYi�~ORKD����.ODVLILNDFH�]GURM$�SLWQp�YRG\�
1D� ��� Y]RUFtFK� ]GURMÉ� SLWQp� YRG\� E\OR� VWDQRYHQR� ��� SURPoQQêFK� NYDOLW\�� -H� W¯HED
Y\µHW¯LW��]GD�NUDELFRYê�JUDI�XND]XMH�QXWQRVW�GDWD�VWDQGDUGL]RYDW��]GD�O]H�QDOp]W�Y\ERþXMtFt
REMHNW\��UHVS��MHMLFK�SURPoQQp��]GD�H[LVWXMH�NRUHODFH�PH]L�SURPoQQêPL��]GD�XND]XMH�JUDI
NRPSRQHQWQtFK�YDK�QD�NRUHOXMtFt�SURPoQQp��]GD�MVRX�QoNWHUp�SURPoQQp�UHGXQGDQGQt��]GD
O]H� RGKDOLW� Y� UR]SW\ORYpP� GLDJUDPX� NRPSRQHQWQtKR� VNyUH� RGOHKOp� REMHNW\�� ]GD� O]H
SRVRXGLW�SRGREQRVW�REMHNW$�VKOXNRYRX�DQDOê]RX�NODVLILNDFL�]GURMÉ��
'DWD�� (���L�LQGH[�Y]RUNX��(���[��REVDK�GXVLgQDQÉ�>PJ�O@��(���[��REVDK�GXVLWDQÉ
>PJ�O@��(���[��REVDK�FKORULGÉ�>PJ�O@��(���[��REVDK�FHONRYpKR�FKORUX�>PJ�O@��(���[�
REVDK�VtUDQÉ�>PJ�O@��(���[��REVDK�IRVIRUHgQDQÉ�>PJ�O@��(���[��REVDK�DPRQQêFK�VROt
>PJ�O@��(���[��REVDK�YiSQtNX�>PJ�O@��(���[��REVDK�KR¯gtNX�>PJ�O@��(���[���REVDK
ÓHOH]D��FHONRYpKR��>PJ�O@��(���[���REVDK�PDQJDQX�>PJ�O@��(���[���S+��(���[���.1.�
(���[���=1.��(���[���YRGLYRVW��(���[���QHUR]SXµWoQp�OiWN\�>PJ�O@�

L [ [ [ [ [ [ [ [ [ [ [ [ [ [ [ [� � � � � � � � � �� �� �� �� �� �� ��

� ��� ���� �� �� ����� ���� ���� ��� �� ����� ���� ���� ��� ���� ��� ����

�� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� ��

�� ���� ���� ��� ��� ����� ���� ���� ��� �� ����� ���� ���� ��� ���� ��� ����

�HãHQt��
$��0HWRGD�KODYQtFK�NRPSRQHQW
���9\ãHW�HQt�LQGH[RYpKR�JUDIX�~SDWt�YODVWQtFK�þtVHO��

2EU�����,QGH[RYê�JUDI�~SDWt�YODVWQtFK�gtVHO�SUR����REMHNWÉ�D����SURPoQQêFK��6&$1�



8ÓLWHgQp�NRPSRQHQW\�MVRX�QD�REU�����RGGoOHQ\�]¯HWHOQêP�]ORPRYêP�PtVWHP��D�[�RYi
VRX¯DGQLFH�WRKRWR�]ORPX�MH�KOHGDQi�KRGQRWD�LQGH[X����

���9\ãHW�HQt� JUDIX�NRPSRQHQWQtFK� YDK��SURYHGH� VH� SRURYQiQtP�Y]GiOHQRVWt�PH]L
SURPoQQêPL� D� GRVSoMH� VH� N� ]iYoUX�� ÓH� NUiWNi� Y]GiOHQRVW�PH]L� GYoPD� SURPoQQêPL
]QDPHQi�VLOQRX�NRUHODFL��

2EU�����*UDI�NRPSRQHQWQtFK�YDK��&RPSRQHQWV�:HLJKWV�3ORW��

*UDI� XND]XMH�� MDNRX� PoURX� S¯LVStYDMt� MHGQRWOLYp� SÉYRGQt� SURPoQQp� GR� KODYQtFK
NRPSRQHQW�� /]H� Qi]RUQo� Y\VYoWOLW�� MDN� MHGQRWOLYp� SÉYRGQt� SURPoQQp� [ �� M � ������� ���M

S¯LVStYDMt�GR�SUYQt�KODYQt�NRPSRQHQW\�\ �QHER�GR�GUXKp�KODYQt�NRPSRQHQW\�\ ��1oNWHUp� �

SÉYRGQt�SURPoQQp�[ �S¯LVStYDMt�NODGQRX�YDKRX��QoNWHUp�]iSRUQRX��3ÉYRGQt�SURPoQQp�[ �M M

M � ������� ���� EOt]NR� VHEH� D� QHER� SURPoQQp� [ � V�PDOêP� ~KOHP�PH]L� VYêPL� SUÉYRGLgLM

SURPoQQêFK�D�QD�VWHMQp�VWUDQo�YÉgL�SRgiWNX�PDMt�Y\VRNRX�NODGQRX�NRYDULDQFL�D�Y\VRNRX
NODGQRX�NRUHODFL��1DRSDN��SÉYRGQt�SURPoQQp�[ �GDOHNR�RG�VHEH�DQHER�V�YHOLNêP�~KOHPM

PH]L� SUÉYRGLgL� SURPoQQêFK� MVRX� QHJDWLYQo� NRUHORYiQ\�� 8ND]XMH� VH� XÓLWHgQp�� DE\
SÉYRGQt�SURPoQQp��NWHUp�VSROX�VLOQo�NRUHOXMt�E\O\�]�GDW�RGVWUDQoQ\�

���9\ãHW�HQt�UR]SW\ORYpKR�GLDJUDPX�NRPSRQHQWQtKR�VNyUH��QHMGÉOHÓLWoMµt�GLDJUDP
PHWRG\�KODYQtFK�NRPSRQHQW�XND]XMH�FHORX�Y\µHW¯RYDQRX�VWUXNWXUX�REMHNWÉ��W]Q��VKOXN\
REMHNWÉ��L]RORYDQp�REMHNW\��RGOHKOp�REMHNW\��DQRPiOLH��DWG��



2EU�����5R]SW\ORYê�GLDJUDP�NRPSRQHQWQtKR�VNyUH��6FDWWHUSORW��

2EMHNW\�PRKRX�EêW�R]QDgHQ\�WH[WRYêP�SRSLVHP�QHER�MDNR�QD�REU�����gtVHOQo�LQGH[HP�
/]H�GRVSoW�N�WoPWR�]iYoUÉP�
���8PtVW�Qt�REMHNW$��REMHNW\�GDOHNR�RG�SRgiWNX�������������������DWG���MVRX�H[WUpP\�
2EMHNW\�QHMEOtÓH�SRgiWNX����������������������DWG���MVRX�W\SLgWoMµt�

���3RGREQRVW�REMHNW$��REMHNW\�EOt]NR�VHEH��QDS¯�����D����D����D�����VL�MVRX�SRGREQp�
REMHNW\�GDOHNR�RG�VHEH��QDS¯����D�������D�����DWG��MVRX�VL�QHSRGREQp�

���2EMHNW\�Y�VKOXNX��REMHNW\�XPtVWoQp�]¯HWHOQo�Y�MHGQRP�VKOXNX��QDS¯�����������������
����������������DWG�� MVRX�VL�SRGREQp�D�S¯LWRP�QHSRGREQp�REMHNWÉP�Y�RVWDWQtFK
VKOXFtFK��QDS¯������������������DWG����'RE¯H�RGGoOHQp�VKOXN\�SUR]UD]XMt��ÓH�O]H�QDOp]W
YODVWQt�PRGHO�SUR�VDPRWQê�VKOXN��-VRX�OL�VKOXN\�EOt]NR�VHEH��]QDPHQi�WR�]QDgQRX
SRGREQRVW�REMHNWÉ�

���2VDP�Op�REMHNW\��L]RORYDQp�REMHNW\�����������PRKRX�EêW�RGOHKOp�REMHNW\��NWHUp�MVRX
VLOQo�QHSRGREQp�RVWDWQtP�REMHNWÉP�

���2GOHKOp� REMHNW\�� Y� LGHiOQtP� S¯tSDGo� EêYDMt� REMHNW\� UR]SWêOHQp� SR� FHOp� SORµH
GLDJUDPX��9�RSDgQpP�S¯tSDGo�MH�QoFR�µSDWQpKR�Y�PRGHOX��RE\gHMQo�MH�S¯tWRPHQ
VLOQo�RGOHKOê�REMHNW�����������������2GOHKOp�REMHNW\�MVRX�WRWLÓ�VFKRSQ\�]ERUWLW�FHOê
GLDJUDP�� YH� VURYQiQt� VH� VLOQo� Y\ERgXMtFtP� REMHNWHP� MVRX� RVWDWQt� REMHNW\
QDNXPXORYiQ\�GR�MHGLQpKR�~]NpKR�VKOXNX��3R�RGVWUDQoQt�Y\ERgXMtFtKR�REMHNWX�VH
RVWDWQt�REMHNW\�UR]W¯tGt�SR�FHOp�SORµH�GLDJUDPX�D�WHSUYH�Y\SRYtGDMt�R�H[LVWXMtFtFK
VKOXFtFK�

���9\ãHW�HQt�GYRMQpKR�JUDIX��MH�GÉOHÓLWp�VOHGRYDW�LQWHUDNFL�REMHNWÉ�D�SURPoQQêFK�QD
REU������-H�OL�QoNWHUê�REMHNW�XPtVWoQ�YH�GYRMQpP�JUDIX�QD�VWHMQpP�PtVWo�QHER�DOHVSR£
SREOtÓ�PtVWD�SURPoQQp��MVRX�VSROX�Y�LQWHUDNFL��,QWHUDNFH�SRVORXÓt�LQWHUSUHWDFL�REMHNWÉ�
'RNRQDOp�UR]SWêOHQt�REMHNWÉ�Y�URYLQo�RERX�KODYQtFK�NRPSRQHQW�YHGH�N�UR]OLµHQt�REMHNWÉ
S¯L�MHMLFK�SRSLVX�SRPRFL�\ �D�\ ��� �



2EU�����'YRMQê�JUDI��%LSORW�

%��.ODVLILNDþQt�PHWRGD�VKOXN$
9�SUYpP�VWiGLX�VH�Y\µHW¯XMH�SRGREQRVW�SURPoQQêFK��D�WtP�VH�WDNp�RGKDOXMH�VLOQi�NRUHODFH
SURPoQQêFK��2GKDOt�VH��NWHUi�SÉYRGQt�SURPoQQi�MH�QDGE\WHgQi�D�NWHURX�O]H�Y\QHFKDW�D
QDKUDGLW�MLQRX��ftP�QLÓµt�MH�VSRMND�GYRX�REMHNWÉ��WtP�MVRX�VL�REMHNW\�SRGREQoMµt�

2EU�� ��D� 'HQGURJUDP� SURPoQQêFK� PHWRGRX
QHMEOLÓµtKR�VRXVHGD

2EU�� ��E� 'HQGURJUDP� SURPoQQêFK� PHWRGRX
QHMY]GiOHQoMµtKR�VRXVHGD

0HWRGRX�QHMEOLÓµtKR�VRXVHGD�O]H�QDOp]W�µHVW�GYRMLF�YHOLFH�VL�SRGREQêFK�SURPoQQêFK�
1HMYtFH� MVRX� VL� SRGREQp� SURPoQQp� YH� GYRMLFtFK�� [���.1.��[���=1.�� D� [��62 ���

��

[��&D���3RQoNXG�PpQoMVRX�VL�SRGREQp�SURPoQQp�YH�GYRMLFL�[��12 ��[��32 ��D�WDNp� �
� ��

YH�GYRMLFL�[��1+ ��[���0Q���1HMPpQo�MVRX�VL�SRGREQp�SURPoQQp�YH�GYRMLFL�[��12 ��� �
� �

[���S+���9êMLPHgQp�SRVWDYHQt�Pi�SURPoQQi�[����VUDåHQLQD���NWHUi�VL�QHQt�SRGREQi�V
ÓiGQRX�MLQRX�SURPoQQRX�
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SUÉPoURYRX

2EU�� ��G� 'HQGURJUDP� SURPoQQêFK� PHWRGRX
:DUGRYRX

:DUGRYD�PHWRGD�MH�MHGQRX�]�QHMQiURgQoMµtFK�YH�YêSRgWX�D�WDNp�QHMS¯tVQoMµt�QD�WYRUEX
VKOXNÉ��2GKDOLOD�µHVW�VKOXNÉ��µHVW�GYRMLFK�SRGREQêFK�SURPoQQêFK��'RVSoOD�N�SRGREQêP
]iYoUÉP�MDNR�PHWRGD�QHMEOLÓµtKR�VRXVHGD�
9�GUXKpP�VWiGLX�NODVLILNDFH�WYRUERX�VKOXNÉ�VH�Y\µHW¯XMH�SRGREQRVW�REMHNWÉ�]GURMÉ

SLWQp�YRG\��MDNR�QHMGÉOHÓLWoMµt�giVW�NODVLILNDgQt�DQDOê]\��-GH�R�RGKDOHQt�Y\ERgXMtFtFK
]GURMÉ��NWHUp�MVRX�VLOQo�QHSRGREQp�RVWDWQtP��NWHUp�PDMt�DQRPiOQt�KRGQRW\�SURPoQQêFK�

2EU�� ��D� 'HQGURJUDP� REMHNWÉ� PHWRGRX
QHMEOLÓµtKR�VRXVHGD��0LQLWDE

2EU�� ��E� 'HQGURJUDP� REMHNWÉ� PHWRGRX
QHMY]GiOHQoMµtKR�VRXVHGD��0LQLWDE

2EU�� ��F� 'HQGURJUDP� REMHNWÉ� PHWRGRX
SUÉPoURYRX��0LQLWDE

2EU�� ��G� 'HQGURJUDP� REMHNWÉ� PHWRGRX
:DUGRYRX��0LQLWDE
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Analýza faktoriálního experimentu

Longitudinální data

Eva Jarošová
Škoda Auto Vysoká škola

VŠE v Praze

Obsah
• Faktoriální experiment

• Vyhodnocení experimentu pomocí ANOVA

• Vyhodnocení experimentu pomocí GLM

• Způsob provedení experimentu a předpoklady 
klasického lineárního modelu

• Popis experimentu
– analýza růstu kvasinek v různých prostředích 

• Lineární model se smíšenými efekty

• Postup při konstrukci modelu

Faktoriální experiment
2 faktory, 2 replikace 

 B1 B2 B3 
A1 •  •  •  •  •  •  
A2 •  •  •  •  •  •  

 
Y velikost kolonie

A teplota (10°C, 20°C)

B koncentrace NaCl (0 %, 1 %, 2 %)

experiment 2 x 3

Cíl analýzy a hlavní zásady 
experimentování

• Zjistit, zda teplota a koncentrace ovlivňují velikost kolonie
• Zjistit, zda faktory nepůsobí v interakci

Zásady
• Výběr malého počtu úrovní faktorů
• Kombinace úrovní podle faktoriálního návrhu
• Opakování zkoušek při stejné kombinaci
• Vyváženost experimentu (stejný počet opakování při 

všech kombinacích)
• Znáhodnění
• Uspořádání do bloků 

Vyhodnocení - ANOVA

( )ijk i j ij ijky µ α β αβ ε= + + + +

efekt i-té úrovně faktoru A

efekt j-té úrovně faktoru B

efekt interakce AB

Hlavní cíl: testování existence hlavních efektů a interakcí

model

0 1 2H : 0α α= =

0 1 2 3H : 0β β β= = =

0 11 12 23H : ( ) ( ) ... ( ) 0αβ αβ αβ= = = =

Testy složených hypotéz Předpoklady o  náhodné složce: 

nulová střední hodnota, konstantní rozptyl, nezávislost 
pozorování, normalita

Ověření předpokladů graficky

           Df Sum of Sq  Mean Sq  F Value       Pr(F)  

        A   1  10.38902 10.38902 221.1468 0.000000000 

        B   2   2.55866  1.27933  27.2325 0.000000000 

       AB   2   0.48304  0.24152   5.1411 0.006411935 

Residuals 282  13.24778  0.04698                      

Při odhadu parametrů doplňující podmínka
2 3 2 3

1 1 1 1

( ) ( ) 0i j ij ij
i j i j

α β αβ αβ
= = = =

= = = =∑ ∑ ∑ ∑
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= +y Xβ ε

Vyhodnocení - obecný lineární 
model (GLM)

y odezva (N x 1)

X matice návrhu (N x p)

β neznámé parametry (p x 1)
ε náhodné chyby (N x 1)

2( , )N σ0 IεPředpoklad:

Odhad 1ˆ ( )T T−=β X X X y

Cíl: odhad parametrů (velikosti efektů) a testování jejich 
významnosti

Zařazení kategoriální proměnné
( )ijk i j ij ijky µ α β αβ ε= + + + +

kombinace 
úrovní 

 A B A ⋅ B 

A1B1  1  1   1      

A1B2  1   1   1     

A1B3  1    1   1    

A2B1   1 1      1   

A2B2   1  1      1  

A2B3   1   1      1 

1 1 0 1 0 0 1 0 0 0 0 0
1 1 0 0 1 0 0 1 0 0 0 0
1 1 0 0 0 1 0 0 1 0 0 0
1 0 1 1 0 0 0 0 0 1 0 0
1 0 1 0 1 0 0 0 0 0 1 0
1 0 1 0 0 1 0 0 0 0 0 1

 
 
 
 

=  
 
 
  
 

X

1 2 1 2 3 11 12 23( , , , , , , ( ) , ( ) ,..., ( ) )Tµ α α β β β αβ αβ αβ=β

i=1,2   
j=1,2,3

Parametrizace modelu I

1ˆ ( )T T−=β X X X y

Cíl: dosažení úplné hodnosti matice X

1 1 1 0 1 0
1 1 0 1 0 1
1 1 1 1 1 1
1 1 1 0 1 0
1 1 0 1 0 1
1 1 1 1 1 1

 
 
 
 − − − −

=  − − 
 − −
  − − − 

X

1 1 2 11 12( , , , , ( ) , ( ) )Tµ α β β αβ αβ=β

2 3

1 1

2 3

1 1

0

( ) ( ) 0

i j
i j

ij ij
i j

α β

αβ αβ

= =

= =

= =

= =

∑ ∑

∑ ∑

Odpovídá podmínkám

kombinace 
úrovní 

vyrovnaná hodnota (odpovídající modelu) 

A1B1 1 1 11( )µ α β αβ+ + +  

A1B2 1 2 12( )µ α β αβ+ + +  

A1B3 1 1 2 11 12( ) ( )µ α β β αβ αβ+ − − − −  

A2B1 1 1 11( )µ α β αβ− + −  

A2B2 1 2 12( )µ α β αβ− + −  

A2B3 1 1 2 11 12( ) ( )µ α β β αβ αβ− − − + +  

Význam parametrů

1 0 0 0 0 0
1 0 1 0 0 0
1 0 0 1 0 0
1 1 0 0 0 0
1 1 1 0 1 0
1 1 0 1 0 1

 
 
 
 

=  
 
 
  
 

X

2

2

3

22

23

( )
( )

µ
α
β
β

αβ
αβ

 
 
 
 

=  
 
 
 
  

β

kombinace 
úrovní 

vyrovnaná hodnota 
(odpovídající modelu) 

A1B1 µ  

A1B2 2µ β+  

A1B3 3µ β+  

A2B1 2µ α+  

A2B2 2 2 22( )µ α β αβ+ + +  

A2B3 2 3 23( )µ α β αβ+ + +  
 

Parametrizace modelu II Výstup odpovídající parametrizaci II 

Coefficients: 

              Value Std. Error t value Pr(>|t|)  

(Intercept)  0.8851  0.0313    28.2931  0.0000  

          A  0.2852  0.0442     6.4453  0.0000  

         B2  0.0545  0.0442     1.2313  0.2192  

         B3  0.1300  0.0442     2.9383  0.0036  

        AB2  0.0843  0.0626     1.3471  0.1790  

        AB3  0.1998  0.0626     3.1936  0.0016  

Testy parametrů (jednoduché hypotézy)

0 2H : 0α = 0 2H : 0β = 0 3H : 0β = atd.
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Faktoriální experiment se třemi 
faktory

A teplota (10°C, 20°C)

B koncentrace NaCl (0 %, 1 %, 2 %)

C čas

Zvýšení počtu zkoušek, zvýšení počtu parametrů v 
modelu (další hlavní efekt, interakce, interakce vyššího 
řádu)

Chceme-li vyjádřit tvar závislosti Y na kvantitativních 
faktorech, v určité fázi modelování je uvažujeme jako 
spojité veličiny.

Návrh experimentu I
 A1 A2 
 B1 B2 B3 B1 B2 B3 

C1 •  •  •  •  •  •  •  •  •  •  •  •  
C2 •  •  •  •  •  •  •  •  •  •  •  •  
C3 •  •  •  •  •  •  •  •  •  •  •  •  
C4 •  •  •  •  •  •  •  •  •  •  •  •  

faktoriální návrh 2x3x4

48 jednotek, vždy 2 jednotky se stejnou kombinací úrovní

úplné znáhodnění

Zahrnutí spojité proměnné

11

1 0 0 0 0 0 1
1 0 0 0 0 0 2
1 0 0 0 0 0 3
1 0 0 0 0 0 4

 
 
 =
 
 
 

X
23

1 1 0 1 0 1 1
1 1 0 1 0 1 2
1 1 0 1 0 1 3
1 1 0 1 0 1 4

 
 
 =
 
 
 

X

Zahrnutí interakce spojité proměnné a 
faktoru 

V matici X přibude tolik sloupců, kolik příslušelo 
jednotlivým faktorům (interakcím faktorů)

Příklad
Cíl
– Vliv teploty a koncentrace NaCl na růst kolonie kvasinek
– Odhad specifické rychlosti růstu v různých podmínkách

Experimentální proměnné
• Odezvová proměnná

– Y   průměr kolonie 
• Faktory

– T   teplota (10°C, 20°C)
– NaCl koncentrace NaCl (0 %, 1 %, 2 %)
– t    čas (8 úrovní)

Popis modelu

(1 )j k j k j k j kT NaCl T NaCl T NaCl T NaCl time+ + ∗ + + + + ∗ ∗

0, jkβ 1, jkβ

značení Wilkinson - Rogers

Příklad
Coefficients: 

                Value Std. Error t value Pr(>|t|)  

  (Intercept)  0.7118  0.0099    71.9387  0.0000  

        NaCl2  0.0050  0.0140     0.3589  0.7200  

        NaCl3  0.0436  0.0140     3.1156  0.0020  

         temp  0.1938  0.0140    13.8477  0.0000  

         time  0.0408  0.0019    21.8029  0.0000  

    NaCl2temp  0.0700  0.0198     3.5395  0.0005  

    NaCl3temp  0.1517  0.0198     7.6677  0.0000  

    time:temp  0.0215  0.0026     8.1295  0.0000  

    NaCl2time  0.0116  0.0026     4.4001  0.0000  

    NaCl3time  0.0203  0.0026     7.6869  0.0000  

NaCl2temptime  0.0033  0.0037     0.8956  0.3713  

NaCl3temptime  0.0113  0.0037     3.0242  0.0027  

Testy hypotéz 0 2H : 0α = 0 2H : 0β = 0 3H : 0β =
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sort(st.res)

qn
or

m
(q

)

-10 -5 0 5

-3
-2

-1
0

1
2

3

Ověření předpokladů
Q-Q graf

Ověření předpokladů

sort(st.res)

qn
or

m
(q

)

-10 -5 0 5

-3
-2

-1
0

1
2

3

Opakovaná měření

• Stejná proměnná je na stejné 
experimentální jednotce měřena více než 
jednou (hodnoty odezvy nejsou nezávislé)

• V experimentu je zahrnuto více 
experimentálních jednotek 
(nejde o jednoduchou časovou řadu)

• Na každé jednotce je k dispozici více než jedno 
pozorování téže proměnné

• Očekává se, že pozorování na stejné jednotce budou 
těsněji vázána než pozorování na různých jednotkách

• Stochasticky závislá data

• Rozdíl proti vícerozměrné analýze, kdy jsou korelovány 
různé proměnné

Příklady aplikací

• Zemědělství – výnosy z různých polí v různých 
letech

• Biologie – růstové křivky

• Školství – pokroky studentů při různých 
výukových metodách

• Průmysl – kontrola jakosti při výrobě v šaržích
– sledování degradačního procesu 

materiálu

Návrh experimentu II

faktoriální návrh 2x3x4

12 jednotek, vždy 2 jednotky se stejnou kombinací úrovní

4 hodnoty odezvy na téže jednotce

opakovaná měření přes úrovně faktoru C

 A1 A2 
 B1 B2 B3 B1 B2 B3 

C1 •  •  •  •  •  •  •  •  •  •  •  •  
C2 •  •  •  •  •  •  •  •  •  •  •  •  
C3 •  •  •  •  •  •  •  •  •  •  •  •  
C4 •  •  •  •  •  •  •  •  •  •  •  •  
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Lineární model se smíšenými 
efekty

= + +y Xβ Zb e

X matice návrhu (N x p)

β neznámé parametry (p x 1)

Z matice návrhu ( N x q)

b náhodné efekty (q x 1)

e náhodné chyby (N x 1)

y odezva (N x 1)

Předpoklady: b ~ ( , )N 0 G ( , )N 0 Re ~

b, e nezávislé

Vlastnosti y

( )E =y Xβ

var( ) = = +Ty V ZGZ R

Pro n experimentálních jednotek a k pozorování na každé z nich

1

2

n

 
 
 =
 
  
 

y
y

y

y
#

1

2

n

 
 
 =
 
  
 

X
X

X

X
#

1

n

 
 

=  
 
 

R
R

R

0

0
%

1

2

n

 
 
 =
 
  
 

Z
Z

Z

Z
# # # #

i i i i i= + +y X β Z b e

2
i σ=R Ι

AR(1)

2 1

2
2

2 3
2

1 2 3

1 ...
1 ...

1 ...
1

... 1

k

k

k
i

k k k

Φ Φ Φ
Φ Φ Φ

σ
Φ Φ Φ

Φ

Φ Φ Φ

−

−

−

− − −

 
 
 
 =

−  
 
 
 

R
# # # # #

Model pro i-tou jednotku
2
1 1

2
1

q

q q

σ σ

σ σ

 
 =  
 
 

G
…

# % #
"

Obecný případ                     
(závislé náhodné efekty)

2
i σ=R Ι

kovarianční struktura popsána q(q+1)/2 + 1 parametry

2
1 1

2
1

q

q q

σ σ

σ σ

 
 =  
 
 

G
…

# % #
"

R .. AR(1)

kovarianční struktura popsána q(q+1)/2 + 2 parametry

2
1

2

0

0 q

σ

σ

 
 

=  
  
 

G %

Nezávislé náhodné efekty

2
i σ=R Ι

kovarianční struktura popsána q+1 parametry

Odhad parametrů
• Odhad parametrů matic G a R

– metoda maximální věrohodnosti
– metoda restriktivní maximální věrohodnosti

1 1 1

11 1 1

ˆ ˆ ˆˆ
ˆ ˆˆ ˆ

T T T

TT T

− − −

−− − −

    
=    

+        

X R X X R Z X R yβ
b Z R yZ R X Z R Z G �

• Řešení soustavy rovnic

1 1ˆ ˆ ˆ( )T T− − −=β X V X X V y

1ˆ ˆˆ ( )T −= −b GZ V y Xβ�

(EBLUE)

(EBLUP)
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Statistické vlastnosti odhadů

11 21

21 22

ˆ ˆ
ˆ

ˆ ˆ

T 
=  
  

C C
C

C C

1
11

ˆ ( )T − −=C X V X
1 1

21
ˆ ˆ ˆ ˆ( )T T− − −= −C GZ V X X V X

1 1 1 1
22 21

ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ( )T T− − − −= + −C Z R Z G C X V ZG

přibližná kovarianční matice vektoru ˆ( , )− −β β b b�

podhodnocuje variabilitu

Vliv na kvalitu induktivních úsudků

Přesné rozdělení (t nebo F) při známých G a R

Po náhradě jejich odhady přibližné 
- konfidenční intervaly
- predikční intervaly
(konfidence není dodržena)

Statistické testy nejsou korektní (p-hodnota příslušná 
hodnotě testové statistiky přibližná)

Řešení
• S-Plus

konstrukce přibližných intervalů spolehlivosti
podmíněné testy

• R - knihovna lme4
konstrukce konfidenčních a predikčních intervalů pomocí 
simulace MCMC 

• SAS
metoda Kennard-Roger
výpočet inflačního faktoru a stanovení přibližných statistik se 
stupni volnosti podle Satterthwaita

ˆ

ˆ T
t

 
 
 =

βL
b

LCL

�

1
ˆ ˆˆ( )

( )

T

T T

F
h

−   
   
   =

β βL LCL L
b b

L

� �

pro L typu (1 x (p+q)

t-rozdělení s ν stupni volnosti

např. individuální  test parametru

pro L typu (J x (p+q)

F-rozdělení s ν a J stupni volnosti

např. test složené hypotézy

0 2H : 0β =

0 2 3H : 0β β= =

Používané statistiky

Příklad t-testy

Fixed effects: d ~ NaCl * temp + time + time:temp + NaCl:time + NaCl:temp:time  

 

                  Value  Std.Error  DF  t-value p-value  

  (Intercept) 0.7088420 0.00982069 246 72.17840  <.0001 

        NaCl2 0.0074470 0.01282096  30  0.58084  0.5657 

        NaCl3 0.0451115 0.02729707  30  1.65261  0.1088 

         temp 0.2012915 0.01388856  30 14.49333  <.0001 

         time 0.0413990 0.00131750 246 31.42235  <.0001 

    NaCl2temp 0.0611259 0.01813158  30  3.37124  0.0021 

    NaCl3temp 0.1389448 0.03860388  30  3.59925  0.0011 

    time:temp 0.0196938 0.00186323 246 10.56970  <.0001 

    NaCl2time 0.0109482 0.00186323 246  5.87594  <.0001 

    NaCl3time 0.0193101 0.00186323 246 10.36379  <.0001 

NaCl2temptime 0.0047159 0.00263501 246  1.78971  0.0747 

NaCl3temptime 0.0127965 0.00263501 246  4.85637  <.0001 

Příklad – F-testy

> anova(lucia.lme) 

               numDF denDF  F-value p-value  

   (Intercept)     1   246 76450.18  <.0001 

          NaCl     2    30    89.23  <.0001 

          temp     1    30  1821.56  <.0001 

          time     1   246 14269.38  <.0001 

     NaCl:temp     2    30    18.76  <.0001 

     time:temp     1   246   563.29  <.0001 

     NaCl:time     2   246   190.46  <.0001 

NaCl:temp:time     2   246    12.06  <.0001 
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Konfidenční intervaly

1 / 2

ˆ ˆ( )T Tt α ν−

 
± 

 

βk k Ck
b�

T  
 
 

β
k

b

konfidenční intervaly pro parametry

konfidenční interval pro střední hodnotu

předpovědní interval pro Y na i-té jednotce

pro

Výběr modelu - kovarianční struktura

2 2( )RAIC LL p h= − + +

2 ( ) logRBIC LL p h N= − + +

Akaike

Schwarz

test věrohodnostním poměrem

0H : ω∈Θ *
1H : ω∈Θ

*ω ω∩ = ∅ω ⊂ Ω *ω ω∪ = Ω

*2 log 2 log 2(log log )R
R R

R

LLL LL LL
LL

ω
ω Ω

Ω

− = − = − −

chí-kvadrát rozdělení se stupni volnosti = rozdílu počtu parametrů

model vs submodel

Výběr modelu – pevná část
• t-testy
• F-testy

(při zvolené kovarianční struktuře)

• test věrohodnostním poměrem
jen u ML odhadů (při REML odhadech nejde o model a 
submodel)

Diagnostika modelu
• Rezidua

– marginální
– podmíněná

pravděpodobnostní grafy
Q-Q grafy

• Vlivná pozorování
– např.
– Cookova vzdálenost
– CovRatio
– DFFITS
– studentizovaná rezidua

Růstové křivky v různých skupinách Postup – pevná část
• vysvětlující proměnné nejdříve jako faktory

• všechny hlavní efekty a interakce až do nejvyššího řádu

• u kvantitativních faktorů zjišťování tvaru závislosti 
pomocí polynomiálních kontrastů
(významnost lineárního, kvadratického, ... efektu)

• přechod z faktoru na spojitou proměnou
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Příklad
• velký počet pozorování na jednotkách

(velký počet úrovní faktoru – nepřehledný výstup

• nestejné intervaly mezi pozorováními           
(problém při konstrukci polynomiálních kontrastů)

• zřetelně lineární průběh v grafech

čas rovnou jako spojitá proměnná, lineární závislost

( )j k j k j k j kT NaCl T NaCl time T NaCl T NaCl time+ + ∗ + + + + ∗ ∗

hlavní efekty teplota (T)

koncentrace (NaCl)

čas

interakce teplota x koncentrace

čas x teplota

čas x koncentrace

čas x teplota x koncnetrace

0, 1, 0( ( ) | , ) ( )j k jk jkE Y t T NaCl t tβ β= + −

Wilkinson - Rogers

(1 )j k j k j k j kT NaCl T NaCl T NaCl T NaCl time+ + ∗ + + + + ∗ ∗

0, jkβ 1, jkβ!

Postup – náhodné efekty

na základě obrázku – kolísání obou parametrů kolem 
středních hodnot

1

2

1
1

1

i

k

t
t

t

 
 
 =
 
  
 

Z
# #

2
0 01

2
01 1

σ σ
σ σ
 

=  
 

G

2
0

2
1

0
0

σ
σ

 
=  
 

G

posouzení významnosti 

01σ
2
0σ
2
1σ

0, jkβ 1, jkβ

0, 0, 1, 1,( ) ( )jk i jk iy t b b t eβ β= + + + +

2
0σ=G

Model přímky - grafická interpretace 
náhodných efektů

0 0, 1 1,( ) ( )i iy t b b t eβ β= + + + +

2
0 12

2
12 1

σ σ
σ σ
 

=  
 

G

2
0σ=G 2

1σ=G
2
0

2
1

0
0

σ
σ

 
=  
 

G

Speciální případy

(všechny jednotky za stejných experimentálních podmínek)

1

2

1 0 0
1 0 0

1 0 0

i

k

t
t

t

 
 
 =
 
  
 

Z
# # # #

1

2

0 1 0
0 1 0

0 1 0

i

k

t
t

t

 
 
 =
 
  
 

Z
# # # #

1

2

0 0 1
0 0 1

0 0 1

i

k

t
t

t

 
 
 =
 
  
 

Z
# # # #

2
0,1

2
0,2

2
0,3

2
1

0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0

σ
σ

σ
σ

 
 
 =  
  
 

G

NaCl 1 NaCl 2 NaCl 3

kolísání náhodných efektů b0,i není ve všech skupinách 
stejné

0, 0, ( ) 1, 1,( ) ( )jk i k jk iy t b b t eβ β= + + + +

Postup – náhodné chyby
2σ=R Ι

AR(1)

G R 

NaCl [%] 0 1 2 1σ̂  σ̂  0,0211 

0,ˆ jkσ  0,0142 0,0054 0,0593 0,0015 Φ  0,7569 
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Model G R AIC BIC 

RM1 0,ib , 1,ib  AR(1) -1416.333 -1358.406 

RM2 0,ib  AR(1) -1415.867 -1361.561 

RM3 0, ( )i kb , 1,ib  AR(1) -1431.083 -1365.916 

RM4 0, ( )i kb , 1,ib  2σ Ι  -1362.538 -1300.991 

Ověření pomocí informačních kritérií Q-Q graf (pro podmíněná rezidua)

pozorované vs vyrovnané hodnoty 
(zahrnuty náhodné efekty)

sort(st.res)
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Grafy marginálních a podmíněných reziduí

Quantiles of Standard Normal
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Grafy marginálních a podmíněných reziduí
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Pozorované vs vyrovnané hodnoty

bez náhodných efektů s náhodnými efekty



 



Neuronové sítě (ANN) a klasifikační aplikace 
Karel Kupka, kupka@trilobyte.cz 

 
 

Neuronová síť (Artificial Neural Network, NN) je velmi populární a výkonná 
metoda, která se používá k modelování vztahu mezi vícerozměrnou vstupní 
proměnnou x a vícerozměrnou výstupní proměnnou y. NN lze obecně považovat za 
nelineární regresní model, který lze vyjádřit síťovou strukturou. Inspirací pro 
neuronové sítě byla struktura mozkové tkáně vyšších živočichů, kde je neuron 
propojen tzv. synapsemi s několika jinými neurony. Synapsemi se šíří membránové 
napětí do neuronu, které indukuje v neuronu chemickou odezvu. Ta po dosažení 
prahové úrovně generuje signál (impuls, informaci) do axonu a pomocí synapsí do 
dalších neuronů. Matematicky lze funkci neuronu zjednodušit vztahem 

1

m

j j
j

y w xσ
=

 
=  

 
∑ , 

kde y je úroveň výstupního signálu, xj jsou úrovně signálů přicházejících z okolí, wj 
jsou váhy představující účinnost synaptického spojení vstupních axonů a m je počet 
vstupních signálů (proměnných). Funkce σ se nazývá aktivační funkce neuronu a její 
tvar ovlivňuje některé vlastnosti modelu neuronu. Všiměme si, že pokud by σ byla 
konstanta σ ≠ 0, představoval by tento vztah lineární regresní model. 
 

 
Biologický neuron - tělo,  vstupní 
dentrity, výstupní axon, synapse-

spojení na další neurony 

  

x 2 

x 3 

x 4 

x 5 

w 1 

w 2 

w 5 

w 3 

w 4 
σ   jσ   

2 

x 1 

Σ

Schéma numerického neuronu - 
perceptronu 

 
 
 
Perceptron, klasifikace, diskriminace 

Uvedená zjednodušená představa o funkci neuronu vedla některé autory 
k matematickému modelování tohoto principu. Frank Rosenblatt v roce 1960 navrhl 
princip perceptronu, neuronu se skokovou aktivační funkcí 
 



( ) 0
0

a pro z
z

b pro z
σ

< 
=  ≥ 

, kde a, b jsou konstanty, 

obvykle a = 0, b = 1, případně a = -1, b = 1,  
 
Budeme-li uvažovat m = 2, tedy dvě vstupní proměnné x1 a x2, lze výstup perceptronu 
zapsat jako 

( )1 1 2 2y w x w xδ= + , 
 

kde δ(x) je znaménko x (nabývá hodnoty -1 pro záporné x a +1 pro nezáporné x). Váhy 
w1 a w2 zde definují přímku (obecně pro m>2 nadrovinu), která rozděluje rovinu 
(obecně pro m>2  prostor) na dvě části. Pak při vhodném nastavení vah by byl takový 
perceptron schopen plnit funkci diskriminační funkce v jednoduchém případě, kdy 
výstupní proměnná y nabývá jen dvou diskrétních hodnot, například 0, 1 a hodnota y 
(resp. pravděpodobnost výskytu 0 a 1) závisí na lineární kombinaci vstupních 
proměnných. To silně přípomíná Fischerovu lineární diskriminační funkci (LDF) pro 
shodné kovarianční matice a ne náhodou. 
 
Fischerova diskriminační analýza 

Nebude na závadu, připomeneme-li zde krátce, že v klasické diskriminační 
analýze (DA) řešíme úlohu dvou skupin naměřených hodnot prediktorů x1 a x2 
s vícerozměrným normálním rozdělením N1(µ1, C1), resp. N2(µ2, C2) a k nim 
příslušejících hodnot binární proměnné y 0 resp. 1. Hodnota y tedy závisí na tom, zda 
hodnota prediktoru pochází z rozdělení N1 nebo z rozdělení N2. Cílem je právě určit, 
zda nově naměřené hodnoty x pochází z rozdělení N1 nebo N2 a tím i určit neznámou 
hodnotu odezvy y. Tato úloha je typická v lékařství, kdy prediktory x jsou například 
zjištěné koncentrace v krevních testech a odezva y je pozitivní, nebo negativní 
diagnóza určitého onemocnění nebo poruchy. Podobné aplikace existují i ve 
všech ostatních oborech. Pokud se rozdělení proměnných x1 a x2 liší jen ve střední 
hodnotě, ale mají shodné kovarianční matice, je optimálním řešením (diskriminační 
funkcí) lineární nadrovina, která dělí prostor x na dvě části s pozitivní a negativní 
predikcí. Pokud jsou kovarianční matice rozdílné (C1 ≠ C2), má diskriminační funkce 
tvar kvadratické nadplochy (QDF – kvadratická diskriminační funkce), která opět dělí 
x na dvě části s pozitivní a negativní predikcí. Diskriminační funkce je tvořena body, 
kde mají obě rozdělení N1 a N2  stejnou hodnotu hustoty pravděpodobnosti, tedy pro 
naměřené hodnoty x, které by ležely přesně na diskriminační funkci, by byla stejná 
pravděpodobnost, že tento bod pochází z N1 nebo z N2. Diskriminační funkce se 
vypočítá z již známých, potvrzených diagnóz a pak se použije na nového pacienta se 
známým x ale ještě neznámým y. Podrobnější úvod do problematiky DA najde čtenář 
v literatuře o vícerozměrných metodách. Oba případy jsou ilustrovány na 
následujících obrázcích, diskriminační funkce zde prochází průsečíky dvojic elips – 
vrstevnic normálních rozdělení N1 a N2. 
 



 
Diskriminační funkce mezi rozděleními se stejnou kovariancí má tvar přímky 

 
Diskriminační funkce mezi rozděleními s nestejnou kovariancí má tvar paraboly 

 
 
Následující ilustrace ukazují výsledky klasifikace pomocí Rosenblatových 
perceptronových sítí se skokovou aktivační funkcí 
 
 



 Klasifikace (diskriminace) s jedním neuronem 
 

  
 

 Klasifikace (diskriminace) s jedním neuronem 
 

 
 
 
 
 



Další ilustrace diskriminačních funkcí 

 

 

 
 

 
 

  
 



V uzlech neuronové sítě, analogicky nazývaných neurony, je každá vstupní 
proměnná xi na vstupu do j-tého neuronu násobena váhovým koeficientem wji. Součet 
zj = w0j + Σwjixi je v neuronu transformován aktivační funkcí. Aktivační funkce 
vyjadřuje intenzitu odezvy neuronu na daný vstup. Mezi nejběžněji používané 
aktivační funkce patří logistická funkce, σj (z) = 1/(1 + e – z), která se podobá 
biologické senzorické odezvové funkci. Váhy wji reprezentují intenzitu vazby mezi 
proměnnou a neuronem, nebo, v případě vícevrstvých sítí, mezi neurony ve vrstvách, 
tyto vazby se někdy analogicky nazývají synapse. 

 

 
Schéma neuronové sítě 

 
Aktivační funkce neuronu σ(z) 

 
 Výstupní proměnné se predikují jako vážené lineární kombinace výstupů 
z poslední skryté vrstvy neuronů, ˆi ik Lk

k
y w σ=∑ . Je tedy neuronová síť formálně 

zvláštním případem vícenásobné nelineární regrese, prakticky lze neuronovou síť 
považovat za neparametrickou regresi. Kdyby neuronová síť neobsahovala žádnou 
skrytou vrstvu neuronů – pouze vstupní a výstupní proměnné, jednalo by se o model 
lineární regrese. Neuronová síť se optimalizuje za kritéria nejmenších čtverců. To 
znamená, že se síť nastavuje tak, aby součet čtverců rozdílů predikované a naměřené 
hodnoty výstupní proměnné byl minimální. Toto nastavení je cílem iterativní 
optimalizační procedury, která se nazývé učení, nebo trénování neuronové sítě. 
Optimalizační procedura QCExpertu využívá adaptivní derivační Gauss-
Newtonovské algoritmy se znáhodněnými korekcemi. Natrénovaná síť se pak dá 
využít pro predikci výstupní proměnné, nebo proměnných při zadané kombinaci 
vstupních proměnných. Model neuronové sítě je lokální, to znamená, že jeho 
predikční schopnost prudce klesá mimo rozsah zadaných hodnot nezávisle proměnné, 
viz následující ilustrace. 



 
Predikční oblasti neuronové sítě – příklad pro 1-rozměrný prediktor x a 1-rozměrný výstup y 

Typický postup požití neuronové sítě je tedy následující. 
1. Zvolíme skupinu prediktorů – nezávisle proměnných, o kterých se domníváme, 

že mohou mít vliv na odezvu. Zvolíme skupinu závisle proměnných, na něž 
mají mít vliv prediktory. V každém řádku musí být vždy hodnoty závisle i 
nezávisle proměnné, které si odpovídají. 

2. Zvolíme architekturu neuronové sítě – počet vrstev a počty neuronů v 
jednotlivých vrstvách. Neexistuje jednoznačné pravidlo pro nejlepší 
architekturu sítě, obvykle je vhodné používat počet neuronů zhruba 
odpovídající počtu proměnných. Sítě s jednou skrytou vrstvou neuronů 
použijeme tam, kde předpokládáme lineární, nebo slabě nelineární vztahy. 
Dvouvrstvé sítě modelují silně nelineární vztahy. Používání vícevrstvých sítí 
obvykle nebývá efektivnější. Navíc je třeba počítat s tím, že velmi složité sítě 
mohou být přeurčené, nejednoznačné a nestabilní a lze je jen těžko 
optimalizovat. 

3. Chceme-li informaci o spolehlivosti predikce, můžeme zvolit podmnožinu dat, 
které použijeme na validaci sítě. 

4. Úspěšnost neuronové sítě můžeme posoudit podle průběhu poklesu kritéria 
součtu čtverců, podle těsnosti proložení v grafech predikce závisle proměnných 
a podle tloušťky úseček spojujících neurony (tloušťka je úměrná absolutní 
velikosti příslušné váhy, tedy intenzity toku informace směrem dolů). 

5. Predikce: Pokud chceme natrénovanou síť využít ješte pro predikování zatím 
neznámých hodnot závisle proměnné, zvolíme nezávisle proměnné stejné jako v 
bodu 1. Pak použijeme natrénovanou síť k predikci neznámých hodnot. 

 
 



 
Proces učení (trénování) neuronové sítě 

 
 

 
Predikce pomocí natrénované neuronové sítě 

 



Validace modelu NN 
Modely NN obvykle neumožňují výpočet statistických parametrů a diagnostik 

pro podrobné posouzení kvality modelu (rozptyly regresních koeficientů, F- a t-
statistiky pro testování významnosti modelu, diagnostické grafy, apod.), jak je tomu 
například u lineární regrese. Proto je třeba používat jiné metody, abychom se 
přesvědčili, zda je sestavený model vhodným popisem sledovaného fenoménu. 
Neuronové sítě jsou velmi flexibilním nástrojem a snadno může dojít k situaci, kdy 
model bude velmi (až podezřele) dobře popisovat (fitovat) zadaná data, avšak nikoliv 
fenomén (závislost) jako celek. To se pak projeví velmi špatnou predikcí hodnoty 
závisle proměnných z nově zadaných hodnot nezávisle proměnné, které se přesně v 
datech dosud nevyskytly, ačkoliv se nacházejí uvnitř intervalu trénovacích dat. K 
posouzení kvality predikčních schopností neuronové sítě slouží validace (cross-
validation). Validace je založená na jednoduchém principu vyloučit z trénování NN 
určitou část dat. Z této (testovací, či validační) části dat se pak použijí hodnoty 
nezávisle proměnné pro predikci, která se srovná se skutečnou hodnotou odezvy. 
Pokud se tato predikce shoduje se skutečnou odezvou, svědčí to o schopnosti sítě 
predikovat správně odezvu i pro data, která předtím “neviděla”. Kvalitu predikce lze 
posoudit pomocí grafu průběhu optimalizace nebo grafu predikce. Následující obrázky 
ilustrují různé průběhy optimalizace kritéria nejmenších čtverců pro různě kvalitní 
modely. 
 
 

  
Velmi dobrá predikční schopnost 

 

  
Uspokojivá predikční schopnost 

 



  
Špatná, nebo žádná predikční schopnost, model bude nepoužitelný pro predikci. 
Čím lepší fit, tím horší predikce  – nutno zjednodušit model, nebo přidat data, 

nebo mezi modelovými parametry prostě žádný vztah neexistuje. 

 
 

 
Srovnatelná kvalita predikce pro trénovací 
i testovací data. Dobrá predikční schopnost

 

 
Dobrá predikce pro trénovací data, špatná pro 

testovací data - špatná predikční schopnost 
 

 
Dokonalý fit pro trénovací data, velmi 

špatná predikce, zřejmě přeurčený model 

 
Nevýrazná závislost, buď neexistuje závislost 
odezvy na prediktoru, nebo příliš jednoduchý 

model, nebo se nepodařilo nalézt parametry sítě. 

 
Klasifikační úlohy pomocí NN 

Vzhledem k přechodové povaze aktivační funkce jsou neuronové sítě vhodné 
mimo jiné i k modelování klasifikačních úloh, kdy má výstupní proměnná diskrétní 
hodnotu, nejčastěji dvouúrovňovou (binární), 0 a 1, případné víceúrovňovou, jako 
např. 1, 2, 3, jejíž výskyt závisí na nezávisle proměnných. Neuronová síť pak 
predikuje úroveň výstupní proměnné za daných hodnot nezávisle proměnných, 



podobně jako logistická regrese. V případě binární odezvy 0 – 1 lze predikci 
považovat za pravděpodobnost nastání stavu “1”. Následující grafy ilustrují použití 
NN jako klasifikačního modelu. Vlevo jsou naměřené odezvy (světlý bod odpovídá 
hodnotě 0, tmavý bod hodnotě 1). Vpravo je mapa predikovaných oblastí získaná 
pomocí neuronové sítě s predikcí zobrazená modulem Grafy – 3D-Spline. 
 
Tabulka: Příklad dat pro klasifikační úlohu: Parametry X a Y (nezávisle proměnné) ovlivňují 

výsledek (závisle proměnná, odezva). Při výpočtu je nutno zadat číselné, například binární 
vyjádření výsledku. Úrovní odezvy může být i více než dvě. 

Parametr X Parametr Y Výsledek Výsledek-binární 
1.5 
1.9 
3.5 
2.9 
2.4 
..... 

3.1 
2.2 
2.8 
4.3 
2.7 
..... 

Vyhovuje 
Vyhovuje 

Vadný 
Vadný 

Vyhovuje 
..... 

0 
0 
1 
1 
0 

..... 
 

  
Lineárně separabilní data – predikční klasifikační model získaný NN s 1 skrytou vrstvou s 6 

neurony 

  
Lineárně neseparabilní data – predikční klasifikační model získaný NN s 2 skrytými vrstvou s 

5+5 neurony 



 

 
3D reprezentace předchozího grafu klasifikačního modelu pomocí predikce a 3D-Spline 

(modul Grafy) 

 
Modul NN se může stát mimořádně výkonným nástrojem pro předpověď 

chování systémů, které jsou popsány více parametry, předpověď rizik za daných 
podmínek i obecným modelem pro popis a pochopení vlastností a chování 
nejrůznějších systémů, fenoménů a procesů. Praktickou použitelnost modulu PLS 
výrazně zvyšuje možnost uložit vytvořený model pro pozdější použití (predikci) bez 
nutnosti opětovného výpočtu z originálních dat. 
 
 



 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 

 

Výzkumné centrum pro jakost a spolehlivost (CQR) 
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Spolehlivost
software
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ČVUT v Praze
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aplikace
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programovánı́ velkých softwarových celků (agilnı́
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z pravděpodobnostnı́ho modelu
pomocı́ Markovského řetězce
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ekonomická optimalizace parametrů SPC
minimalizace nákladů na regulačnı́ cyklus
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Numerické
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Soubor programů v MATLABu pro optimalizaci diagramů
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Statisticka´ regulace procesu ˚

vstupy: typ diagramu (počet mezı́ a rozhodovacı́
pravidlo - skóry)

výstup: hodnoty mezı́ v násobcı́ch σ (vektor k) a ARL
pro posun střednı́ hodnoty o d = 0, 0.3, . . . , 2.7, 3.

Ukázka výstupu optimalizace pro diagram Z23 při počátečnı́
podmı́nce ARL(0) = 400:
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ČVUT v Praze
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Spolehlivost software

Program pro optimálnı́ nastavenı́ klasifikačnı́ho stromu pro
klasifikaci softwarových modulů z hlediska jejich rizikovosti
(”náchylnosti k chybám”)
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řešenı́ návaznosti testů
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řešenı́ návaznosti testů

zvýšenı́ efektivity laděnı́ softwarových celků

optimálnı́ rozloženı́ zdrojů (lidských, časových,
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celkové snı́ženı́ nákladů při zvýšenı́ předpokládané
spolehlivosti
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řešenı́ návaznosti testů
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celkové snı́ženı́ nákladů při zvýšenı́ předpokládané
spolehlivosti

zvýšenı́ kvality vyvı́jeného software

zkrácenı́ doby do uvolněnı́ softwarového celku pro
uživatele
snı́ženı́ počtu chyb v sw celku na minimum
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Řı́zenı́ údržby
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Metoda: rozloženı́ softwarového celku na samostatné
moduly a jejich klasifikace pomocı́ klasifikačnı́ch stromů
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regulace
procesů
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Pro každý softwarový celek je třeba

stanovit faktory, které mohou ovlivnit množstvı́ chyb
(metriky)
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Pro každý softwarový celek je třeba

stanovit faktory, které mohou ovlivnit množstvı́ chyb
(metriky)
mezi těmito faktory vybrat nejvýznamnějšı́ z hlediska
klasifikace a určit jejich pořadı́ při klasifikaci

pomocı́ tzv. funkce výběru, která postupně vybı́rá ty
metriky, které nejvı́ce ovlivňujı́ ”náchylnost k chybám”
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Pro každý softwarový celek je třeba
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(metriky)
mezi těmito faktory vybrat nejvýznamnějšı́ z hlediska
klasifikace a určit jejich pořadı́ při klasifikaci

pomocı́ tzv. funkce výběru, která postupně vybı́rá ty
metriky, které nejvı́ce ovlivňujı́ ”náchylnost k chybám”

pro každou metriku stanovit optimálnı́ počet větvenı́ a
nalézt meze pro dělenı́

ze všech možných dělenı́ program vybere to, které
přinášı́ minimálnı́ entropii
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výsledků
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Pro každý softwarový celek je třeba

stanovit faktory, které mohou ovlivnit množstvı́ chyb
(metriky)
mezi těmito faktory vybrat nejvýznamnějšı́ z hlediska
klasifikace a určit jejich pořadı́ při klasifikaci

pomocı́ tzv. funkce výběru, která postupně vybı́rá ty
metriky, které nejvı́ce ovlivňujı́ ”náchylnost k chybám”

pro každou metriku stanovit optimálnı́ počet větvenı́ a
nalézt meze pro dělenı́

ze všech možných dělenı́ program vybere to, které
přinášı́ minimálnı́ entropii

Pro optimalizaci je třeba mı́t k dispozici ”učı́cı́ data”. Ta
sloužı́ k prvnı́mu nastavenı́ a vytvořenı́ klasifikačnı́ho
stromu. Poté je možné nastavenı́ klasifikačnı́ho stromu
průběžně ”opravovat” podle aktuálnı́ch dat.
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regulace
procesů
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Řı́zenı́ údržby a spolehlivost

Webová aplikace pro stanovenı́ technologičnosti malého
dopravnı́ho letadla, webový elektronický katalog intenzit
poruch, webová aplikace pro vyhodnocenı́ poruch parnı́ch
turbogenerátorů
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Programová podpora pro
Stanovenı́ technologičnosti malého dopravnı́ho letadla
(MDL)

rozklad MDL na opravitelné jednotky (MSI)

stromová struktura (celek, systém, subsystém, MSI)
stanovenı́ možných poruch, jejich přı́čin a důsledků,
parametrů opravitelnosti (dostupnost, čas, náklady)
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pro fázi návrhu a konstrukce
pro fázi provozu (nebo předpokládaného nasazenı́)
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Programová podpora pro
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stanovenı́ parametrů technologičnosti
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elektronický katalog intenzit poruch

lze jej použı́t při výpočtu
problém s jeho naplněnı́m (zastaralé a neúplné údaje)
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Metoda: rozloženı́ softwarového celku na samostatné
moduly a jejich klasifikace pomocı́ klasifikačnı́ch stromů
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Řı́zenı́ údržby a spolehlivost

V metodice se rozlišujı́ čtyři skupiny úkolů údržby, lišı́cı́ se
dostupnostı́ údržby:

1 úkoly údržby, proveditelné v rámci operativnı́ údržby
(OÚ) na jakémkoli letišti posádkou letadla

2 úkoly, které lze provést v rámci OÚ pouze personálem
údržby s použitı́m běžně dosažitelného materiálu a
náhradnı́ch dı́lů

3 úkoly, které lze provést v rámci OÚ personálem údržby
na letištı́ch s plným vybavenı́m pro OÚ

4 úkoly proveditelné pouze ve specializovaném středisku
údržby a oprav za dočasného odstavenı́ letadla z
provozu
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výsledků
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Program spočte parametry PT:

Celková intenzita poruch

Doba trvánı́ obnovy provozuschopnosti

Pravděpodobnost obnovy provozuschopnosti

Náklady na údržbu

Pravděpodobnost bezporuchového letu

Pravděpodobnost úspěšného splněnı́ letového úkolu

Doba logistického zpožděnı́

Měrné cenové náklady na osobohodinu práce

Počet pracovnı́ků údržby, potřebných pro obnovu

pro každou skupinu úkolů údržby zvlášt’ a k nim i parametr
celkový.
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Úvod

Statistická
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procesu poruch parnı́ch turbogenerátorů (TG)
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a spolehlivost
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data jsou uložena v SQL databázi
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aplikace
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Řı́zenı́ údržby
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Spolehlivost
software

Řı́zenı́ údržby
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data jsou uložena v SQL databázi
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různých hledisek (spolupůsobı́cı́ch faktorů)
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Spolehlivost
software
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Úvod

Statistická
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a spolehlivost
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• Modelování a kvantifikace rizik a spolehlivosti složitých 
systémů – algoritmizace a PC implementace.

(přednese Doc. Ing. Radim Briš, CSc.)

• Algoritmizace a numerická implementace nalezených 
metod v rámci spolupráce s průmyslem

(přednese Ing. Pavel Praks, Ph.D.)

• Implementace systému managementu podle ISO 9001 a 
hodnocení výkonnosti organizace s využitím EFQM 
Modelu Excellence v prostředí VŠ.

(přednese Doc. Ing. Milan Hutyra, CSc.)

CQR na VŠB-TU Ostrava r. 2008

21. 11. 2008 Lázně Bohdaneč

Řešená témata:

1. Kvantifikace spolehlivostních charakteristik vysoce 
spolehlivých systémů a prvků

2. Řešení vybraných dynamických úloh
3. Modelování a kvantifikace rizik v lékařství
4. Základní poznatky z teorie čísel 
5. Časopisecké výstupy - návaznost na úkoly CQR 01 a 02

• Informace o mez. konferenci ke všem tématům CQR 
Esrel 2009 Praha

Modelování a kvantifikace rizik a 
spolehlivosti složitých systémů 

– algoritmizace a PC implementace.
(Doc. Ing. Radim Briš, CSc.)

21. 11. 2008 Lázně Bohdaneč

Nový analytický algoritmus. Formulace problému.

• Je zadán systém pomocí acyklického orientovaného grafu. 

• Terminální uzly jsou komponenty (např. vypínače, kabel, atd.) s poruchovými 
deterministickými či stochastickými procesy.

• Použitím teorie obnovy umíme spočítat (Laplaceova transformace, Fourierova
transformace) časovou závislost koeficientu nepohotovosti jednotlivých 
komponent, např s korektivní údržbou – model s opravitelnými komponentami
(CM):
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Kvantifikace spolehlivostních charakteristik 
vysoce spolehlivých systémů a prvků
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Odvození koeficientu nepohotovosti pro model 
s opravitelnými prvky a výskytem skrytých poruch

• Pro účely efektivního počítačového vyčíslení, lze výraz v hranaté závorce ještě upravit na tvar: 

• V dalších úvahách budeme ještě potřebovat to, aby tento výraz byl vždy kladný, což  lze 
snadno dokázat.

Cílem je nyní nalézt odpovídající časový průběh koeficientu nepohotovosti pro 
celý systém (vysoce spolehlivý), čili pro nejvyšší SS uzel, který reprezentuje 
spolehlivostní chování celého systému !
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Řešením soustavy 3 diferenciálních rovnic obdržíme výraz pro spící poruchy: 
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Motivační příklad
Pravděpodobnosti funkčního p a nefunkčního stavu q:

• Všechny PC mají konečnou strojovou přesnost reálných čísel. Není jedno, zdali 
spočteme p nebo q. Chceme-li plně využít strojovou přesnost, musíme spočítat 
menší z obou pravděpodobností ! 

Nechť je dán PC s třímístnými dekadickými čísly.
Pro hodnotu

q = 0.00143, 

bychom namísto správné hodnoty  p = 0.99857

měli pouze  p = 0.999.

Zpětně pro     q = 1- p
bychom pak dostali: q = 1- p = 0.00100

Je vidět, že dochází ke značné ztrátě přesnosti,  kdybychom spočítali p namísto q !!!

1=+ qp
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Určení pravděpodobnostního chování systému 
podle jeho grafové struktury

• provedeme vyčíslení pravděpodobnosti nefunkčního stavu 
terminálních uzlů, tj. prvků 8,9,10 a 5,6,7

• provedeme vyčíslení pravděpodobnosti nefunkčního 
stavu interního uzlu 4, která je dána následujícím 
součtem:

• provedeme vyčíslení pravděpodobnosti nefunkčního 
stavu interního uzlu 3, která je dána jediným 
členem:

• provedeme vyčíslení pravděpodobnosti nefunkčního stavu terminálního uzlu 2
• provedeme vyčíslení pravděpodobnosti nefunkčního stavu nejvyššího SS uzlu 1:
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1
1 31 −−= hEλComponent 1

Test  interval = 24 hours

Component 2
Test  interval = 3 years

Component 3
Not periodically tested

1
2 1 7E hλ −= −

1
3 1 7E hλ −= −

1
1 1 7E hλ −= −

Dutuit Y, Chatelet E.  TEST CASE No 1, Periodically Tested Parallel System. Test–Case  Activity  of European Safety and 
Reliability Association. ISdF-ESRA 1997. Workshop within the European conference on safety and reliability ESREL 
1997, Lisbon.

Nový algoritmus testovací příklad ze 
zahraniční reference 

Dependence of unavailability on time for the system in 
course of first 7 years of operation.

x 10 -11
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Závěrečné poznámky k bezztrátovému algoritmu

• Zachování plné strojové přesnosti si především vyžaduje to, abychom 
neprováděli odčítání blízkých hodnot. Veškeré požadované výstupy je proto 
nezbytné vyjádřit ve tvaru součtu čísel se shodným znaménkem

• Problém součtu velmi mnoha nezáporných čísel lze vyřešit tím, že součet 
rozložíme do více dílčích součtů, které provedeme numericky bezztrátově ! 

• Násobení mnoha součinitelů nezpůsobuje ztrátu přesnosti. 

• Vyčíslení pravděpodobnosti nefunkčního stavu jednoho uzlu nebo podgrafu
souvisejících uzlů má kombinatorický charakter. Musíme probírat všechny 
kombinace chování vstupních hran vedoucí k nefunkčnímu stavu uzlu. 
Astronomický nárůst se zvětšováním počtu prvků způsobí, že program bude 
použitelný pouze do jisté velikosti systému. 

• Výstupem z výpočtu s novým algoritmem je obrázek s časovou závislostí 
pravděpodobnosti nefunkčního stavu systému (koeficient nepohotovosti) 
pro zadané sledované období.

21. 11. 2008 Lázně Bohdaneč

Modelování operačních rizik morbidity 
(mortality) pomocí logistické regrese.

1.1. SkórovacíSkórovací systémy v chirurgiisystémy v chirurgii

•• Fyziologické skóre PS a operační skóre OSFyziologické skóre PS a operační skóre OS
•• SkórovacíSkórovací systém POSSUMsystém POSSUM
•• Referenční logistický model rizikaReferenční logistický model rizika

2.2. Exponenciální analýza pro verifikaci modelu POSSUMExponenciální analýza pro verifikaci modelu POSSUM

3.3. Logistická regrese Logistická regrese –– nalezení nového modelu a jeho verifikacenalezení nového modelu a jeho verifikace

4.   Modelování morbidity4.   Modelování morbidity
•• Zpracování aktuálních dat z operací provedených Zpracování aktuálních dat z operací provedených laparoskopickoulaparoskopickou metodou metodou 
•• Verifikace pomocí exponenciální analýzyVerifikace pomocí exponenciální analýzy

21. 11. 2008 Lázně Bohdaneč

SkórovacíSkórovací systémy v chirurgiisystémy v chirurgii

Skórovací systémy v chirurgii usilují obecně o kvantifikaci a tedy objektivizaci 
rizik chirurgických pacientů. Jedná se zejména o stanovení pravděpodobnosti 
výskytu komplikací, morbidity. Cílem je numerické vyjádření rizika komplikací 
u konkrétního pacienta, skupiny pacientů nebo celého souboru. 
Existuje několik typů skórovacích systémů.

Skórovací systémy umožňují 
• stratifikaci pacientů podle závažnosti stavu, podle jejich rizik a 

pravděpodobnosti komplikací
• možnost objektivně srovnávat dosažené výsledky 

Skórovací systémy se tak mohou stát objektivním nástrojem zhodnocení 
kvality chirurgické péče. 

21. 11. 2008 Lázně Bohdaneč

SkórovacíSkórovací systémy v chirurgiisystémy v chirurgii
Systém POSSUM.Systém POSSUM.

Fyziologické skóre závažnosti stavu je kvantitativní charakteristika 
pacienta, vycházející z fyziologické odpovědi organismu na nemoc nebo 
poranění. 
Předoperační skóre je kvantitativní charakteristika pacienta, která se snaží 
předoperačně stanovit rizika jednotlivého pacienta, který podstupuje operaci. 
Jelikož nejčastější pooperační komplikace jsou kardiorespirační a zároveň jsou 
tyto komplikace i častou příčinou smrti, zaměřují se některé systémy právě na 
predikci těchto rizik. 

SkórovacíSkórovací systém POSSUMsystém POSSUM
PhysiologicalPhysiological andand OperativeOperative SeveritySeverity ScoreScore forfor thethe enUmerationenUmeration ofof
Mortality (POSSUM systém)Mortality (POSSUM systém)

Vyvinut Copelandem a kol.: 
Copeland, G.P., Jones, D., Walters, M.: POSSUM: a scoring system for
surgical audit. Br. J.   Surg., 1991, 78, s.356-360.
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SkórovacíSkórovací systém POSSUMsystém POSSUM

Parametry PS se vztahují k přijetí pacienta nebo k okamžiku bezprostředně 
předcházejícímu operaci (sestaveno z 12 nezávislých faktorů závažnosti 
fyziologického stavu), OS je sestaveno z 6 nezávislých faktorů závažnosti 
operačního výkonu, které se signifikantně podílí na pooperační morbiditě 
(mortalitě). Potřebná data jsou lehce dostupná a lze je získat i retrospektivně 
u většiny chirurgických pacientů.

Výsledek referenční logistické regresní analýzyVýsledek referenční logistické regresní analýzy

- riziko morbidity (R) je: 

ln [R/1 – R]  =  – 5,91 + (0,16 . PS) + (0,19 . OS)    

kde PS … fyziologické skóre, OS … operační skóre. 
R=P(Y=1), kde Y je dvouhodnotová náhodná proměnná (0 a 1), monitorující výskyt 
morbidity.
Vypočtené hodnoty R – předpokládaná morbidita pak mohou být srovnávány s aktuální 
dosaženou  morbiditou, např. pomocí exponenciální analýzy. 
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Exponenciální analýza Exponenciální analýza 
pro verifikaci modelu POSSUMpro verifikaci modelu POSSUM

Exponenciální analýza byla poprvé provedena v práci: 
Wijesinghe, L.D., Mahmood, T., Scott, D.J.A., Berridge, D.C., Kent, P.J., Kester, R.C.: Comparison of
POSSUM and the Portsmouth predictor equation for predicting death following vascular surgery. Br. J. 
Surg., 1998, 85, s.209-212. 
pro účely porovnání očekávané a skutečně se vyskytující morbidity a mortality. 

1.8730631182760.00 - 100.00

1.000033390.00 - 100.00

0.812516132080.00 - 100.00

0.900030274370.00 - 100.00

1.000042427060.00 - 100.00

1.1176515710150.00 - 100.00

1.3019536913340.00 - 100.00

1.6111548718030.00 - 100.00

1.83336113020.00 - 30.00

3.33339309310.00 - 30.00

3.4444931960 - 30.00

PoměrPredikceSkutečný početPočet pacientůSkupina R (%) Tabulka 1: Tabulka verifikace exponenciální analýzy

předpovídaný počet = 
počet pacientů * dolní hranice skupiny /100

Poslední sloupec udává poměr mezi 
skutečným a předpovídaným počtem 
pacientů, kteří měli pooperační komplikace. 
Tato hodnota je velice důležitá pro celý 
výsledek exponenciální analýzy. Je-li tento 
poměr roven jedné nebo je statisticky 
blízký hodnotě jedna, je daný model 
vhodný pro ocenění morbidity.

21. 11. 2008 Lázně Bohdaneč

Exponenciální analýza Exponenciální analýza 
pro verifikaci modelu POSSUMpro verifikaci modelu POSSUM

Poměr skutečných a predikovaných pacientů s komplikacemi (úmrtí)

21. 11. 2008 Lázně Bohdaneč

Charakter dodaných dat pro logistickou Charakter dodaných dat pro logistickou 
regresiregresi

Operační data dodaná z chirurgické kliniky FN Ostrava-Poruba. Data 
pocházející z otevřených operací střev jsou schematicky znázorněna na 
obrázku. 

Schematické prostorové znázornění datového souboru  

21. 11. 2008 Lázně Bohdaneč

Nový model logistické regrese a Nový model logistické regrese a 
verifikaceverifikace

ln [R/1 – R]  =  – 2,75257+ (0,08564 . PS) + (0,0654 . OS)

kde R(PS,OS) = π(PS,OS)

χ2-test dobré shody pro vhodnost použitého modelu

Celkem                                                 274      118                                156          

5                  > 0,16175                         54         33          33,0499            21           20,9501

4            -0,185379 až 0,16175           53              25         26,0443         28           26,9557

3            -0,487402 až -0,185379         57              24          23,8842            33           33,1158

2            -0,748892 až -0,487402         55              24          19,2725            31           35,7275

1                  < -0,748892                      55              12          15,7492           43           39,2508

Třída        Logitový interval                  n        Pozorováno  Predikce    Pozorováno  Predikce    

Morbidita 1                     Morbidita 0    

χ2 = 3,11935  … počet stupňů volnosti 3   … p-value = 0,373584
Tento test ověřuje hypotézu o tom, zda nová logistická regresní funkce je adekvátní
s pozorovanými daty.  p-value je větší než 0.10, není důvod zamítat vhodnost 
použitého modelu na  90% hladině významnosti.  

21. 11. 2008 Lázně Bohdaneč

Aplikace nového modelu na chirurgická data 
z laparoskopických operací střev

Verifikace modelu byla provedena pomocí exponenciální analýzy 

Verifikace exponenciální analýzou pro data z laparoskopických operací 

21. 11. 2008 Lázně Bohdaneč

Aplikace nového modelu na chirurgická data 
z laparoskopických operací střev

Verifikace exponenciální analýzou pro data z laparoskopických operací 
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21. 11. 2008 Lázně Bohdaneč

Závěry a otevřené otázkyZávěry a otevřené otázky

1. Dodaný model logistické regrese byl verifikován na aktuální lékařská data, 
z otevřených i laparoskopických operací střev – FN Ostrava-Poruba. Model není 
optimální.

2. Skórovací proměnné PS a OS lze použít ke generaci nového modelu logistické regrese.

3. Jednou z možností verifikace je algoritmus exponenciální analýzy. Její aplikace na data  
z laparoskopických operací z FN Ostrava-Poruba prokázala dobrou shodu mezi 
skutečným a predikovaným počtem pooperačních komplikací.

4. Další verifikace nového modelu může následovat pomocí standardních  χ2 testů 
vhodnosti použitého modelu, případně pomocí specializovaného Hosmer-
Lemeshowova testu. 

5. Ověřený a na dlouhodobých datech verifikovaný rizikový model lze považovat za 
charakteristiku daného lékařského pracoviště. Je použitelný jako nástroj pro hodnocení 
kvality lékařské péče - inovační přístupy ve financování zdravotnictví.

6. Metodika pro modelování a předpověď rizik, aplikovaná na reálná data v úzké 
spolupráci s lékařem, může i samotnému lékaři posloužit jako vhodný nástroj pro 
volbu typu operačního zákroku.

21. 11. 2008 Lázně Bohdaneč

Algoritmizace a numerická implementace 
nalezených metod v rámci spolupráce 

s průmyslem
(Ing. Pavel Praks, Ph.D.)

CQR na VŠB-TU Ostrava r. 2008

21. 11. 2008 Lázně Bohdaneč

• Výzkum ve spolupráci s prof. Pierre-Etienne LABEAU, Service de Métrologie Nucléaire, 
Université Libre de Bruxelles, Brusel, Belgie.

• Vstupem vyvíjeného software jsou doby do poruchy (+ "stopping times" pro cenzorovaná
data). Implementovány 3 ekonomické modely popisující různé strategie údržby (ABAO, 
AGAN, BAGAN). Populární Weibull-modely nejsou vždy vhodné pro aproximaci vanové 
křivky:

Modelování degradace Weibullovým
rozdělením (P.Praks)

21. 11. 2008 Lázně Bohdaneč

• Testována schopnost vybraných unimodálních
Weibull-modelů aproximovat referenční vanovou 
křivku

Modelování degradace Weibullovým rozdělením:
Odhad parametrů pomocí MLE

21. 11. 2008 Lázně Bohdaneč

Vyhledávání podobných 
Metalografických obrázků v obrazové

databázi BONATRANS a.s.
• Motivace: Vývoj software 

pro automatické vyhledávání 
podobných obrázků

• Vyhledávání podobných 
obrázků v obrazové databázi 
BONATRANS a.s. s 
porovnáním výsledků od 
experta BONATRANS a.s.

P. Praks, E. Izquierdo, R. Kučera: The sparse image representation for 
automated image retrieval. IEEE ICIP 2008. San Diego, USA

21. 11. 2008 Lázně Bohdaneč

Vstup: Klasifikace metalografických obrázků 
expertem - Ing. Jana Jelenová, BONATRANS a.s.

• Podobnost 30-ti obrázků porovnávána se vzorkem, u kterého je předem 
známa třída:
– třída A, třída Z
– A55967.jpg
– A56095.jpg
– A56132.jpg
– A56166.jpg
– A56168.jpg
– Z55232.jpg
– Z55265.jpg
– Z55287.jpg
– Z55293.jpg

• Cílem je automaticky rozpoznat třídu obrázku
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21. 11. 2008 Lázně Bohdaneč

Výsledky vyhledávání: lsires_A56745.jpg.txt:
5 nejpodobnější skutečně patří do A

21. 11. 2008 Lázně Bohdaneč

Výsledky vyhledávání: lsires_A56251.jpg.txt:
4 nejpodobnější skutečně patří do A

21. 11. 2008 Lázně Bohdaneč

Výsledky vyhledávání: lsires_Z55232.jpg.txt:
3 nejpodobnější patří do A, ale s velmi malou podobností 

(podobnost ~ 0)

21. 11. 2008 Lázně Bohdaneč

Shrnutí výsledků dosavadní 
spolupráce

• Výpočet podobnosti algoritmu nevyžaduje fázi učení, nejsou tedy nutné 
pozitivní a negativní příklady.

• Výsledky ukazují, že výpočet podobnosti obrázků umožňuje s poměrně 
velkou jistotou automaticky oddělit obrázky třídy A od obrázků třídy Z, 

• Zdá se, že třída Z obsahuje více faktorů, neboť obrázky třídy Z si nejsou 
vzájemně podobné. Přesto výsledky ukazují, že obrázky třídy Z nejsou ani 
podobné obrázkům s třídy A.

• Návrhy do budoucna: Porovnávání více obrázků. Zavedení více tříd, 
vzájemné rozpoznávání tříd, porovnávání výsledků s expertem 
BONATRANS a.s.; Tvorba statistického modelu. Možnost společných 
publikací.

21. 11. 2008 Lázně Bohdaneč

Spolupráce s Arcellor Mittal Ostrava a.s.

• Výsledky publikovány:
• P. Praks, M. 

Grzegorzek, R. 
Moravec, L. Válek, 
and E. Izquierdo: 
Wavelet and Eigen-
Space Feature 
Extraction for 
Classification of 
Metallography Images. 
Frontiers in Artificial 
Intelligence and 
Applications. Vol. 166, 
2008: IOS Press 
Amsterdam. 

21. 11. 2008 Lázně Bohdaneč

CQR 2008 reference:

Praks P., Izquierdo E., Kučera R.: The sparse image representation for automated image retrieval.
IEEE ICIP 2008, San Diego, USA. pg:  25-28. ISBN: 978-1-4244-1764-3 

P. Praks, V. Svátek V., Černohorský J.: Linear algebra for vision-based surveillance in heavy 
industry - convergence behavior case study. IEEE CBMI 2008 - Sixth International Workshop on 
Content-Based Multimedia Indexing. 18-20th June, 2008, Queen Mary, University of London, 
London, UK. pg. 346-352. ISBN: 978-1-4244-2043-8 DOI:10.1109/CBMI.2008.4564967
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OKRUH JAKOSTI- REPRODUKČNÍ CYKLUS

Kapitola 6: MANAGEMENT ZDROJŮ
6.1

Poskytování zdrojů
6.2

Lidské zdroje
6.3

Infrastruktura
6.4

Pracovní prostředí

Kapitola 5: ODPOVĚDNOST MANAGEMENTU
5.1
Osobní angažovanost a 
aktivita managementu

5.2
Zaměření na 

zákazníka

5.3
Politika
Jakosti

5.6
Přezkoumání

systému 
managementu

5.4
Plánování

5.5
Odpovědnost, 

pravomoc
a komunikace

Kapitola 4: SYSTÉM MANAGEMENTU JAKOSTI
4.1  Všeobecné požadavky 4.2  Požadavky na dokumentaci

Kapitola 7: REALIZACE PRODUKTU

Kapitola 8: MĚŘENÍ, ANALÝZA A ZLEPŠOVÁNÍ
8.1

Všeobecně
8.2

Monitorování a 
měření

8.3
Řízení neshodného 

produktu

8.4
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údajů

8.5
Zlepšování
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Rozhraní
trhu

Rozhraní
trhu

Průzkum 
trhu

7.1
Plánování
realizace 
produktu

7.2
Procesy 

týkající se 
zákazníka

7.3
Návrh a 
vývoj

7.6
Řízení

monitorovacích a 
měřicích zařízení

7.4
Nakupování

7.5
Výroba a 

poskytování
služeb
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Struktura QMS - systému řízení kvality

KAPITOLA 4: SYSTÉM MANAGEMENTU JAKOSTI 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

ORGANIZACE 

4.1 - Všeobecné požadavky 4.2 - Požadavky na dokumentaci 

Identifikace procesů QMS 
 v organizaci 

Posloupnost a vzájemné působení 
procesů 

Kritéria a metody pro efektivní 
fungování a řízení procesů 

Zajištění dostupnosti zdrojů a 
informací pro procesy 

Monitorování, měření  
a analýza procesů 

Opatření pro dosažení výsledků a 
neustálé zlepšování procesů 

Politika jakosti a cíle jakosti 

Příručka jakosti 

Dokumentované postupy 
požadované normou 

ISO 9001:2000

Ostatní dokumenty potřebné
 pro plánování, fungování 

 a řízení procesů 

Záznamy požadované normou 
ISO 9001:2000

Struktura procesů managementu jakosti výrazně ovlivňující
ekonomické aspekty jakosti na základě funkčního IS



Struktura nákladů na nejakost dle Prof. H.J. Harringtona

Náklady na 
nejakost 

Přímé

Nepřímé

Řiditelné

Na vybavení vyvolané nejakostí

Na prevenci

Na sledování

Vyvolané

Vnitřní

Vnější

Vznikající u zákazníka

Ze ztráty dobrého jména firmy

Nespokojenost zákazníků

Typické řídící, hlavní a podpůrné procesy podniku

Řídící Hlavní Podpůrné
1. Strategické plánování 1. Specifikace požadavků

zákazníka
1. Marketing

2. Organizování 2. Uzavírání smluv vztahů 2. Návrh a vývoj

3. Delegace pravomocí 3. Nákup pro zakázku 3. Technická příprava výroby

4. Finanční řízení zdrojů a 
controlling

4. Plánování výroby 
zakázek

4. Technická obsluha výroby

5. Plánování infrastruktury 5. Řízení kooperací zakázky 5. Investiční rozvoj

6. Integrovaný systém řízení
(QMS, EMS, BOZP, ISMS)

6. Výroba-plánování, 
výroba a kontrola

6. Měření, kontrola 
- centralizovaně

7. Řízení změn 7. Balení, skladování, 
expedice zakázek

7. Rozvoj znalostí pracovníků

8. Řízení cash-flow 8. Prodej zakázek 8. Logistika – centralizovaně

9. Řízení rizik 9. Servis 9. Bezpečnost, ochrana majetku 
fyzického i duševního

Proces je obecně chápán jako přeměna vstupů na výstupy (hmotné i nehmotné), lze jej rovněž deklarovat
jako  „Následnost předem plánovaných činností se stanoveným cílem“.

Proces musí mít stanoveny svoje cíle a metriky.
Metriky jsou ověřovány stupněm splnění své hodnoty (měřitelné, exaktní) či nepřímo měřitelně zjištěné).
Měřítka parametrů jsou „standardní hodnoty“, stanovené pro produkt dle norem, předpisů, smluv …,

kvantitativní (peníze, kusy, spotřeba …) či kvalitativní (sociální, ekologická …).  

NE 

ANO 

Z 

Definování záměrů dle 
marketingu, zadavatel 

Identifikace typů 
zákazníků, 

dodavatelů, procesů, 
ustavení týmu 

Identifikace, přání 
a potřeb zákazníků, 
vlastních možností 

v metrologii, IT/IS, SW 

Volba hlavních 
procesů, zajištění 
zdrojů finančních, 

technických, kapacit-
ních, informačních 

Vypracování 
postupového 

diagramu procesů 

Vypracování systému 
měření, přenosu a 

zpracování informací 

Specifikace 

Metody a formy SPC 

Identifikace možností 
zlepšení, 

volba nástrojů 

Vypracování řešení 

Realizace řešení 

Analýza výsledků 

Bylo cíle 
dosaženo? 

Trvalé zavedení 
dosaženého zlepšení, 

aktualizace 
dokumentace 

K 

Je zlepšení 
postačující? 

Postupový diagram strategie neustálého zlepšování 
jakosti zahrnující metody SPC, metrologie IT/ IS a SW 

Bezpečnost a životní cyklus IS

Expertní hodnocení celospolečenských požadavků a přínosů

12

Činnosti při kterých se tvoří hodnoty činní jen
malou část pracovního procesu

Rozdělení pracovního procesu

Práce s přírůstkem hodnoty:

•„Činnost díky které získá
produkt větší hodnotu“

•Část činnosti, za kterou je
zákazník připraven zaplatit

Pracovní proces:

Práce s
patrným 
plýtváním

Práce se 
skrytým 
plýtváním

Práce s 
přírůstkem 
hodnoty
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Čistá orientace na výdaje se může negativně projevit na kvalitě

Začarovaný kruh kvality I:

Tl
ak

 n
a 

ce
ny

Tlak na 
výdaje Dram

atické

snížení výdajů

Chybějícíspokojenost 
zákazníka

Ko
m

pr
om

isy

v k
va

lit
ě

Čas

Schopnost 
konkurence

Snižuje se schopnost 
konkurence díky 
orientaci pouze na 
výdaje

Juranova trilogie

Management projektu 1/2 Management projektu 2/2

Struktura informačního systému
 1. Sběr primárních údajů 
 
 
 
 
 
 
 
 2. Analýzy 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

2. Analýzy 

 

1.1 Sběr dat o poruchovosti, údržbě 
po poruše, preventivní údržbě a 
zajištěnosti údržeb 

2.1 Analýza porucho-
vých prostojů a příčin 
poruch 

2.3 Analýza 
preventivní údržby 
a její zajištěnosti 

2.2 Analýza údržby  
po poruše a její 
zajištěnosti 

3.1 Ukazatele udržova-
telnosti po poruše 3.2 Ukazatele preventivní 

udržovatelnosti 

3.3 Ukazatele 
udržovatelnosti 

1.2 Sběr dat o bezporuchovém 
provozu, resp. o použitelném 
stavu 

2.4 Analýza použitelného, pro-
vozuschopného a provozu-
neschopného (z vnějších příčin) 
stavu 

3.4 Ukazatele 
bezporuchovosti 

3.5 Ukazatele pohotovosti,  
ukazatele technického využití 

1.3 Sběr dat o nákladech  na 
údržbu (preventivní, po 
poruše) a ztrátách z 
poruchových prostojů 

2.5 Analýza nákladových 
položek z poruchových 
prostojů 

Hodnocení ekonomické efektivnosti 
ve vztahu ke spolehlivosti 

Řízení preventivní 
údržby a její 
zajištěnosti 

Řízení údržby po 
poruše a její 
zajištěnosti 

Optimalizace řízení údržby z hlediska 
pohotovosti a  nákladů (výnosů a ztrát)

2.7 Ztráty a výnosy 
relativní 

2.6 Ztráty a výnosy  
absolutní 

Položky
finanční 

Položky 
kapacitní 

Položky 
finanční 

Položky 
kapacitní 

Lidské Strojní Lidské 

Externí Interní Externí Interní 

Strojní 

3.6 Ukazatele ekonomické 
efektivnosti absolutní  

3.7 Ukazatele ekonomické 
efektivnosti relativní 

Spolehlivost a jakost



 



Models of Partial Repairs – Formulation and Analysis of
Reliability

Jaroslav Ševč́ık and Petr Volf, ÚTIA AV ČR

volf@utia.cas.cz

O U T L I N E:

1. Models of repair impact

2. Simple Kijima II type model for preventive repair
notion of virtual age

3. Stabilization of intensity of failures

4. Model with degradation process
repair – reduction of degradation level

5. Question of optimal preventive repair (degree, frequency, costs)

The objective is to show selected models of partial repairs, considering either
the degradation or other changes of survival distribution, together with the use
the notion of virtual age

1 A General Model of Repair Impact

– along Dorado (1997)

Consider ’original’ CDF F (t), parameters θ ∈ (0, 1], v ∈ [0,∞),

and a family of distribution functions

F̄ θ
v (t) =

F̄ (θt + v)

F̄ (v)
, t > 0,

meaning the life distribution with effective age v and life supplement θ.

Basic Scheme:

V0 = 0, Θ0 = 1, Vi ≥ 0, Θi ∈ (0, 1] and

Vi ≤ Vi−1 + Θi−1Ti for i > 0. (1)

Ti are inter-failure (inter-repair) times

Special Cases:

1. perfect repair model. Θi = 1, Vi = 0

2. minimal repair model. Θi = 1, Vi = Si, Si = time of failure

3. Kijima’s Model I. Θi = 1, Vi+1 = Vi + ξiTi, Vi =
∑i

k=1 ξkTk,

where {ξi}i≥1 constants or (independent) random variables in [0, 1].

4. Kijima’s Model II. Similarly, Vi = ξi(Vi−1 + Ti) and ξi ≤ 1, Θi = 1,

then Vi =
∑i

k=1(
∏i

l=k ξl)Tk.

5. Accelerated lifetime model (as in Finkelstein, 2000)

Θi > 1, Vi = 0

Other schemes of repair impact

– Multiplicative model for intensity

λ(t) = λ0(t) · exp(b(Z(t))

for example b(Z(t)) ∼ β · Z(t), or Z(t) ∼ (t − s) · 1[t > s]

(Percy et al., 2007)

– Additive model for intensity

λ(t) = λ0(t) + λ1(t) · Z(t)

again, for example λ1 · Z ∼ b(t − s) · 1[t > s]

– and combinations

2 Kijima II model and preventive repairs

Consider a simple model of preventive repairs:

∆ – time between repairs,

Vn, V
∗
n – virtual ages before and after n−th repair:

Vn = V ∗
n−1 + ∆, V ∗

n = δ · Vn.

If we start from time 0, then

V1 = ∆, V ∗
1 = δ∆, V2 = δ∆ + δ = ∆(δ + 1),

V ∗
2 = ∆(δ2 + δ), V3 = ∆(δ2 + δ + 1) etc.

Vn → ∆

1 − δ

i.e. it ’stabilizes’, for each δ and ∆ there is a limit meaning that

hazard rate h(t) ’oscillates’ between h( δ∆
1−δ) and h( ∆

1−δ)

cumulated h.r. increases regularly through intervals of length ∆ by dH =
H( ∆

1−δ) − H( δ∆
1−δ), i.e. with constant slope a = dH/∆.

Example – Weibull model H(t) = α · expβ, (β > 1, say)

dH = α∆β 1 − δβ

(1 − δ)β
, a = α∆β−1 1 − δβ

(1 − δ)β
.

– special cases: perfect repairs, δ = 0, minimal repairs, here δ ∼ 1.

Remark 1: it is always possible to stabilize h.r. by selecting the upper value
of H∗ and repair always when H(t) should reach that value,

then Vn = V = H−1(H∗), V ∗
n = δVn again,

and interval between repairs should be ∆ = V (1 − δ).

In the case we can reduce just the last time increment,

(KIJIMA I model) – for degrees δn and intervals ∆n of repairs

we get that Vn =
∑n

k=1 δk∆k

In Accelerated eldering model - we have to shorten repair periods

Weibull case, here H(t) = ( t
a)

b:
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Optimal selection of δ to given repair interval ∆?

– we mean the ’optimality’ w.r. to costs, esp. in the case that the renewal
δ = 0 is too expensive

– we consider the stabilized case, and moreover that failures are much less
frequent than preventive repairs

Let c0 be the cost of failure (and its repair), c1(δ, ∆) the cost of the preventive
repair.

Then the mean costs to a time t can be written as

C ≈ c0 · E(N(t)) +
t

∆
· c1(δ, ∆),

where E(N(t)) is the mean number of failures up to t, which is actually
Hv(t) – cumulated H.R. under our repairs sequence,

namely E(N(t)) ≈ t
∆ · dHv

(dHv is change of Hv(t) during period ∆)



In the Weibull model H(t) = α · tβ we had dHv = α∆β 1−δβ

(1−δ)β .

However, the problem is the selection of function c1

it should reflect the extent of repair

– it leads to an idea to use a deterioration function (process) S(t)

and repair = reduction of S(t)

(we can imagine S(t) =
∫ t
0 s(u)du, s(u) ≥ 0, for now – a function)

Failure <=> S(t) crosses a random level X

denote by r.v. T the time to failure, H(t) its cumulated hazard rate

(recall that failure <=> H(t) crosses an Exp(1) random level
i.e. H(t) is also a ’natural’ measure of deterioration)

Hence, as T > t ≡ X > S(t), i.e. F̄T (t) = F̄X(S(t)), then

H(t) = −logF̄X(S(t)).

(where F̄ = 1 − F )

Some cases:

– X ∼ Exp(1), then H(t) = S(t)

– S(t) = c · td, d ≥ 0, and X Weibull (a, b),
then T is Weibull (α = acb, β = b × d)

i.e. H(t) = α · tβ.

Let us now imagine that the repair reduces S(t) to S∗(t) = δ · S(t).

–> in Weibull case: direct connection with reduction of virtual time:

S(t∗) = S∗(t) => t∗ = δ
1
d · t.

– we have the case of Kijima II model again,

and as shown, each selection of δ, ∆ leads to a stable
(’constant’ h.r.) case

For other cases, e.g. if S(t) is of exponential form, ect − 1,

recall Remark 1, cf. following figures (where S(t) ≡ H(t), ∆ = 1)
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We can now return to ’cost optimization’ problem

– the mean cost to a time t is

C = c0 · E(N(t)) +
t

∆
· c1(δ, ∆),

Specify c1(δ, ∆) for instance as

c1 · (dS(t))γ, dS(t) = S(t)(1 − δ) = S(tend) − S(tinit),

tend, tinit are virtual ages, c1 > 0, γ ≥ 1 constants.

In the 1-st example, X is Weibull (1.6,5), with EX ∼ 1.5,

while S(t) = 0.5 · t0.5, so that it reaches EX approx. at t = 9.

We fixed tend = 5, γ = 2, c1 = 2, c0 = 10, and search for optimal δ.

It means to repair if S = 0.5 · t0.5
end, by degree δ,

with interval of repairs ∆ = tend(1 − δ1/d).
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Figure 4:

2-nd example: S(t) = exp(ct) − 1, c = 0.05, X ∼ Weib(10, 7) EX ∼ 9,
we fixed tinit = 5, γ = 1, c1 = 2, c0 = 10, ∆ was optimized.

It means that tend = tinit + ∆, we repair when S(t) = S(tend),

with degree δ = S(tinit)/S(tend).
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Other Models: Degradation S(t) as a random process

type of process?

1. S(t) = Y · S0(t), Y a r.v.

2. Diffusion with trend S0(t) + B(t)

3. S(t) cumulating a random walk s(t) ≥ 0

4. Compound Poisson process (and generalization)
non-continuous, ”random shock model”

S(t) =
∑

Tj<t

Y (Tj) =
∫ t

0
Y (u)dN(u)

ES(t) =
∫ t

0
λ(u) · µ(u)du, var(S(t)) =

∫ t

0
λ(u) · (µ2(u) + σ2(u))du.

We can again connect a failure with S(t) crossing a level x

i.e. t : S(t) < x <=> t < T , FS(t)(x) = F̄T (t),

FS(t)(x) is the compound distribution at t,

There exist some approximations (in financial maths)
another way how to evaluate it – random generation
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