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Abstrakt: Cilem prispévku je ukazat moznosti aplikace transformace dat pro zlepSeni jejich
rozdeéleni s ohledem na naslednou statistickou analyzu. Je podrobnéji pojedndano o mocninné
transformaci dat a Box Coxové transformaci. Tyto transformace jsou pouzity pro konstrukci
adaptivniho postupu vyberu odhadu stredni hodnoty a tvorbu intervalu spolehlivosti stiedni
hodnoty. Je ukdzano jak vyuzit pro hlubsi analyzu vilivu nedokonalosti vybéru na vysledky
transformace dat zakladni neparametrické varianty metody Bootstrap.

1 Uvod

Dulezitou soucasti analyzy dat jsou metody k ziskavani relevantnich informaci z experiment
a pozorovani. S naristem dostupnosti vykonnych osobnich pocitacii dochéazi k decentralizaci
a interaktivnosti pfi zpracovani experimentalnich dat a interpretaci vysledkti. To klade vétsi
naroky na pracovniky praxe, ktefi jiz t€Zko obh4ji jednoduché postupy vyhodnocovani dat,
zalozené¢ mnohdy na zjednodusenych nebo i nespravnych predpokladech. Nabidka a moznosti
pocitaCové orientovaného statistického zpracovani dat nuti experimentatora k hlubsi analyze,
coz vede vétsinou k radikalni zméné pohledu na rutinné provadénou vyzkumnou préaci. Ulohy
vyhodnoceni experimentalnich dat v analytické praxi maji nékteré spolecné rysy:

(a) rozsahy zpracovavanych dat jsou bud’ malé nebo extrémné veliké,

(b) rozdéleni dat jen ziidka odpovidd normalnimu bézné¢ predpokladanému ve standardni
statistické analyze,

(c) v datech se vyskytuji vybocujici méfeni a rizné heterogenity,

(d) statistické modely se cCasto tvoii na zakladé¢ predbéznych informaci z dat (datovée
orientované ptistupy),

(e) existuje jista neurcitost pii vybeéru modelu, popisujiciho chovani dat.

Pokud nemd byt statisticka analyza v analytické praxi pouhym numerickym pocitdinim bez
hlubsiho smyslu, je pochopitelné tieba, aby byly ovéfeny vSechny predpoklady, které vedly k
navrhu daného postupu analyzy.

Pii zpracovéani vysledkt rutinnich méfeni se bézné predpoklada aditivni model méfeni. O
datech (x;), 1 = 1, ..N se apriorn¢ soudi, Ze jde o nezavislé stejné rozdélené¢ veliCiny,
pochazejici z normalniho rozdéleni. Tyto ptfedpoklady jsou zakladem prakticky vSech
klasickych metod analyzy experimentéalnich dat. V tad¢ ptfipadl, kde se opakované méti za
stejnych podminek konstantni parametr se s timto pfistupem vystaci, pokud se zajisti
dostate¢ny pocet opakovani. Pro mensi vybéry a nepiesna méfeni lze pouzit jednoduché
robustni techniky, které funguji dobte , pokud je rozd€leni dat symetrické.

Je tfeba mit na paméti, Ze malé porusSeni predpokladu normality nemusi byt katastrofické s
ohledem na vysledek statistické analyzy. Na druhé stran¢ je vSak Spatné, kdyz odhady i testy
zaviseji na spiSe jinych faktorech nez je chovéni vétSiny dat (na velikosti vybéru, uspofadani
vysledkl nesledovanych proménnych atd.).

Pfi analyze specidlnich typl dat, kde chyby méfeni jsou zanedbatelné ve srovndni s
variabilitou méteného materialu resp. jednotlivé analyzované vzorky jsou silné odlisné co do
koncentrace analyzované latky je rozd€leni vysledkd vyrazné asymetrické (zeSikmené
obycejné k vys$im hodnotdm). Pak vede jak standardni tak i robustni analyza Casto k
nespravnym zaveéram resp. vylucovani dat, ktera sice neodpovidaji predpokladu symetrie, ale



jsou "piijatelnd". V takovych ptipadech pak bez ohledu na kvalitu analytické metody
rozhoduje o vysledku kvalita zpracovani dat.

Pokud data nesplnuji pfedpoklad normality, je v fad¢ piipadi mozné zlepsit jejich rozdéleni
vhodnou transformaci.

V tad¢ ptfipadl se rozmezi analyzovanych latek pohybuje v nékolika fadech, coz omezuje
pouziti standardnich statistickych metod zaloZzenych na ptedpokladu konstantniho rozptylu
resp. aditivniho modelu méreni. [1]. V préci [2] bylo diskutovdno o moznostech pouziti
transformace stabilizujici rozptyl nebo multiplikativhiho modelu méreni. To vede k
logaritmické transformaci dat [1]. Nevyhodou této transformace je fakt, ze pii nizkych
koncentracich je absolutni chyba méfeni velmi mala (blizka 0), coz odporuje realité. Byl
navrzen postup kombinujici oba modely méteni a odstranujici jejich nevyhody [2].
Multiplikativni model méfeni sice vede k pouziti asymetrického logaritmicko normélniho
rozd€leni ale neni zdaleka universalni. Jednim z obecnéjSich postupti eliminace asymetrie je
vhodnd, obycejné mocninnd, transformace dat [1]. I zde vSak vznikaji problémy zejména se
zpétnou transformaci a pouzitelnosti jen pro nékteré ulohy. Lze odvodit , Ze pro malé rozptyly
o’ je odhad parametru mocninné transformace §patné identifikovatelny (viz [3]).

V tomto pfispévku je pozornost zaméfena transformace vedouci ke zlepSeni tvaru rozdéleni
vybéru a jejich vyuziti pro zakladni tlohy statistického zpracovani dat

Jednim z problémil analyzy dat obecné je to, Ze se pracuje sjednim vybérem konecného
rozsahu. To ma za duasledek, ze vysledky analyz jsou neurcité¢ (s ohledem na opakovani
vybéru) a vybéry jsou omezen¢ informativni (s ohledem na velikost vybéru). Podle ptistupu k
feSeni tohoto problému existuji dva zékladni ptistupy:

B Datové orientovany pristup (vira v data)
B Modelové orientovany pristup (vira v model)

S vyhodou Ize pro analyzu vlivu nedokonalosti vybéru na vysledky zpracovani dat vyuzit
principt metod Bootstrap. Datové orientovany pristup vyustuje ke generaci simulovanych
vybért na zékladé klasického neparametrického Bootstrapu. Modelové orientovany pristup
vyuziva parametricky Bootstrap. Zde je ukazano pouziti neparametrického Bootstrapu pro
zlepSeni informativnosti klasické Box Coxovy transformace.

2. Standardni zpracovani dat

Omezme se na nejfrekventovangjsi a zdanlivé nejjednodussi Glohu stanoveni koncentrace
analytu z vybéru (x;, x,,..xy ) velikosti N. Jednotlivé prvky vybéru pfitom nejsou opakovani
méFeni ale méfeni na riiznych vzorcich. Ugelem je odhad parametru polohy a stanoveni jeho
neurcitosti (intervalu spolehlivosti stfedni hodnoty).

Standardni model méteni je aditivni, t.j.

X=u+¢ (1)

kde u je skutecnd hodnota métené veli¢iny (koncentrace analytu) a ¢ je ndhodna chyba

meéieni. Tento model celkem dobtfe vyhovuje pro ptipad opakovani méteni, ale pokud jde o
ruzné vzorky Casto selhava. Standardni statistickd analyza vychazi z téchto predpokladii:

e stfedni hodnota chyb méteni je nulova, t.j. E(¢)=0,
e rozptyl chyb méfeni je konstantni, t.j. D(&)=0c"
e chyby jsou vzdjemné nezavislé .t.j. E(g, ¢,)=0



e chyby maji normalni rozdéleni t.j. £ = N(0,5°)

Diskuse o identifikaci a postupu pii poruseni prvnich tfi predpokladi je uvedena v préci [2].

Nejvice omezujici, je predpoklad, ze chyby maji normalni rozdéleni. Tento predpoklad je
potiebny pro konstrukci intervalli spolehlivosti (neurcitosti vysledkil) resp. testovani hypotéz.
Pokud je k dispozici dostatek dat, 1ze odhadnout rozdéleni chyb & z rozdéleni méfeni x,
protoze pro model (1) je tvar hustoty pravdépodobnosti totozny.
Normalni rozdéleni lze chéapat jako jednoho z ¢lent tfidy eliptickych symetrickych rozdéleni,
pro které plati ze se 1isi pouze délkou koncti. V analytické praxi, kde jde bézné¢ o méfeni na
ruznych vzorcich, je cCastym jevem asymetrické rozdéleni dat zeSikmené Kk vy$Sim
hodnotam. Toto rozdéleni je bézné u dat, kde se ve vzorcich vyskytuji fadové rozdily
koncentraci (napt. u dat z oblasti zivotniho prostfedi). Pro odstranéni asymetrie rozdéleni dat
se Casto pouziva vhodna transformace /(x) . Ta vSak v ptipad¢ platnosti modelu (1) vede ke
vzniku nekonstantniho rozptylu

dh(x)} . -

D(h(x))= [a’x

Napt. pro bézné doporuc¢ovanou logaritmickou transformaci 4 (x)=In(x) vyjde

D(h(x)){jj =5 3)

To znamend, ze misto konstantni absolutni chyby je v této transformaci konstantni relativni
chyba (variacni koeficient), coz odporuje pfijatému modelu méfeni. Korektni analyza zde
vyzaduje pifimé pouziti zeSikmeného rozd€leni a konstrukci nesymetrickych intervald
spolehlivosti.

Multiplikativni_ model méreni je zaloZzen na predpokladech konstantni relativni chyby a
nezapornosti méfeni (jde o fyzikalni veli¢iny souvisejici s hmotou). Vysledek méfeni je
modelovan vztahem

x=u*exp(e) 4)

Zde ¢ ma stejné vlastnosti jako u modelu aditivniho (rov.(1)). Po korektni logaritmické
transformaci piechazi tento model na aditivni model v logaritmech, tedy

In(x)=In(u)+¢ (5)

Nevyhodou multiplikativniho modelu je piedevSim to, ze pro velmi nizké koncentrace
resp.malé p vychézi absolutni chyba méteni ptilis nizka [4].

Pokud se pouzije nespravny piedpoklad o rozdéleni chyb dochézi ke zkresleni parametrti a
nasledné celé statistické analyzy. Necht’ napf. plati aditivni model (1) a na data se pouZije
nespravné logaritmickd transformace. Pak vyjde

In(x)=In(u+e)=mu+in(l+e/u) (6)

S vyuzitim Taylorova rozvoje lze psat



In(x)~In(pu+¢e)=mpu+e/ u—05%(s/ 1)’ +0.33*(s/ )’ —..(7)

Pro malé relativni chyby méfeni 6 = o/ i lze pak s vyuZitim tohoto vztahu nalézt vyrazy pro
sttedni hodnotu a rozptyl /n(x) ve tvaru

E(lnx)=Inu—0.5%5>-0.75*%6" (8)
a
D(inx)=06"+2.5%8" +4.66*5° 9)

Je tedy patrné, ze pouziti nespravného piedpokladu ovlivni jak stfedni hodnotu tak i rozptyl.
Pro u vétsi nez jedna vyjde stifedni hodnota podhodnocené a rozptyl nadhodnoceny.

Pro ptipad, Ze se analyzuji data z rtiznych vzorka se bézné predpoklada, ze chyby méfeni jsou
zanedbatelné vzhledem k variabilit€¢ vzorkli (méfeného materidlu) Jako model se pak pouziva
se pouziva predstava, ze (x;), i =..N, jsou realizace nahodné veli¢iny s rozdélenim
charakterizovanym hustotou pravdépodobnosti f{x) resp. distribu¢ni funkci F(x). Formaln¢ je
tedy

x=F"(p,) (10)

kde p; je hodnota distribu¢ni funkce v misté x; . Pokud je f{x) hustota pravdépodobnosti
normalniho rozdéleni odpovidéd tento model modelu (1) stim, ze u je stfedni hodnota.
Odhadem stiedni hodnoty je pak aritmeticky pramérx a odhadem rozptyleni je vybérovy
rozptyl s° . Pesnosti libovolnych odhadii o se charakterizuji pomoci jejich rozptylét D(o). Pro

pripad normélniho rozdéleni dat x, ~ N(&,5° ) jsou tyto rozptyly

2 4

.o B 2.0
D(x)=— a D(s® )=

(%) N (s°) N-1

K vyraznému zkresleni rozptylu vybérového priméru muize dojit v ptipad¢, ze data nejsou
nezavisla. To muze byt situace, kdy se vzorky k analyze odebiraji z riznych mist , které spolu
néjak souviseji (prostorova nebo ¢asova autokorelace). Pro piipad nejjednodussi autokorelace
prvniho fadu vyjadfené autokorelacnim koeficientem p dojde ke zvétSeni rozptylu stfedni
hodnoty

2

- (o2
PO= Va7

Pro komplikovangjsi situace (prostorova zavislost dlouhého dosahu) miize byt zkresleni
zpusobené zavislosti v polohdch odbéru neumérné vysoké.

Klasick4 statisticka analyza je zaloZena na odhadech X, s° a pfedpokladu normality rozd&leni
chyb v modelu (1) resp. normality F(x) v modelu (10). Zakladni roli pii posuzovani vysledka
méteni hraje 100 (1 - &) % ni interval spolehlivosti sttedni hodnoty, pro ktery obecné plati,

P(x, <usx,)=l-«a



kde «a je hladina vyznamnosti a xp xy jsou ndhodné meze urcené z dat. (Standardné se
konstruuje 95 % ni interval spolehlivosti). Pro pfipad normalniho rozdé€leni chyb resp. méteni
je tento interval ve tvaru

N

NI (11)

X—t, ,,,(N-1)*——<pu<x+t,,,(N-1)*

N

kde ¢, ,,,( N —1). je kvantil Studentova rozdé¢leni s N-/ stupni volnosti. Pro vétsi vybéry se
bézné tento kvantil nahrazuje kvantilem normovaného normalniho rozdéleni u, , ,.

Pro jina neZ normalni rozdéleni jiz nemaji odhady X, s° optimalni statistické vlastnosti a
interval spolehlivosti definovany rov. (11) neni rozumné pouzitelny. Pro asymetricka
rozdé€leni dat je interval (11) nevhodny jiz proto, Ze je symetricky. Navic jiz nebude platit , ze
1e 100 (1 - &) .

Pfi nemoZznosti pouziti vySe uvedené¢ho standardniho postupu pro realnd data existuji v zdsadé
tfi cesty:

L Nalezeni vhodného rozdéleni pro puvodni data a konstrukce specidlnich
intervall spolehlivosti.

II. ZlepSeni rozdéleni pivodnich dat tak aby bylo mozno pouzit pro
transformovana data standardni analyzu

II1. Vyuziti poc¢itacové orientovanych postupil, kdy se generuji ,,umélé vybéry*

se stejnym statistickym chovanim a pak se na zakladé centralni limitni véty
pracuje s prumérem z téchto vybéri.

Jednotlivé cesty maji své vyhody a nevyhody. Mozné zlepSeni rozd€leni dat vhodnou
transformaci je logické pouzit zejména v ptipadech, kdy je cilem pouze stanoveni intervalu
spolehlivosti parametru polohy a nikoliv konstrukce pravdépodobnostnich modelti. Navic se
velmi snadno ur¢i, zda je toto zlepSeni statisticky vyznamné ¢i nikoliv. Na druhé stran€ vSak
jedna transformace nemusi vyhovovat pro vSechna data a vznikaji problémy pokud je nutno
realizovat zpétnou transformaci. S vyhodou Ize pro hlubsi posouzeni kvality transformace

v __0¢¢

vyuzit generace ,,umélych vybéru“ (Bootstrap).

3. Transformace zlepSujici rozdéleni dat
S transformaci dat se pfi zpracovani experimentll setkdvdme velmi casto. Podle pficin
muzeme transformaci délit do dvou zakladnich skupin:

A. Transformace zlepSujici rozdéleni dat. Zde je transformace zddana a ptispiva ke zlepSeni
rozdeleni dat (zjednodusuje jejich zpracovani).

B. Transformace jako dusledek matematickych operaci (obycejné realizace funkci) s
méfenymi veliCinami. To je pfipad, kdy zname u komplikovanych systému vstupni ndhodné
veli¢iny a zajima nas vystupni ndhodnd veli¢ina. Patii sem tedy vSechny transformace, kdy
na zéklad¢ experimentalnich vysledki pocitdme jiné veli¢iny (napf. z hodnot poloméru
plochu kruhovych elementll). Zde je vlastné transformace_neziddand, protoze deformuje
ptivodni rozdéleni dat.

V piipad¢ ad A) se_hledd vhodna transformace. V ptipad¢ ad B) se hledaji vhodné postupy
zpracovani dat, které_omezuji vliv transformace. Tato dualita vede Casto ke stavu, kdy
formaln¢ shodné (matematicky spravné) metody poskytuji zna¢né odlisné vysledky.



Z uveden¢ho je zfejmé, ze transformace mize byt bud "uZzitecnym nastrojem", nebo
"zakladni prekazkou" pfi statistické analyze dat.

Jak bylo ukazano v kap. 2, je pro statistickou analyzu dat_ideédlni, pokud jsou prvky vybéru
nahodné vzdjemné nezavislé veliCiny se_stejnym normalnim rozdélenim.

Realné vybéry se od tohoto stavu vice ¢i méné¢ odliSuji. V jednodusSim piipad¢ maji_delSi
konce (vyssi Spicatost), nez odpovida normalnimu rozdéleni. To je Casto dusledek pfitomnosti
vybocujicich méteni. Zde je pii statistické analyze stale stied symetrie v misté modu, ktery je
totozny s medidnem a stfedni hodnotou. Efektivni odhad polohy je medidn (primér x ma
priblizné dvojnasobny rozptyl). Bézné statistické testy jsou vici vyssi Spicatosti dat pomérné
robustni (to se tyk4d zejména t-testu vyznamnosti). Také valnd vétSina robustnich metod
odhadu parametri polohy a rozptyleni vychazi z predstavy symetrického rozdéleni dat,
kontaminovaného jistym podilem symetricky vybocujicich dat.

Komplikovangj$i je ptipad, kdy je rozdéleni vybéru zeSikmené (obycejné k vySSim
hodnotdm). Pak jiz neni modus totozny s medidnem ani stfedni hodnotou a vlastni
interpretace parametru polohy je ztizena. Efektivni odhad parametru polohy je mozny jen pii
znalosti zdkona rozdé¢leni pravdépodobnosti (ktery vSak pii analyze dat neni apriorné znam).
Bézné statistické testy jsou vici zeSikmenému rozdéleni dat obecné nerobustni. Také zakladni
robustni metody odhadu parametri polohy a rozptyleni zde nefunguji dobfte.

Je tedy ziejmé, Ze jiz_symetrizaéni transformace bude pro analyzu dat velmi uzitecna.
Privodnim zjevem u fady "nenormaln&" rozdélenych vybéri je nekonstantnost rozptylu
(pouze pro normalni rozdé€leni plati, Ze stfedni hodnota je nezavisla na rozptylu).
Transformace stabilizujici rozptyl je tedy zaroven transformaci vedouci k normalité. Otazky
spojené s existenci transformace vedouci k normalité jsou teoreticky feSeny v praci [5].

4. Transformace stabilizujici rozptyl

Nekonstantnost rozptylu je pravodnim jevem u fady méfeni. Indikuje bud’ neplatnost
aditivniho modelu méfeni typu rov. (1) nebo nenormalitu rozdéleni ndhodné veli€iny, ze které
byl realizovan vybér. Zde se omezime na piipad, kdy je rozptyl D(x) jistou zndmou funkci
velikosti x, coz mizeme formalné vyjadiit vztahem

D(x) = g(x) (12)

Pti zndmém (pfedpokladaném) tvaru g(x) se pak hleda stabilizujici transformace 4(x), pro
kterou jiz bude rozptyl konstantni. Elementarni vztah pro rozptyl funkce ndhodné veli¢iny je
definovan rov. (2). ProtoZe je pozadavkem vybér takové funkce A(x), aby D(h(x)) = konst. a
D(x) = g(x), 1ze z rovnice (12) snadno nalézt, ze

h(x) = const.'[

dx
13
A g}x} (1

Resenim tohoto integralu (konstanta const. neni dilleZita pro tvar transformace) miizeme pak
snadno urcit transformaci stabilizujici rozptyl.

V tad¢ ptipadl je méfeni realizovano za podminky konstantnosti relativni chyby, tj.
konstantnosti varia¢niho koeficientu CV = [o/x]. 10 °. Rozptyl o, v misté x je pak ziejmé

O'x2 =[CV/l 02 '] 2 x% funkee (12) je tedy g(x) = x° Po dosazeni do rovnice (13) a analytické
integraci pak dostavame h(x) = In(x). Pouzitim logaritmické transformace zde tedy

eliminujeme nekonstantnost rozptylu (obecné plati, Ze tato transformace je vzdy vyhodna,
pokud se jednotlivé prvky vybéru méni v rozmezi nékolika radi).



N , . 2 w1 v . . ,
Pro siln¢ zesSikmena data (jako %~ rozdé€leni) se doporucuje odmocninova transformace. Pro
gama rozd&leni je zase stabilizujici transformace tfeti odmocniny Z(x) = x'?

5. Mocninna transformace

Mocninna transformace je pomérné Siroce vyuzitelna pro feseni celé fady problému. Plati, ze
aditivni 1 multiplikativni model lze vyjadfit jako specialni ptfipady mocninné tiidy modelil
méteni, kterd je charakterizovana tim, Ze transformaci obou stran pomoci funkce 4(.) vyjde
aditivni model

h(x)=h(u)+e (14)

U pravdépodobnostniho modelu (10) lze vhodnou transformaci dat stabilizovat rozptyl,
priblizit Sikmost rozdéleni k nule a tvar rozdéleni k normalnimu rozdéleni. Cilem je na
zéklad€ znalosti o vybéru x; i = 1, ...N nalézt vhodnou mocninu, resp. vhodny ¢len (pokud se

pouZzije cela rodina transformaci).
Nejjednodussi je prostd mocninnd transformace

hp(x) = sign(x)*abs(x)" pro 1= 0 (15)
hp(x) = In (x) pro 4 =10

kde abs(x) je absolutni hodnota a sign(x) je znaménkova funkce
sign(x )=1 pro x>0, sign(x)=-1 pro x<0, sign(x)=0 pro x=0

Tato transformace nezachovava méfitko a ani neni vzhledem k vSude spojitd. Zachovava vSak
poradi dat ve vybéru (jako vSechny mocninné transformace).

Pouziva se jako jednoduchéd_symetrizujici transformace a proto se hleda optimalni mocnina A
tak, aby byly minimalizovany vhodné miry symetrie vybéru. Je mozZno pouZit piimo
vybérovou Sikmost gi(y), nebo jeji robustni verzi grj(y) viz. [1]. Stejné jednoduché je
sledovat rozdil mezi primérem a medianem v transformaci.

Pro posouzeni kvality transformace, resp. nalezeni optimalniho A je také moZzno pouzit grafu
rozptyleni s kvantily (GRK), resp. kvantilovych grafi (Q -Q grafti), jejichz konstrukce je
popsana v [1].

Nevyhody prosté mocninné transformace (zejména nespojitost v okoli nuly a nesrovnatelnost
méfitek v transformaci) odstrafiuje rodina Box-Coxovych transformaci h(x), ktera je linearni
transformaci prost¢é mocninné transformace /Ap(x). Box Coxova tfida polynomickych
transformaci ma tvar

A
X

h(x) :; A#0 (16)
h(x)=In(x) A=0

kde A je parametr transformace. Pro A =/ resultuje aditivni model méteni a pro A =0 model
multiplikativni. S vyuzitim Taylorova rozvoje lze odvodit, Ze v tomto piipad¢ je

xxu+e/ ut (17)



Pro piipad, Ze rozptyl D(&)= o’ je maly jde o aditivni model s nekonstantnimi chybami, pro
ktery Ize pouzit jako odhad x véaZeny aritmeticky primér s vahami umérnymi z'"*"% .
Lze ukazat, ze vhodnym odhadem parametru x# (nezndma koncentrace ) je vybérovy median,

ktery je invariantni vii¢i monoténnitransformaci.
Pokud A(x) je linearni transformaci /4p(x) plati pro re-transformované stiedni hodnoty

h™ [E(h(x))] =hp™ [ E(hp(x))] (18)

Pro ob¢ transformace je pak odhadem re-transformované sttedni hodnoty zobecnény priamér

1 N 1/2
M =(N2xf“) proA #0 (19)
i=1
resp.
N 1/N
M:[Hxi} prol=0 (20)
i=1

Pokud se pouzije mocninna transformace na aditivni model méieni vyjde h(x)=h(u+c¢).
Z Taylorova rozvoje pak resultuje odhad vychyleni vlivem této nekorektnosti

o’ d’h(x)

B=E(h(x))~h(p)= ", < (x=p) 1)

Tak napf. pro logaritmickou transformaci vyjde B = -0.5 CV?, kde CV je variaéni koeficient.
To odpovida druhému ¢lenu v rov. (8).

Prosta mocninna transformace je invariantni vii¢i zméné métitka a Box Coxova transformace
neni invariantni vi¢i zméné¢ méfitka. Detaily lze nalézt v praci [6]. Pro eliminaci této
nevyhody lze pouzit modifikované transformace

A p

h(x,p) =" ;p A#0

h(x, p) =In(x/ p) A=0

kde parametr p se voli jako aritmeticky primér, geometricky prameér resp. median piivodnich
dat. Zuvedené¢ho také piimo plyne, Ze ob¢ transformace jsou zavislé na posunu. Tedy
mocninnd transformace (x+a) poskytne jiné vysledky nez mocninnd transformace x.

Lze se snadno piesveédcit, zZe:

e rodina transformaci definpvanych rovnici (16) je vzhledem k mocniné A spojitd. V okoli
A blizkého nule plati /im (x”- 1)/A=1lim x” In(x) = In(x)

e vSechny transformacni zavislosti 4(x) prochdzeji jednim bodem o soufadnicichy =0, x =
1 a maji v tomto bod¢ spolecnou smérnici (jsou zde, co do pribehu, shodné)

e Mocninné transformace s exponenty -2, -3/2, -1, -0,5, 0, 0,5, 1, 3/2, 2 jsou co do kiivosti
rovnomerné rozmisténé.

e Vlivem transformace (16) se vSak obecné¢ méni charakteristiky polohy a rozptyleni, coz
komplikuje porovnani rizné transformovanych vybéra (nevadi pochopitelné pro ptiblizeni k
normalité, resp., zesymetri¢téni vybéru).



Pro zajisténi toho, aby méla transformovana data pfiblizn€ stejnou polohu a rozptyleni jako
data netransformovana, je mozné pouzit dostate¢né linedrni transformace (viz [2]).
Z hlediska analyzy dat je transformace vzdy zadouci, pokud x(N) / X(1) > 20 (pfedpokladaji

se kladna data). Rov. (16) je pouzitelna pouze pro kladna data. Pokud je zndm jiny pocatek x,
pod kterym se data nemohou vyskytovat, voli se zobecnénd mocninnd transformace

(x+c) -1

) =—

A0 (22)

h(x) =In(x+c¢) A=0

Zde ¢>= x, Obecné¢ se hledaji u této transformace dva parametry. S ohledem na to, zZe

dosavadni transformace plati pro zdola omezené rozdé¢leni dat, neni zfejmé mozné, aby jejich
rozdéleni bylo striktné normalni. Pro odstranéni této (prakticky nepftilis diilezité) nevyhody
doporucuji Bickel a Doksum_rozsifenou Box-Coxovu transformaci (pro parametr A> 0),
kterd pokryva celou redlnou osu

sign(x) * abs(x)" —1

h(x) = .

A#0 (23)

Nevyhodou je, Ze tato transformace neobsahuje logaritmickou transformaci. Tato
transformace je jiz nezavisla na métitku.

Pro odhady parametrii v téchto rodinach transformaci lze opét pouzit riznych charakteristik
Sikmosti a Spicatosti.

V piipad¢ jednoparametrickych rodin transformaci se lze zaméfit pouze na jednu
charakteristiku tvaru (obycejné Sikmost). Vyhodnéjsi je pouziti testl normality dat po
mocninné transformaci. Znamy Shapiro-Wilklv test je imérny testu vyznamnosti smérnice
v Q-Q grafu, takze Ize také posuzovat linearitu v Q-Q grafech.

S ohledem na pozadavek, aby se rozdéleni vybéru v transformaci co nejvice bliZilo
normalnimu rozdéleni, 1ze pro odhad optimalniho pouzit metodu maximalni vérohodnosti.
Pokud plati ptedpoklady aditivniho modelu méfeni (normalita a nezavislost) ma logaritmus
vérohodnostni funkce tvar

1
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InL(A)=> (A=1)*In(x,)——— > [h(x,)—h( )] (24)

Pro pevné A lze ur¢it maximaln€ vérohodny odhad rozptylu ve tvaru

P = L lhew -k 03)

kde se za h( u) dosazuje aritmeticky prumér transformovanych dat

o

W)~ fvzwxi) (26)

Po dosazeni do vérohodnostni funkce resultuje vztah



lnL*(z)=Z(z—1)*zn(xi)—W (27)

Maximalizaci InL'(1) podle A (viz.[1]) lze pak snadno uréit maximalné vérohodny odhad

/:tparametm transformace A . Je patrné, Ze je tato uloha ekvivalentni minimalizaci rozptylu
v transformovanych proménnych o’ . Na zakladé Taylorova rozvoje funkce A(x) pro pevné A
vyjde piiblizny vyraz

xt =1

A

D( )= éD(xﬂ) ~E(x)""7?D(x)=E(x)"5’

kde 9 je variacni koeficient. Je zfejmé, Ze pro pevné A bude rozptyl v transformaci tim vyssi,
¢im bude vétsi rozptyleni dat. T0 umoini identiﬁkaci extrému (minima). Pro malo rozptylené

vvvvvv

ukazano, ze pro D(x) — 0 je rozptyl D(ﬂ)—) oo a podobné 1 rozptyl zobecneneho praméru
roste nade vSechny meze.Pro snadnou identifikovatelnost transformace je tedy vyhodné mit
vetsi rozptyleni dat jak je napt. bézné u vybért s asymetrickych rozdéleni.

Formaln¢ 1ze ulohu maximalizace rov (27) vyjadfit ve tvaru

din(L 1 dh
Z;):Zm(xi)-az[h(x)—zh( )] (z) 0 (28

dh(x;) (1+A%x,)In(1+A%x,)-A*x,
i A

kde

Z druhé derivace vérohodnostni funkce Ize urCit rozptyl maximalné¢ vérohodného odhadu
mocninné transformace[7]. Po upravach vyjde : D( y) ) =2(1-0.333 *g12 +0.388 g2)/(3Nw), kde
w=0¢ (I+1). Zde & , g; a g jsou rozptyl, Sikmost a $piatost piivodnich dat. Je patrné, Ze
pro o= 0 roste rozptyl odhadu mocninné transformace nade viechny meze.

Na zékladé asymptotického (/—«a) % niho intervalu spolehlivosti parametru mocninné
transformace lze sestavit nerovnost

IML(A)=InL(A)-0.5% y7 (1) (29)

Vsechna A splilujici tuto nerovnost lezi v intervalu spolehlivosti a jsou tedy piijatelna. Toho
lze snadno vyuzit pro rozliSeni mezi aditivnim a multiplikativnim modelem méfeni. V rovnici
(29) oznacuje y; (1)kvantil v rozdéleni s 1 stupném volnosti.

Plati, Ze:

e pokud obsahuje 95% ni interval spolehlivosti také jednicku, voli se aditivni model.

e pokud obsahuje 95% ni interval spolehlivosti nulu a nikoliv jednicku, voli se
multiplikativni model.

e v ostatnich ptfipadech je mozné zvolit pravdépodobnostni model (10) a pouzit pro dalsi
analyzu postup navrzeny v [1].



S vyhodou lze vyuzit grafického zdznamu In L( 1) na se zakreslenym (obycejné 95 %nim)
intervalem spolehlivosti. Z tohoto grafu Ize jiz snadno odhadnout jak kvalitu transformace,
tak 1 posoudit, v jakych mezich se miize hodnota A pohybovat. (Plati, ze ¢im jsou tyto meze
uzsi, je kvalita transformace vyssi, pokud v nich nelezi 4= 1).

Parametr mocninné transformace ziejmé souvisi s Sikmosti rozd€leni dat. Pro kvantifikaci
tohoto vztahu 1ze dosadit do podminky (28) misto h(x) jeho rozvoj do Taylorovy fady a urcit
maximalné¢ vérohodny odhad analyticky. V praci [8] je toto odvozeni provedeno. Vysledek
lze zapsat ve tvaru

E * *
A~]— E(x)*0* B, (30)
6
kde g, je Sikmost plivodnich dat. Je patrné, Ze pro data zeSikmena k vy$§im hodnotam vyjde

parametr transformace podstatné mensi nez jedna.
Pomoci vztahu (30) mGzeme napf. snadno posoudit vliv posunu dat na parametr mocninné
transformace. Napft. pro ptipad, ze data posuneme o konstantu a tj. y = a*x vyjde, Ze

A, =4 —(a*c*p,)/6

Jak je patrné, je tfeba pfi pouziti postupu mocninné transformace brat v ivahu také piipadné
linedrni transformace dat a jejich rozmezi.

Specialné pro ucely prizkumové analyzy dat (viz. [1]) byl navrzen postup, ktery umoziiuje
grafické posouzeni vhodnosti mocninné transformace. Je pouzito jednoduché tridy
transformaci typu

h(x)=a*x"+b A#0 (31)
h(x)=c*In(x)+d A=0

Parametry a, b, ¢, d voli_Emerson a Stotto [9] tak, aby byla zachovéna pfiblizna linearita
transformace v okoli medidnu, t;.

med (x*) = med(x) zc(med(xl) ~ 1

Pro urc¢eni vhodné transformace se vychazi z vybérovych kvantili Xpa medidnu x

Vynesenim y* = (Xp + Xl_p)/2 nax = [(Xl_p - X, 5)2 (X5 - xp)z]/ (4 X, 5) rezultuje v piipad¢
moznosti symetrizacni transformace linearni zavislost, prochazejici poc¢atkem typu

y* = (1-1) x*. Ze smémice této zavislosti tedy miZeme pfimo nalézt odhad parametru
transformace A . Pfi praktické aplikaci tohoto postupu se voli jednotlivé pismenové hodnoty

(viz [1]), pro které je P; = 2-(*1) j=1, ... Pro robustni odhad smérnice (1- 1) se doporucuje
pocitat pro vSechny body smérnice kj = yi*/xi>l< a jako optimalni vzit pak median ze vSech k;.

Uvedeny postup je vhodny pro malo a stfedné zeSikmena rozd€leni. Cameron [10] ukazal, ze
pro siln¢ zeSikmena rozd€leni a kvantily xp vzdalen¢ od medianu vznika na grafu vy vs, x*
systematickd kfivost. Pak je vhodné provadéet iterativni hledani optimalniho , kdy se vysledek

’ v ’ v . %k * ’ w7 ’
z prvého urceni smérnice (y~ vs. X' ) dosadi do transformace (31) a v dalSich vynesenich se
misto kvantili proménné x pouzivaji transformované kvantily A(x) (ur¢ené z piedchoziho



grafu). Také je vyhodné v prvnich fazich brat spiSe smérnice urené z kvantila (P; = 0,25). Z
toho plyne, ze Emerson-Stottiv postup neni zcela automaticky a vyzaduje Casto iterativni

hledani vhodného A4, kde v kazd¢ iteraci se konstruuje graf typu y>I< na x". Na druhé strang je
tento postup velmi jednoduchy a umozituje posouzeni vlivu ptipadnych vlivnych bodl na
vysledek transformace.

Lze se snadno piesveédCit, ze vSechny uvadéné typy transformace jsou cCleny obecné
Johnsonovy rodiny transformaci J(x). Lze ukézat, ze pouze pro tfi funkce h(.) pokryva
transformace J(x) celé rozmezi Sikmosti a SpiCatosti.

6. Metody BOOTSTRAP

Je znamo, Ze pro konstrukci intervalu spolehlivosti populacniho parametru p, je tieba znat
rozdéleni g(p) jeho odhadu p. Pro néktera rozdéleni (napf. normalni) a parametry (stfedni
hodnota, rozptyl) jsou rozdéleni odhadl nebo jejich funkci znamy a intervaly spolehlivosti je
mozné konstruovat relativné snadno.

Pro neznamé rozdéleni vybéru X = (x;.xy) a libovolny parametr ps lze s vyhodou pouzit
techniku Bootstrap, ktera umozniuje jak nalezeni rozdéleni vybérové statistiky p, tak i
konstrukci intervalu spolehlivosti. Zakladni mySlenka metody Bootstrap je jednoducha[16,
17]. Spociva v generaci M-tice simulovanych vybér v,..viys oznacovanych jako Bootstrap
vybéry. Jejich rozdéleni odpovidd rozdéleni plivodniho vybéru X, charakterizovaného
hustotou pravdépodobnosti g(x). Z téchto vybért se urci M-tice odhadt p; = p(x) hledaného
parametru ps. Z této M-tice hodnot Ize pocitat intervaly spolehlivosti pomoci celé fady metod.

A. Odhad z asymptotické normality

Jde o nejjednodussi postup zalozeny na predstavé, ze M je dostatecné velikéap; i = [..N lze
zpracovat jako vybér z normalniho rozd¢€leni. Pro tzv. Bootstrap odhad stfedni hodnoty
parametru ps plati

] M
= , 32
pB M ;pz ( )
a odpovidajici rozptyl ma tvar
] M
S3=— D (Pi—Ps) (33)
M=

Pro 100(1-a) %ni interval spolehlivosti parametru ps se pak pouzije znamy vztah
Dy —Ug Sp S PSS Pyt ), Sp (34)
kde u, ,,, je kvantil normovaného normalniho rozdéleni.

B. Percentilovy odhad
Tento postup je zalozen na neparametrickém odhadu mezi intervalu spolehlivosti
vychazejicim z poradkovych statistik p) ,kde pi) <= pg+1) jsou poraddkové statistiky, pro které
plati, Ze jsou d %nim kvantilem rozdéleni odhadu p pro

i

:M+1

Dolni mez 100(1-) %ni intervalu spolehlivosti je pak
LC=p,,, kde kl=intfa*(M +1)/2] (35)

a pro horni mez plati



UC = p,,,, kde k2 =intf[(1-a/2)*(M +1)] (36)

Zde int (x) je cela cast Cisla x.

C. Studentizovany odhad
Tento odhad vychazi z jednoduché transformace vedouci na Studentizovanou ndhodnou
veliéinu ¢

P, —Dp
SB‘

1

t. =

1

kde s, je vybérova smérodatna odchylka pocitana pro i - ty Bootstrap vybér v;. Pro
100(1-a) %ni interval spolehlivosti pak plati

Py —tp ¥y SpSS<py+i,*s, (37)
kde potadkova statistika ¢, =17, e 1r.1)/,, & potadkova statistikaz, =7, o/ >0

D. Vyhlazeny odhad

Obecné lze na zaklad¢é hodnot p; sestavit odhad hustoty pravdépodobnosti jejich rozdé€leni
fe(p) napt. s vyuzitim histogramu nebo jadrového odhadu. Pti znalosti funkce fe(p) se snadno
konstruuje interval spolehlivosti pfimo z definice. Pro meze tohoto intervalu pak plati, ze

a/2= [ fe(p)dp

a/2= | fe( p)dp
uc
Podle typu odhadu fe maze jit o ulohu numerické nebo analytické integrace.

Zakladnim ptedpokladem tuspésSnosti celého postupu je generace Bootstrap vybéri. Pro
tento ucel je tieba bud’ znat nebo volit rozdéleni g(x). Standardni technika neparametrického
Bootstrap vychazi z neparametrického odhadu g(x) ve tvaru

g(x) = fva(x ~x,) (38)

kde Diracova funkce o(x—x,)=1 pro (x=x,) a vSude jinde je. o(x—x,)=0. Toto
rozdéleni pokldda pravdépodobnost //N v kazdém bod¢. Simulované vybéry se pak realizuji
jako ndhodné vybéry slozené z prvkl plivodniho vybéru X s vracenim (tj. jeden prvek
ptivodniho vybéru se miize v simulovaném vybéru vyskytovat i opakovang).

Dalsi moZznosti je konstruovat vhodny parametricky model g(x), odhadnout jeho parametry a
generovat simulované vybéry standardnimi postupy. Tento piistup nardzi na celou fadu
problémil souvisejicich s moznou nehomogenitou, vybocujicimi body, heteroskedasticitou a
autokorelaci.

Bootstrap metody obecné poskytuji informace jak o bodovych odhadech, tak i intervalech
spolehlivosti.



Uvazujme standardni neparametricky Bootstrap (v; jsou vybéry s vracenim ) pro ps = y, tj. jde
o stiedni hodnotu a jeji interval spolehlivosti stiedni hodnoty. Lze snadno urcit, Ze v tomto
piipad¢ je Bootstrap primeér totozny s aritmetickym primérem ptivodnich dat a Bootstrap
rozptyl je M-krat mensi nez rozptyl plvodnich dat. LiSi se vSak intervaly spolehlivosti
zejména tam, kde se rozdé€leni dat vyrazné odchyluje od normalniho rozd¢€leni.

Kromé standardniho Bootstrap lze pouzit také dvojity Bootstrap (Bootstrap aplikovany na
vybéry v; ), blokovy Bootstrap (realizace vybéru s vracenim na bloky homogennich dat a
sestaveni celkového Bootstrap vybéru spojenim vysledki) [17] .

Pro ucely detailn¢jsiho posouzeni kvality Box Coxovy transformace je mozné urcit vyse
uvedenym postupem (kap.5) pro vSechny Bootstrap vybéry parametr A a posoudit jejich
rozdéleni. Jako vhodny odhad Alze pak urCit primér zrov. (32) a meze intervalu
spolehlivosti pro A z percentilovych odhadi definovanych rov. (35) a (36). Tento postup je
vyuzit v programu bootcox v jazyce MATLAB:

7. Priklad

Jednou moznosti programu bootcox je moznost generace ndhodnych vybérti z normalniho
rozdéleni. Tento piiklad je zvolen s cilem ukazat, ze pro siln¢ zeSikmend data lze jen obtizné
identifikovat vliv vybocujiciho meéfeni na vysledek Box Coxovy transformace. Bylo
generovano 50 dat z normalniho rozdé¢leni se stfedni hodnotou 10 a smérodatnou odchylkou
3.5. Data byla pfevedena na zeSikmené rozdé€leni exponencialni transformaci exp(x). K témto
upravenym datiim bylo pfidano vybocujici méfeni s hodnotou 4x vyssi nez maximalni prvek
transformovaného vybéru. Je ziejmé, Zze k normalité zde vede logaritmickd transformace
In(x). Pro tato data je znazornén rankitovy graf pro piivodni data na obr 1.

rankitow graf puvodni

2.5 T T T T
I I I I
I I I I
2l L L L B
I I I I
sl A - S - |
alF3 i H l !
R | | | |
S f [ L T DT ]
e 1 l l l l
o 05 - O e . . -
< f I I I I
IS 3 I I I I
S 0 - O P e S |
S 1 1 1 1
< < | | | |
= 05 --------- P e B e b -
€ & ! ! | |
© o ! | | |
S x | I I I
4 g o — = 4 - - — = - - = = = = - - - — - — = = —
% | | | |
16—~ L ,,,,,,,,, 4‘ 7777777777 : 7777777777 : ,,,,,,,,, _
F | | | |
T l l l l
iy P Lo 4 ] e e e - - — —
F | | | |
l l l l
25 | I | |
0 0.5 1 1.5 2 2.5
poradkova statistika % 10°

Obr 1. Rankitovy graf pro piivodni data.



bod. Priibéh vérohodnostni funkce je na

4

Cujici

Sikmeni a jeden siln€ vybo
obr. 2. Optimalni A vySlo 0.001 a meze 95 % niho intervalu spolehlivosti jsou -0.06 a 0.07.
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Obr 2. Graf vérohodnostni funkce.

Rankitovy graf pro transformovana data je na obr 3.

Rankitow graf Box Cox trans.
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Obr 3. Rankitovy graf pro transforovana data (Box Cox)



Pti pouziti neparametrické Bootstrap metody vyslo A4 jako primér z 1000 Bootstrap vybért
rovno 0.00743 a meze 95 % niho intervalu spolehlivosti (percentilové odhady) jsou -0.05 a
0.09. Je patrné, ze rozdily jsou prakticky zanedbatelné. Histogram a neparametricky odhad
hustoty pro A pocitané ze vSech 1000 Bootstrap vybérii jsou na obr. 4.

lambda histogram
20 ‘

\ B h = 0.020511

18-

Rel. Freq.

-0.05 0 0.05 0.1

Obr 4. Histogram a neparametricky odhad hustoty parametrit 4 z Bootstrap vybért

Je patrné, ze rozdéleni parametru A je zeSikmené k vy$Sim hodnotam (Sikmost = 0.70) a
pomérné ploché, coz indikuje vyrazné odchylky od normality a svéd¢i o heterogenité dat. Je
také zifejmé, ze extrémné vysoké hodnoty v datech (viz. obr. 1) se logaritmickou transformaci
stanou prakticky nerozeznatelnymi od ostatnich (viz. obr. 2). Mocninna transformace zde tedy
obecné potlacuje vybocujici méteni. .Protoze interval spolehlivosti parametru A obsahuje
nulu lze provadét dalsi analyzu v logaritmické transformaci resp. volit multiplikativni model
méfeni.

8. Zavér

Je patrné, ze statistické zpracovani dat v analytické praxi ma celou fadu specifickych
zvlastnosti, které je tfeba brat v uvahu. Je vzdy vyhodné zalit prizkumovou analyzou a
porovnanim resp. selekci modeltt méfeni a az poté zvolit dalsi cestu. Ve shodé s koncepci
Lsatistical methods mining“ [11] je Casto nezbytné kombinovat rtzné piistupy jako je
transformace, robustni metody a pocitacové intenzivni metody k dosazeni rozumnych
vysledkd.

Specialné pii transformaci dat je tfeba mit na paméti, Ze jde o datové orientovany piistup a
pro dva razné vybéry ztéhoz rozdéleni lze ziskat razné odhady parametru transformace.
Voditkem miize byt kvalita transformace vyjadfena intervalem spolehlivosti parametru A
resp. rozdéleni tohoto parametru z Bootstrap vybéra. Také vztah k Sikmosti dat vyjadieny rov.



(30) indikuje casto vhodnost transformace s ohledem na mozné vybocujici hodnoty (Ize
pocitat Sikmost ze vSech dat a bez vybocujicich bodl a porovnat odhady A4).

BéZn¢ vyuzivand mocninnd transformace potlacuje vyrazné vybocujici hodnoty. Je ziejmé, Ze
prizpisobeni dat potfebam statistické analyzy (symetrizace) bez hlubSiho rozboru pficin
potieby transformace muze vést ke zkreslenym zaveéram.

Podékovani:
Tato prace vznikla s podporou vyzkumného centra Textil, projekt ¢. IM4674788501
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