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oddélend, protoze by se zanedbala jejich vzdjemna vnitfni korelace.
UZiteénou vlastnosti kanonické korelace je moZnost ovéfeni nezd-
vislosti mezi ob#ma skupinami znakii x a y.

2 Podstata metody CCA

V kanonické korelaéni analyze jsou kanonické koeficienty a a b
vevzlazich U, =a, y, +a,y, + .. +a y aV, =b x +b x, +
.. + b x hledéiny tak, aby maximulizmrafy korelaci mezi dvéma
kanonickymi proménngmi U, a V,. Po nalezeni nejlepsich odhadi
aab se U nazyvid prvni kanonickd proménnd proménnych levé
sady y a V, prvnf kanonicka proménnd proménnych pravé sady x,
Ob# kanonické proménné maji primér roven nule. Korelace mezi
U, a V, se nazyva prvni kanonicka kerelace a Etverec této korelace
je viastni ¢islo zdrojové matice dat [viz obr. 1),

Souhrn

Kanonicki korelaitni analyza je vicerozmérni meloda ke zkou-
mini zdvislosti mezi dvémi skupinami proménnych. Prvni ze
dvou skupin se povaiuje za sadu levich znaki (proménnych) - y
a druhd za sadu pravych znaki (proménnych) - x. Toto rozdéleni
je ale Gisté aéelové z divodu vikladu a nema zadny vliv na feseni
problému. Jde o roziifeni metody vicendsobné linedrni regrese
a korelacni analyzy. Zatimco ve vicendsobné linearni regresi
hledime nejlepsi kombinaci m nezivisle proménnych ) I A
x, k vipodtu jeding zivisle proménné y, v kanonické korelacni
analyze hledime lineirni vetah U = a, v, + a,y, + ... + a, y_ mezi
skupinou p proménnych v, y. ..., ¥, adale lincarni vzlah V, =
box, +b,x, +..+ b_x_ mezi skupinou m nezévisle proménnych
X, Xy . X Podstata metody spocivi v lom, Ze se v kazdé sadi
znaki vyhfndé\'aji koeficienly @ a b tak, aby pro véech n objekti
vycislené kanonické proménné U _a V , i = 1, ..., n, vykazovaly
maximdlni parovy korelacni koeficient. Po jejich nalezeni se pak
hledaji dalii kanonické proménné U, a V,, které maji druhy nejvét-
3i korelaini koeficient za podminky, Ze U, a V, jsou nekorelované
s prvnimi kanonickfmi proménnymi U, a V,. Na 48 vzorcich vod
lokalit okresu Karvind byl stanoven obsah sedmi znaki, kleré
byly rozdéleny do dvou sad: levi sada obsahovala chloridy, sirany
a hydrouhlititany. pravi sada pak vysledky mineralizace, Ca, Mg,
Na. Mezi obéma sadami znaki existuje linearni vetah s vysokym
koreladénim koeficientem 0,938,

*
1 Uvod

Kanonicki korelaéni analjza CCA byla navrena v roce 1935
Hotellingem v souvislosti s hleddnim linedrni kombinace jedné
skupiny znaki x = (x , ..., x ). kterd nejlépe koreluje s linearni kom-
binaci druhé skupiny znaku y = (v, ..., ¥,). Vychazi z predpokladu
spoleéného rozdéleni obou skupin znaki. Podobné jako u PCA a FA
se hledaji linedrni kombinace znaki obou skupin, tj. hypoteticksch
kanonickych proménnych, které vedou k maximilnim vedjemnim
korelacim. Tyto kanonické proménné tvofi novy soufadnicovy sys-
tém vzdjemné orlogondlnich slozek. Jde o krokovi proces, kdy se
v prvnim kroku hledd linedrni kombinace x a linedrni kombinace y,
jejichi korelace je maximélni. Tyto linedrni kombinace tvofi prvni
slozky soufadnicovich systémh kanonickych proménnych pro x
ay. Vdalsich krocich se hledaji dalsi linearni kombinace x a y,
tj. kanonické proménné takové, které maji maximalni vzdjemnou
korelaci a pfitom jsou nekorelované s kanonickymi proménnymi
(slozkami obou novych soufadnicovich systémi) nalezenymi
v predchozich krocich, Piimé vyuziti této metody je pfi snizovani
dimenze, kdy jsou skupiny pitvodnich znaki veliké a déelem je
nalézl maly podet kanonickych proménnyich (linedirni kombinace
plivednich znakd), které postihuji v maximalni mife korelace mezi
pavednimi skupinami znaki,

Kanonicki koreladni analyza CCA tzee souvisi s chovinim
vicendsobného korelaéniho koeficientu B mezi jednou ndhodnou
velifinou a linedrni kombinaci jingch proménnych. Tento koeficient
nabivi maxima pro pfipad, kdy jsou koeficienty linedrmi kombinace
pfimo koeficienty regresnimi.

Kanonickd korelacni anal{za CCA se casto vyudije v situacich,
ve klerfch se tvofi regresni modely a kde existuje vice ne# jedna
zavisle proménnd. Zvlasté je uziteénd v situacich, kdy zivisle pro-
ménné jsou voiting korelovany, tak#e nemd cenu je vyhodnocovat
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Obr. 1. Model kanonické korelaéni analjzy kanonickych pro-
ménnych: U znadi kanonickou proménnou levé sady znaki a (V)
kanonickou proménnou pravé sady znaki

Prvni kanonickd korelace je tudif nejvé13i mozna korelace mezi
linedrnimi kombinacemi proménnych levé sady y a linedrnimi
kombinacemi proménngch pravé sady x. Predstavuje analogii
vicendsobnému korelatnimu koeficientu ve vicendsobné linedrni
regresi mezi fedinow zdvisle proménnou y a souborem nezdvisle
proménnych x. Rozdil proti vicendsobné linedrni regresi je pouze
v tom, Ze u kanonické korelace je nékolik proménngch ¥, a dile je
nuino navic hledat linedrni kombinaci mezi nimi, Druhd kanonic-
ki proménng V, je linedrni kombinaci x a ji odpovidajici druha
kanonickd proménnd U, je linedri kombinaci y. Koeficienty téchio
linearnich kombinaci jsou vybrény tak, Ze soucasné plati, Je V., je
nekorelované s V, a U, a Ze U, je nekorelované s ¥V, a U Kanonické
proménné V, a U, maji maximalni mo#nou korelaci R [podminénou
splnénim obou podminek), kterd se nazfvd druhd kanonicka kore-
lace a kierd je nutné mensi nebo rovna prvni kanonické korelaci,
V dalsich krocich se pak urtujf dalii kanonické proménné U, a V,,
U, a V, atd. Maximélni poet kanonickych korelaci a odpovidajicich
dvajic kanonickych proménnych je roven mengimu ze dvou &sel p
a . kdyi p je podet znakil x a g je podet znakd y. Dileitost kazdé
kanonické proménné se vyvhodnocuje ze dvou hledisek:

a) Urtuje se intenzita vztahu mezi kanonickou proménnou U a plivod-
nim znakem y nebo kanonickou proménnou V a znaky x.

b) Vyjadfuje se také intenzita vatahu mezi obéma kanonick{mi
proménnymi Va L.

Jelikoz kanonickd korelagini analiza predpoklada pouze linedrni
eavislost mezi proménngmi, je treba vysetfit grafy kazdého paru pro-
ménnych a provifit linearitu a odlehlé body, V pribéhu kanonické
korelace by mélo byt veato v dvahu nékolik nasledujicich bodi:

1. Urdenf podte part kanonickych proménnych: poéet mo#ngch
pari je roven mendimu &islu # podtu proménnych v kagdém
souboru.

2. Kanonické proménndé je nuino také interpretovat: stejné jako
ve faklorové analfze pracujeme i zde s matematicky umélymi
proménnymi, které je viak asto oblizné fyzikilng vysvétlit
a pojmenovat.

3. Dilegitost kofdé proménné must bt vwhodnocena ze dvou hiedi-
sek: musi se uréit intenzila vatahu mezi kanonickou proménnou
Ll a plivodnimi proménnimi y nebo proménnimi Va x, ze kterd
byla kanonickd proménnd vytvorena. Musi se rovniz vyjadfit
intenzita vzlahu mezi obéma kanonick{mi proménnymi Va L.

4. Fozornost fe tfeba vénovat velikosti vibdru: v socidlnich vedach
je tfeba obvykle 10 experimentélnich hodnot na jeden neznamy
parametr, v pifrodnich védach viak trochu méndé.
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Normalita a odlehlé body: kanonicka korelace nemd silné pozadav-
ky na normalitu. Odlehlé hodnoty viak mohou znigit pribéh vipodtu
£ pfinésl velké komplikace fyzikilng, biologicky ¢i jinak.

Linearita: kanonickd koreladni analyza pfedpoklidd pouze
linedrni zdvislost mez proménnimi. Petlivé je theba vySetfit grafy
kazdého paru proménnych a provétit linearitu a odlehlé body.
Kanonicka korelace je zaloZena na korelaci mezi dvéma soubory
proménnych. Koreladéni matici viech proménnych lze pak rozdélit
na ctyfi submatice:

1. B_. Jde o korelaci mezi proménnymi x.
2. Rﬁ. Jde o korelaci mezi proménnymi y.
3. R_. Jde o korelaci mezi proménnymi x a v,
4. R_. |de o korelaci mezi proménnymi v a x.

Kanonick korelace miize byt vyjadfena s vyuZitim metody SVD
{Singular Value Decomposition) matice C, kdeC=R 'R _R_ 'R, Ffi
SVD rozkladu matice € vztahem € = &, A 4, je diagondlni matice
vlastnich &isel vytvofena z viastnich éisel matice €. Pak j-1é vlasini
tislo &, matice € je rovno Etverci j-té kanonické korelace, kterd se
nazyva . Odiud j-ta kanonicka korelace je druhou odmocninou
Z j=tého vlastnfho Zisla matice C.

Dva soubory kanonickych koeficientd (podobné jako regresnich
koeficientt) se uXivaji pro kazdou kanonickou korelaci: jeden pro
proménné x a druhy pro proménné y. Tvlo kanonické koeficienty
jsou definovany vetahy
a=(Rp?) &, b=RiR,21}"
kde a, je normovand matice viastnich vektord pro y. Kanonicke skore
pra Va Uwvzniklo vyndsobenim standardizovangeh dat [od viech
prvkil se odedte priomér a visledek se podéli smérodatnou odchylkou)
matici kanonickych koeficienti V=2, balU=Z  a, kde Z a Z.r
predstavuji standardizovana data X a ¥. Abychom pomohli inter-
pretaci kanonickfch proménnych, vyéislime také matice zdtési
dle vatahii:

L.=Rubal,=R,a

Jsou to viasing korelace mezi pivodnimi proménnymi a kano-
nickymi proménnymi. Pro normované znaky jsou L_a Lr piimo
korelatnimi koeficienty mezi znaky x a kanonickimi proménnimi
V, respektive mezi v a U, Pro centrované proménné se ziskdvaji
korelaéni matice vynasobenim D' Ly, respektive Dy Ly, kde D jsou
diagondlni matice obsahujici na diagonile smérodatné odchylky
jednotlivich znaki.

2.1 Test vyznamnosti kanonickych korelaci

Vitginou se uréuji koeficienty pro viechny kanonické proménné,
déle hodnoty kanonickich korelact a hodnoty kanonickich promén-
nych pro viechny prvky vibérn, kleré nazyvame kanonickd skdre.
Standardni je test nulové hypotézy H : .k nejmensgich kanonickych
korelaci souboru je rovno nule”, Dva testy jsou vhodné: Bartlettay
y-test a aproximativni F-test. Oba testy byly odvozeny za piedpo-
kladu, #¢ x a y pochizeji 2 vicerozmérného norméilniho rozdéleni,
Velkid hodnota  a velkd hodnota Fjsou indikitorem, Ze ne viechny
korelace mezi proménnymi v souboru jsou nulové. V datech s vice
znaky mohou biit tyto testy uiitetnym privodcem k vibéru poiu
statisticky vyznamnych kanonickich korelaci. Visledky testu
vyietfujeme proto, abychom uréili, ve kterém kroku lze zbivajici
kanonické korelace povaZoval za nulové.

2.2 Vysvétleni kanonickych proménnych

Dilezitém vystupem CCA analvzy jsou korelace mezi kanonic-
k¥mi proménnymi a plvodnimi znaky. ze kterych byly kanonicke
proménné odvozeny. Tvto korelace vysvBtluji kanonické promén-
né, kdvi nékleré ze znaki al uz ze skupiny x, nebo ze skupiny y
jsou navzdjem silné vniting korelované, Tylo korelace se nazévaji
zitd#e kanonickych proménnych nebo také koeficienty kanonické
struktury. Protofe kanonickeé zdtéZze mohou byt vysvétloviny jako
korelace mezi kazdym pivodnim znakem a kanonickou promén-
nou, jsou uZitetné v pochopeni vztahu mezi znaky a kanonickymi
proménnymi. Je-li skupina znaki v jedné kanonické proménné
nekorelovand, kanonické zdléZe jsou rovny standardizovanym
koeficientiim kanonické proménné, Jsou-li nékteré ze znaki silng
vnitiné korelovdny, pak zatéZe a koeficienty jsou zcela rozlicné, To
je prave piipad vysvétleni kanonickych zatézi, ktery je ponékod
snafii nez koeficientd kanonické proménné,
2.3 Analyza redundance

Primérnd hodnota étverci kanonickéch zité2i pro prvni kano-
nickou proménnou V, poskyvtuje podil rozptylu znaki, ktery je
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vysvétlen prvni kanonickou proménnou. Obdobné to plati i pro
U, aznaky y. Nékdy je podil rozptylu takio objasnéného viak
maly, i kdyz jde o vysokou kanonickou korelaci. To se miiZe stat
v diisledku jednoho & dvou znakd, které maji hlavni vliv na kano-
nickou proménnou. Témto vypodtim se Hka analyza redundance
inadbytecnosti). Redundandéni index je mirou primérmého podilu
rozptylu ve skuping znaki y, ktery nebyl zahrnut do souboru V. Je
analogicky étverci vicendsobné korelace ve vicendsobné linedrni
regresi. Obdobné je také moZné ziskat podil rozptylu ve skuping
znaki x, klery je objasnén viemi proménnymi U

2.4 Grafické pomdcky

Mezi uZitetné grafické diagnostiky patii rozptvlovy graf zdavislosti
skdre kanonickych proménngch U, na V. Stupeii rozptfleni bodd
po plode je pak dilezitym ukazatelem. Gral je uZitetny v odkrivi-
ni neobvyklych pfipadi ve vibérech jako jsou odlehlé body. Graf
zivislosti U, na V, mize vést ve zdanlivé nelineirni rozptylovy
diagram nebo elipticky tvar, ktery byva totiz typicky pro dvojroz-
mérné normalni rozdélent.

3 Postup diagnostikovani CCA

Je-li pofet znakld g ve skupiné y roven 1, pak se kanonicka
korelaéni analyza CCA redukuje na vicenasobnou linedrni regresi.
Kanonicka koreladni analyza CCA obecné kvantifikuje silu vetahu
mezi dvéma skupinami znakid. Kanonické proménné mohou byt
vysvitloviny podobngm zpisobem, jako byly vysvétlovdny hlavni
komponenty nebo faktory,

3.1 Cile kanonické korelaéni analyzy

Data jsou tvofena dvémi skupinami znakd, pravou a levou sadou.
Kazdd skupina mize mit jiny teoreticky viznam, pfinejmensim
jedna skupina miize byt definovana jako znaky pravé sady a znaky
druhé levé sady. Kdyz bylo provedeno toto rozlifeni znaki, kano-
nickd korelatni anal{za mide umoZnit fedeni néklervch z téchlo
iiloh, popf. viech:

a) Rozhodnout, zda skupiny znaki, pfedstavujicich obvykle
rozliéna méfeni na témze pfedméty, jsou nezdvislé jedna na dru-
hé, nebo naopak urcit velikost vetahu, ktery existuje mezi obéma
skupinami.

b) Nalezeni skupiny znaki tak, aby lingdrni kombinace kaZdé
skupiny byly maximdlng koreloviny.

] Objasnéni povahy kteréhokoliv ze vatlahi, jeZ existuji mezi
skupinami znak x a y, stanovenim relativatho prispévku kazdého
znaku do kanonické funkce.

3.2 Formulace Glohy kanonické korelaéni analyzy

Jako jedna z metod vicerozmérné analyzy sdili kanonicka kore-
laéni analyza viechny problémy spolecné viem vicerozmérnym
technikim. Casto je kritickou privé velikost vibéru a dostatedny
pofel pozorovani na jeden znak. UZivatele 1akd zahrnoval do
obou skupin hodng znaki. Neuvazuji piitom disledky souvisejici
s velikosti vitbéru, kdy velmi malé vybéry objekth zdrojové matice
nebudou dobfe popisovat korelaci, protoze budou zakrivat smyslu-
plng vztah. Malé vybéry budou mit tendenci indikovat statistickou
viznamnost ve viech pfipadech, protofe bude nalezena dokonala
linedrni kombinace diky malému poftu stupih volnosti. Uzivatel by
se mél proto snazit ziskal alespon 10 pozorovini na 1 znak a pledejit
tak problémim vyplivajicim z pfilis malého vibér.

Klasifikace znaki na proménné pravé a levé sady je Cisté for-
milni a neni vibec dilezita pfi odhadovini kanonickych funkei,
Kanonickd korelatni analyza viaZi obé kanonické proménné tak, aby
maximalizovala korelaci a neddvd Zidny zvlddini diraz na nékle-
rou z kanonickfch proménnych. Sloeni kanonické proménné je
diilezité, Je nezbyving, aby existoval smysluplng zéklad pivodnich
znakil, ze kterfch budou vytvafeny kanonické proménné, které by
se mély také pojmenovat a vysvétlit.

3.3 Predpokiady kanonické korelaéni analyzy

Korelaéni koeficient ma smysl. pokud mezi libovolnymi dvéma
znaky existuje linedrni vztah. Pfi nelinedrnim vetahu je tfeba jeden
nebo oba znaky vhodng transformovat. Druhym poZadavkem je,
aby kanonickd korelace vyZadovala linedrni vztah mezi kanonic-
kiymi proménn{mi. Jestlize jsou kanonické proménné nelinedrni
funkei, nebude tento veztah dobfe zachycen kanonickou korelaci,
Kanonicka koreladni analyza ma tedy zdkladni omezeni v tom, Ze
vyZaduje pouze linedrni vatahy, Kanonicki koreladni analyza miiZze
bt pouZita pro metrické znaky bez splnéni pfedpokladu normality.
Normalila je poZadovina pouze k provedend testil. Kanonickd kore-
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laéni analyza miZe byt pouZita | pro nenormalng rozdélend znaky,
jestlize forma rozdéleni (napiiklad silné zedikmend) nezkresluje
korelaci s ostatnimi proménnimi. To dovoluje uZit i nemetricka
a transformovand data. Heteroskedasticita milZe sniZit korelaci mezi
znaky a méla by byt také potladena.

3.4 Nalezené feieni a dosaZend tésnost proloZeni

Sila vztohu mezi pary kanonickich proménnych je vyjadie-
na v kanonickém korelaénim koeficientu. Ctverec kanonickych
korelaci pfedstavuje velikost sdileného rozptylu mezi dvéma
kanonickymi proménnimi. Tylo ¢tverce kanonickych korelaci
se nagivaji kanonické kofeny. Statistickou rutinou je analyzoval
kanonické proménné, jejichZ kanonické korelaéni koeficienty jsou
statisticky v¥znamné, Jsou-li ostatni nezdvislé kanonické proménné
nevyznamné, nejsou odpovidajici vetahy mezi znaky vysvitleny,
Vysvétleni kanonickych proménnych je zalofeno na predpokladu,
#e znaky, jenZ silng pfispivaji ke sdileni rozptylu jsou navzdjem
korelovany. Uziti jednoduchého kritéria, jako je hladina viznam-
nosti testu nulové hypotézy H: p, = 0, je pfilis povrchni. Je proto
doporucovino, aby byla pouZita tF kritéria pfi rozhodovani, klerd
kanonickd proménna by méla byt vysvitlena: a) hladina vyznam-
nosti, b] velikost kanonické korelace a ) mira redundance.

Hladina vznamnosti, Vypodtend hladina viznamnosti P je
uvagovana #a jeité prijatelnou, pokud je rovna nebo mensi neg
zvolend hodnota e = 0,05, p < e, pak je testovany korelaéni koefi-
cient statisticky viznamny. Vedle testi kazdé kanonické proménné
mize byt pouZit k ovifeni jejich statistické viznamnosti laké
vicerozmérny lest viech kanonickich kofend. Existuje mnoho
mitr k vyhodnoceni statistické viznamnosti diskriminaéni funk-
ce, jako Wilkovo &, Hotellingova stopa, Pillaiova stopa a Rayovo
gor, [71].

Velikost kanonickych korelaci, Velikost kanonickych korelaci by
méla bt rovnéE vzata v Gvahu, i kdy2 neexistuje obecné piijatelny
néavod o vhodné velikosti kanonickich korelaci,

Mira redundance sdifengho rozptyiu, Ackoliv mirou redundance
je sdileny rozptyl, mize vést tento ukazatel k nékolika chybnym
vysvitlenim, protoZe ctverec kanonickych korelaci pfedstavuje
rozptyl sdileny linedrnimi kombinacemi skupin znaki a ne rozptyl
uréeny ze skupin znakih. Relativné silnd kanonicka korelace mezi
dvéma kanonickimi proménnymi midde bt zjiiténa a pfilom nemu-
si zahrnovatl vyznamny podil rozptylu = pivodnich skupin znaki.
Velikost rozptylu v jedné skuping znakd, klery mize byt objasnén
rozptylem ve druhé skuping znaki, vyéisluje Stewartiv-Lovedv
index redundance. Vlastni index redundance je soufinem dvou
slozek. Prvni je vlastné mirou sdileného rozptylu mesi plivodnim
znakem a kanonickou proménnou a uréuje se jako aritmeticky pri-
mér Etverci zatédi L. Druhou sloZkou je podil rozptylu v kanonické
zivisle proménné, jen miZe byt objasnén kanonickou nezivislou
proménnou, Je ji élverec korelace mezi kanonickou nezivislou
proménnou a kanonickoun zévislou proménnou, ktery je zndam jako
dverec kanonického koreloéniho koeficientu R,

3.5 Interpretace vysledkid

Je-li kanonicky vetah statisticky viznamny a kanonické kofe-
ny, respektive index redundance, jsou pfijatelné, zbyva vysvitlit
dosazené vysledky. Vysvétleni se tyki vySetfeni kanonickych pro-
ménnych, véetné jejich pojmenovani a urfeni relativoi daleZitosti
kazdého z pivodnich znakd v kanonickych proménnych, Byly
navrZeny H metody:

a) Kanonické wahy. Tradiéni pfistup k vysvétleni kanonickych pro-
ménnych se tvka vyietfeni znaménka a velikosti kanonické vihy
charakterizované pro kazdy znak v kanonické proménné paramet-
ry a, b, Pivodni znaky s relativog velikymi vahami pFispivaji vice
do kanonickych proménnych a naopak. Podobng znaky, jejichs
vithy maji opacné znaménke, vykazuji inverzni vetah s kazdym
znakem a znaky s vahami stejného znaménka vykazuji pfimy
vzlah, Mald viha miZe znamenat, e
odpovidajici znak v uréovini kanonické

mize bt vysvétlen jako faktorova zaték vyéislend jako relativni
prispévek kazdé plvodni proménné do kazdé kanonické funkee.
UvaZuje se kazdd kanonickd proménnd oddélend a vyéisluje se
korelace skupin znakd vi&i kanonické proménné.

3.6 Ovéreni vysledkd

Stejné jako u ostatnich vicerozmérnych technik, méla by byt
kanonickd korelatni analyza zaméfovina na ovéfeni, e vysledky
nejson pouze specifické pro dany vibér dat, ale Ze se daji zobecnit,
Vhodnym postupem je vytvofit dva diléi vybéry dat a provést ana-
Iyzu s kazdym vibérem oddélend. Pak jsou porovndny kanonicks
funkce, zaldZe kanonickych proménnych atd, KdyZ je nalezen
vysoky rozdil, je theba uvadoval o jiném zpisobu vySetfovani dat,
Kanonické korelace pouze maximalizuje korelace, takze se kano-
nické vihy a zitéZe podstatné zméni, je-li jeden znak odebran
# kterékoliv kanonické proménné,

3.7 Diagnostikovdni problémi kanonické korelaéni analyzy:
Kanonicka koreladni analyza mé tato kriticka askali:

a) Vybér dat by mél byt reprezentativid a ndhodng.

b) Spatni spolehlivost méfent miZe vést k nizim odhadim korelaci
mezi znaky.

) Mélo by byt provedeno vyhleddni odlehlych hodnot, napifiklad
pomoci rozptylovich diagrami znaki,

d) Kdyz znaky pfispivaji pouze milo a neni jich zapotiebi do teore-
tického modelu, jsou obvykle kandidity na odstranéni. Proto je
nutné aplikovat algoritmus vicekrdl, aZ se dospéje k vhodnému
vibéru znaki.

e] Je tfeba ovéril kanonickou korelaci vySetfenim koeficienti, zda
kanonicki korelace je dost vysokd. Je totiz dilezité, aby korelace
nebyla disledkem pfitomnosti jednoho znaku skupiny x a y

f) Ligi-li se podstatn® kanonické koeficienty od kanonickgch zatézi,
tj. maji-li tfeba rozdilné znaménko, pak je nuiné je objasnit.
Problémy s vysvitlenim jsou Casto obliZngjii u druhé a theti
kanonické proménné nez u prvni. Podminka, aby ndsledné
linedrni kombinace proménnych byly nezivislé na predchozich
kanonickych proménnych, zpiisobuje omezeni.

g Jelikoz kanonicka korelace uZiva obou skupin znaki v a souboru
x. je celkovy pofet znakd, pouZitych v analyze, pomérné velky.
To miZe zpisobil problém u mnoha dloh, kde existuji chyba&jici
data.

4 Uloha: Kanonickd korelaéni analyza dvou skupin
znakd sloZeni vody

Vi 48 vzorcich vod odebranych v riznych lokalitich okresu Kar-
vina byly stanoveny znaky obsah sirani, chloridi, hydrouhlicitand,
viapniku, sodiku, hoféiku a nakonec i vysledky mineralizace. Data
jsou tvofena dvéma skupinami znaki. Pomoci kanonické koreladni
analyzy je theba urdit, zda obé skupiny znaki ¢ proménngch jsou
u viech 48 veorkh vody zdrojové matice dal na sobé zivislé a zdro-
verh urcit § velikost vatahu, klery existuje mezi obéma skupinami
znaki,

# Data: | kdyZ u znaki sirany a Na byly diagnostikoviny odlehlé
vzorky, nebudou z divodu moZné zirity informace vyfazeny ze
wdrojové matice VODY,

s Redeni:

a) Exploratorni analyza dal: Abyvehom jednak vvsetfili rozdéleni
anaki a nalezli vwbotujici objekty Sili veorky vody, je vhodné sestro-
jit alespon tfi vybrané grafy exploratorni analyzy dat pro viechny
znaky, a to krabicovy graf, hvézdickovy graf vicerozmérneé statisticke
analyzy a koneéné maticovy diagram korelace. Na zafitka viak je
tieba si uvédomil, 2e je-li hodnota aritmetického priméru v tabul-
ce 1 popisnych statistik blizka hodnoté medidnu, jde o symetricks
rozdéleni a aritmeticky priomér pfedstavuje spravng odhad stfedni
hodnoty, Kdyz se viak obe hodnoty znacné odlisuji, jde o asymet-
rické, sefikmené rozdéleni a aritmeticky priimér pak nelze pougit.

Tabulka 1. Popisné statistiky zdrojové matice VODA

proménné je nevyznamny.

b) Kanonické zdtée. Jsou uZity jako zdklad N platnych  Pramér  Medidn  Minimum  Maximum  Smérod. odch.
k vysvitleni nedostatki v kanonickych MinE{Ilimm 48 4346 405,0 260,0 GO0,0 1253
vahich. Kanonické 2élide, také rvané C‘"III:II'II:']I' 48 26,4 24.0 1|'.|‘.:El 54,2 11.8
korelace kanonicks struktury, méfi linearni ~ Sirany 8 684 80,5 38,5 120.0 25,2
korelaci mezi piivodnim znakem a kano- Hydrouhli¢itany 48 2135 201.0 61,0 390.0 78,0
nickimi proménnymi. Kanonické zitéle ca o Oluld PR e a0 2_5'5
vyjadiuji rozptyl, ktery sdileji pivodni :'5 :3 l;'j ;2“ 2'5 iﬂ'u ol
znaky s kanonickymi proménnymi. Ten & = =0 d e —
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Krabicové grafy na obr. 2 zobrazuji proménlivost znaki zdrojové
malice, kterd se jevi pro kanonickou korelaéni anal¥zu dostatednd.
Nejvdtdl proménlivost vykazuji znaky mineralizace, hydrouhligita-
ny, Ca a Na. V symbolovych grafech na obr. 3 jsou znaky kddované
s ohledem na konkeétni hodnoty do uréitéch geometrickich tvarh
a nebo symboli. Pomoci hvézdickového grafu byly zjistény podobné
piipady analyzovanych vzorkd vod napf. shluky veorkil 34 - 37,
7-11-12-13-14-15-17-18, které jsou pak zcela nepodobné ostatnim.
Zatimco znaky chloridy a sirany, nebo sirany a Ca, sirany a Mg
a dal3i spolu velmi slabé koreluji, dobfe koreluji mezi sebou znaky
hydrouhlititany a mineralizace nebo mineralizace a Ca. Hydrouhli-
citany nekoreluji s chloridy, sirany a s Na. Mrak bodii mezi sirany
a Ca ndzorfiuje, ze mezi znaky neni korelace. Maticovy diagram
korelace na obr. 4 indikuje korelacni vazby mezi dvojicemi znaki
a oudlehlé objekty, které dovedou silng ovlivnit korelaéni koeficient,
atim také celou kanonickou korelaéni analyzu. VétSina znaki
vykazuje dostatecnou pirovou korelagni zivislost, takze data lze
povazovat za vhodna pro kanonickou koreladni analyzu.

V tabulce 2 je korelatni matice 7 znaki zdrojové matice dat
VODY pro 48 vzorkd vyetfovanych vod. Plati testacni pravidlo,
#e je-li spoctend hladina vyznamnosti p mensi nez 0,05, je korelace
stalisticky viznamnd a statisticky vyznamné korelaéni koeficienty
jsou oznaceny tudéng, Nejvvisi korelace je mezi znaky mineralizace
a hydrouhlicitany, r = 0,845, zatimeo nejniisi
korelace je mezi znaky Na a Ca, r = 0,049
nebo Na a chloridy, r = 0,069,

700 | T T oy e T
600 -~%E$§$E$§3§$¢an
500} -
400} -
Sorr) ) [— 4
e B e

miner, chloridy siramy hydrouhl. Ca Mg

Obr. 2. Krabicové grafy vysetfuji, zda je proménlivost znaki
zdrojové matice dostateénd pro kanonickou korelacni analyzu.
MNejvilsi proménlivost zde vyvkazuji znaky mineralizace, hyd-
rouhlicitany, Ca a Na

b) Kanonickd koreladéni analyza: Volba < % % 'ﬁ Q e &
znaki a jejich zafazeni do pravé &i levé sady, 3 4 5 & 7 8
a tim do obou kanonickfeh proménnych 1 4
L'aV,je v kanonické korela&ni analyze
tisté formdlni. Obé kanonické proménné Ii? ﬁ 8 g & & g
L'a Vijsou totiz symetrické a slleiné. Fjejich g 10 11 12 13 14 15 16
povahy a obsahu nelze rozligit, kterd kano-
nickd proménnd je zivisle a kterd nezavisle
proménnd. U obou kanonickych promén- |8 < 1:? & o € @ <@
nych ﬂrti?lime zitéZe alld. Znaky do nln:lm 17 18 19 20 21 29 99 24
proménnych LFa Vize libovolné zaménit,
obé proménné jsou rovnocenné. V tabulce 3
jsou uvedeny znaky levé strany a pravé stra- "ﬁ o g @' Q & ﬁ 4 Pravolosive:
ny proménnych, a Eléln zvolend kanonické a5 26 27 28 29 a0 3 L R )
proménné, u kterich budou vypoéteny .
zitéZe. Pro vibér poétu kanonickéch pro- chloridy
ménnych je vhodné vyuiit Catteldv indexo- @ & & @ sirany
v diagram tipati 1.rlustn‘ic:h .ﬂfSEL ) 33 24 35 36 37 98 39 40 hydrouhl,
Rozplvl extrahovany (ziskany rozptyl) Ca

Znadi primérné mnoZstvi rozptylu vyéis-
leného ze znakd v obou souborech viemi
kanonickymi proménngmi. Viechny kano-
nické proménné vycisli 100 % rozpivlu na
pravé strané ze 3 znakd chloridy, sirany,
hydrouhlicitany a 86,36 % rozptylu na levé
slrand ze 4 znakd mineralizace, Ca, Mg, Na,
Viimnéme si, #e jedna 2z téchto hodnot bude
vidy 100 %, protoZe algoritmus dava tolik
kanonickich kofend, kolik je minimdlni podet znakid v jednom
2 obou souborii znaki. Proto bude jeden soubor proménnich tvofen
souborem kanonickych, jeho velikost odpovidd poctu znaki.

Celkova redundance ukazuje na velikost celkové korelace mezi
znaky na pravé stran® rovnice 52,17 % a na levé strané 51,98 %.
Vyeislend hodnota rozplylu 52,17 % se (9kd aniontil stanovenych
ve 48 vzorcich vod. Hodnota 52,17 % se t¥kd skupiny znaki zahr-
nujici kationty a znak mineralizace. Tylo hodnoty se odlifuji od
kanonického #, které vyjadiuje jenom podil rozptylu zahroutého do
kanonickych proménnych. Visledky potvrzuji znaéné silng vetah
mezi znaky obou souborii.

Viestu viznamnosti kanonickyeh kofent v labulee 4 vyietfuje-
me, zda viechny i kanonické kofeny jsou statisticky viznamné.
Maximélni pocet kanonickych kobend, ktery mize byt 2 dat vybrin
a je zobrazen na obr. 6, je roven nejmendimu poftu znakd uZitych
v jednotlivich souborech na levé a pravé strané rovnice. Mame
3 znaky vlevo a 7 znakil vpravo, proto budou uzity 3 kanonické
proménné. Je tieba si uvitdomit, #e kanonicky korelaéni koeficient
r predstavuje v datech pouze prvni kofen U, a V,, Eili nejsilngjéi
a nejviznamnéjii kanonickou korelaci, Kanonickou korelaci se mini
hodnota kanonického korelacniho koeficientu r, MiZe bit vysvétlen

34

ﬂf<§

F @ X & F M

43 44 45 46 47 48

Obr. 3 Ze symbolovich grafii nejlépe vypovida hvéedickovy graf, ve klerém byly odha-
leny podobné objekty 34 - 37, 11-12-13-14-15, zatimeo zcela nepodobné ostatnim jsou
napriklad objekly 9-16-40

|t
P

”ﬂ”“

]

Obr. 4. Maticovy diagram korelace znaki zdrojové matice VODY.
Hydrouhlicitany nekoreluji s chloridy, sirany a s Na. Mrak bodi
mezi sirany a Ca zndzoriuje, ze mezi znaky neni korelace
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Tabulka 2. Korelaéni matice Pearsonovych koeficienti r znaki zdrojové matice VODA a test jejich slatistické viznamnosti, Tuéné jsou
vyznaceny slalisticky viznamné r, pro které je spoétend hladina viznamnosti p < 0,05

Mineralizace Chloridy Sirany Hydrouhlicitany Ca ME Na
Mineralizace 1,0000
Chloridy 0,299 1,0000
Sirany 0,601 0,254 10000
Hydrouhlititany 0,845 0,106 0,264 10000
Ca 0,561 0,419 0,193 0,521 1. 00N
Mg 0,613 0,373 0,311 0456 444 10000
MNa 0,520 0,059 0,670 0,222 0,045 0177 1.0000

jako jednoducha korelace mezi vazenou sumou znaki, odpovidajici Tabulka 3. Kanonicky korelaéni koeficient r = 0,93814, #*(12) =
prvni a nejvyznamnéjsi kanonické proménné U a V. 118.88, p = 0,0000
V tabulce 4 budeme diskutovat o thech fadeich testovini kano- - - -
N = 48 Levi sada Pravi sada
nickych kofenii. V prvnim fadku jsou uvedeny testaéni statistiky v L8]

pro situaci, kdy nebyl 2idni kanonicki kofen 2 modelu odstranén. E?:ﬂf;?::“t“fch 100 i{}[:l % 86 ;ﬁ %
Testaéni statistiky ukazuji, Ze viechny kofeny jsou statisticky vyso- Celkovi rcd]l]:rfdnnoe 52 '” a4 51 ItIH o,
ce viznamné, protoze spoftend hladina viznamnosti p je vesmés Znaky: 1 {:hiorirrh' h-linulr:aliéa{:n
menéi nez 0,05, V druhém Fdku je vidi, 2e po edstrangni prvniho ¥ 2 Siran}" Ca
nejvyenamnéjiiho kofene U, a V, jsou testy jeslé stile statisticky q Hydrouhligitany Mg
viznamné. Také po odstranéni prvniho U, a V, a drubého [, a V, 4 ! Na

kanonického kofene ve tietim fadku jsou testy statisticky viznamné
(7 < 0,05]. Pro prvni kanonicky kofen U, a V, je korelaéni koeficient
r= 0938 a zahrnuje r* = 88,0 % pekryvajiciho rozptylu. Pro druhy
kanonicky kofen U, a V, je koreladni koeficient r = 0,624 a zahrnuje
38,9 % prekrivajiciho mzptvlu U thetiho kanonického kofene U,
aV jer= 0374 a zahrnuje 14,0 % piekryvajiciho rozptylu. I"m Odstranény  Kanon- Prvni
\’W]HW kanonické proménné je ¥ ~rovno 1 18,88 a p < 0,0001 a po kofen ické r Foopg-lest sv. p i
odstranéni prvni idlu:m{.kﬁ-" proménné je ¥~ = 27,67 a p = 0,0001,
Pro dali test je ¥ * = 6,48 a p = 0,0391 (p < 0,03), ¢ili i thetf kano- [1] 3332 gggg 121361?69 ]ﬁz g'ggg? ggg:
nicky kofen U, a V, je statisticky vyznamny. o 0374 0140 6,482 2 00391 0860
c) Kanonické skore: Jak vysvétlime kanonicky kofen U/, a V, - =
a jak iostaini U, a V,, U, a V,? Vy&islime si proto lwrclncc n]czi
znaky v kazdé st kanmm,k], m kofenem. Tyto korelace se také Tabulka 5. Kanonické vihy pravé sady (U] a levé sady (V) znak
nazyvajl struktuemni koeficienty. Nesmime pfitom zapomenoul, #e

Tabulka 4. Test viznamnosti kanonickch kofena U-V,, U-V,,
U -V.. Je lesloviina situace, kdy se uziji viechny tfi kofeny, pak se
prvni odstrani, a koneéné se odstrani pryni s druhym

Kanonické vahy pravé sady (1]

kanonickd proménnd je v kazdé sad@ vytvofena jako viZend suma Proménni Kofen 1. U/, Koien 2, L, Koten 3, 1,
znaki, Nizormné dokumentuje kanonické skire grafické zobrazeni Mineralizace 1111322 -0,316251 127881
obou kanonickych proménngch, Ca 0.013767 -0,267611 0,88625
U=ay +a,y+ay+ay, (P Mg -0,103137 0,014025 0,84183
V,=bx, +b,x, +bx, (L) Na -0.121318 1054036 0,62975
Vihy a, a, a ab, b, b zobrazené v tabulce 5 odpovidaji 2- Kanonicke vihy leve sady (V]
transformaci standardizovanym znakiim v obou sadich. Tyto vihy Prominni Kofen 1, 1, Kofen 2, V. Kofen 3, 1,
ufijeme k vypoctu skére pro kanonické proménné. Zobrazime Chloridy 0,140648 -0,4 10067 0, 9359300
kanonické skire znakil na pravé strand, tedy [f na skire znaki na Sirany 0,323428 1015957 0,118066
levé strané ili V'V grafu kanonickych skdre na obr. 5 le2i objekty Hydrouhliéitany 0822834 -0,510817 -0 385491

[€ili jednotlivé vezorky vody) na pfimee a nedochdzi tim k poruse-
ni predpokladd kanonické analyzy. Prvni

kanonickd proménnd spolehlivé interpretuje 3 3
primkovou zdvislost. Provedenim kanonické a i a * b
korelatni analyzy jsme zjistili, Ze existuje 5 - 2r
linedrni vztah mezi anionty sirany, chloridy, = . Z "at e g = : -
hydrouhlicitany na jedné strané a kationty a1 " & . e A
Ca, Mg, Na spolu se znakem mineralizace 0w ™ S0 E _‘:' T
na druhé strané. Nejlépe interpretuje tuto E 0 . oAt E i . ,r“" 8
piimkovou zdvislost prvni kanonickd pro- "2 [
ménnd a dolyény linedmi vztah je statistic- s S 1- . -2 * d
ky vyznamny. = * <
Prvni par kanonickych koreladnich pro- -2 -1 0 1 2 3 Ta -2 -1 a 1 2 3
ménnych L, a P, dostateéné popisuje zdvis- Leva (1) sada Leva (2) sada
lost Etyt znakt mineralizace, Ca, Mg, Na na 4 =
tfrech znacich chloridy, sirany, hydrouhlici- ¥ °
tany dle schématu na obr. 6. - 2 . e .
b= -
5 B 5 -] - - i

Podékovani: Autofi vyslovuji svilf dik za = £ N RO .
finaéni podporu védeckého zdméru &. = |* et oive *
MSM0021627502. E ; o Ta * e
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Computer-Assisted Statistical Data Analysis. 9. When the
canonical correlation can be used in the water analysis?
{Meloun, M., Galuszkovi M.}

Key words

canonical correlation — correlation coefficient = canonical score
- canonical leadings - redundance - coefficients of canonical
struciure = waler mm.l’_rsjs

Canonical correlatlion analysis is a multivariate stalistical
method for an examination of dependence between two groups of
variables. The first group is the group of left side variables while the
second one of the right side variables. However, this classification
is quite formal. While in multivariate regression analysis the best
combination of independent variables is searched to enumerate ong
dependent variable ¥ in canonical correlation analysis the linear
relation U = a, y, + a,y, + ... + a y, among the group of p variables
and the linear relation among m variables V. = b, x + b, x + .. +
b, x_ is searched to estimale paramelers a and b so that n objects
exhibit the maximal correlation coefficient bewleen latent variates
U,aV,i=1,..n Afer the first variates, the second and other
are also searched. Dala matrix conlains objects in 48 rows and 7
columns. Before data treatment the data are scaled. Both statistical
techniques are demonstrated on the analysis and classification of
various sources of a water. Two data sels contains three and four
variables, The linear dependence between both dala sets with the
use of the correlation coefficient. Graphs of canonical scores exhib-
ite significant linear dependent between both data sefs.
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