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Abstrakt:

Jsou uvedeny postupy analyzy vicerozmérnych dat se zvlastnim zietelem na zlepSeni jejich
rozdéleni pomoci mocninné transformace. Kromé série jednorozmernych mocninnych
transformaci je pouzita také vicerozmeérnd mocninna transformace. Jsou ukdzany rozdily
mezi obéma typy transformaci a puvodnimi daty pro identifikaci vybocujicich bodii, analyzu
hlavnich komponent a shlukovou analyzu. Vétsina vysledkii je demonstrovana graficky.

1.Uvod

Cela ftada praktickych tloh zoblasti chemie zivotniho prostfedi vede na zpracovani
vicerozmérnych vybérti. Podobné problémy se vyskytuji také v jinych oborech, kde se
zkouma chovani systéma ovlivnénych simultdnné tadou souvisejicich faktorG resp. pfi
konstrukci modelt predikujicich uroven znecisténi atd. VSe je komplikovdno tim, Ze se
vychazi z experimentalnich dat , kterd maji v téchto pfipadech standardné nékteré specifické
zvlastnosti:

(a) rozsahy zpracovavanych dat jsou bud’ malé nebo extrémné veliké,

(b) v datech se vyskytuji vyrazné nelinearity, neaditivity a struktury, které je tieba
identifikovat a popsat,

(c) rozdéleni dat jen ziidka odpovida normélnimu bézné predpoklddanému ve standardni
statistické analyze,

(d) v datech se vyskytuji vybocujici méfeni a rizné heterogenity,

(e) statistické modely se Casto tvofi na zaklad¢ predbéznych informaci z dat (datove
orientované ptistupy),

(f) parametry statistickych modeli maji mnohdy definovany fyzikalni vyznam, a musi proto
vyhovovat velikosti, znaménkem nebo vzdjemnym pomérem,

(g) existuje jista neurcitost pii vybéru modelu, popisujiciho chovani dat.

Z hlediska pouziti statistickych metod je proto Zddouci mit moznost zkoumat statistické
zvlastnosti dat (priizkumova analyza), ovérovat zakladni predpoklady o datech, upravovat
data a hodnotit kvalitu vysledk [1]. Pi praktické realizaci vSak nastdvaji problémy zejména
v piipadech, kdy se jedna o vicerozmérné tlohy. Jiz samotné znazornéni dat vyzaduje pouziti
ruznych projekei, které vSak vzhledem k multikolinearité , nelinearitim a dimensi problému
nemusi dobfe indikovat napt. tzv. vybocujici hodnoty (body), jejichz pfitomnost mize mit
katastrofické dusledky s ohledem na interpretaci vysledki a praktické zavéry. Analyza
vybocujicich dat souvisi tzce s problémem ne normality. Data ktera se jevi jako vybocujici
pro normalni rozdéleni nohou byt pro jina rozdéleni pfijatelnd. To ponékud komplikuje
problém transformace dat, kdy mize dojit k maskovani vybocujicich bodu.

Standardné se pro prizkumovou analyzu vicerozmémych dat pouZiva metoda hlavnich
komponent (PCA), ktera je dnes béznou soucasti prakticky vSech programovych systémii pro
vicerozmérna data. problémem je, Ze zakladnim piedpokladem PCA je vicerozmérna



normality. Ta je také Castym piedpokladem dalSich vicerozmérnych metod. Transformace
vedouci k zlepSeni rozdéleni dat (ve smyslu pfiblizeni k normalité) je tedy na jednu stranu
zadana ale na druhou stranu (pfitomnost vybocujicich bodi) mtze vést ke zkresleni dat.

To vede ke stavu, Ze je mocninnd transformace rutinné vyuzivana bez hlubsiho rozboru, coz
muze Casto zpusobit potize tam, kde je vhodné volit alternativni cesty.

V této praci je pojednano o mocninné transformaci vicerozmérnych dat a jejich vlivu na
n¢které metody vicerozmérné statistické analyzy. Kromé série jednorozmérnych mocninnych
transformaci je pouZzita také vicerozmérna mocninnd transformace. Jsou ukdzany rozdily mezi
obéma typy transformaci a puvodnimi daty pro identifikaci vybocujicich bodl, analyzu
hlavnich komponent a shlukovou analyzu. VétSina vysledkl je demonstrovana graficky.

2. Analyza vicerozmérnych dat
Standardnim vysledkem méteni resp. sbéru dat pro pfipad nestrukturovanych informaci je
tabulka , ktera se da vyjadfit matici X rozméru (N xm ). Radky matice X &asto piedstavuji
jisté objekty (vzorky, produkty, odpady, jedince), na kterych se provadi zkoumani. Sloupce
matice X predstavuji zkoumané znaky, respektive viastnosti (charakteristiky objekti), které se
na objektech zkoumaji. Vlastni metody vicerozmérné statistické analyzy také zavisi na skale,
ve které jsou data métfena. Podle mnozstvi informace obsazenych v jednotlivych skalach jsou
na nich definovany rizné typy operatoru.
Standardni analyza vicerozmérnych dat [1] je zaloZena na analyze matice dat X. Podobné
jako u jednorozmérnych vybérti se zde provadi standardni statistickd analyza zaloZena na
parametrech polohy (vektoru priimérti) a rozptyleni (kovarian¢ni respektive korela¢ni matici).
Zkouma se pritomnost vybocujicich bodl, pfedpoklady normality a provadéji se standardni
statistické testy. Pred vlastni aplikaci vhodné metody vicerozmérné statistické analyzy je tieba
vzdy provést exploratorni (prizkumovou) analyzu dat, ktera umoznuje:

(a) posoudit podobnost objektii resp. jejich tendenci ke shlukovani,

(b) nalézt vybocujici objekty, resp. jejich znaky,

(c) stanovit, zda lze pouzit ptedpoklad /inearnich vazeb,

(d) ovétit predpoklady o datech (normalitu, nekorelovanost, homogenitu).
Pro ucely prizkumové analyzy vicerozmérnych dat se pouziva riiznych technik, umoziujicich
jejich grafické zobrazeni ve dvourozmérném soufadnicovém systému au novejSich
vypocetnich prostredkil i v tfirozmérném soufadnicovém systému. Toto zobrazeni umoziiuje
zejména identifikaci objektl nebo jejich slozek, které se jevi jako vybocujici nebo indikaci
ruznych struktur v datech, které ukazuji na heterogenitu pouzitého vybéru nebo piitomnost
ruznych dil¢ich vybért s odlisnym chovanim.
Na zéklad¢ téchto informaci a vysledkl testli normality (pfip. grafickych ekvivalentd téchto
testll) pak muze byt pred vlastni statistickou analyzou provedena tada rtiznych korekei,
vedoucich k odstranéni nehomogenity vybéru a ptibliZzeni se k vicerozmérné normalité.
Vétsina pouzivanych technik pro zobrazeni vicerozmérnych dat se da zatadit do jedné ze dvou
zédkladnich skupin, a to zobecnéné rozptylové diagramy nebo symbolové grafy.
Pro zékladni piipad dvojice ndhodnych znakt (m = 2) lze snadno a bez zkresleni konstruovat
rozptylové grafy, které umoznuji sledovat statistické zvlastnosti dat. Je moZzné pouzit i
histogramy, neparametrické¢ odhady hustoty a jiné grafy pro konstrukci vybérového rozdéleni
nebo jeho porovnani s rozdélenimi teoretickymi.
Problémy vsak nastdvaji u vicerozmérnych dat pro m > 2, kdy je mozno bud’ volit né¢kolik
ruznych grafii ¢i vhodnym zplsobem provést redukci na dvou dimenzionélni data. V obou
ptipadech nelze vyloucit zkresleni zptisobené vicerozmérnym charakterem dat, které muze
vést k mylnym zavérim.
Jednoduchou moznost dvourozmérného zobrazeni m-rozmérnych dat predstavuji profily.
KaZzdy bod Xx; je zde charakterizovan m vertikalnimi tiseckami nebo sloupci. Jejich velikost je



umeérnd hodnoté odpovidajici slozky x;j = 1, ..., m. Na x-ovou osu se vynasi index dané
slozky j. Profil pak vznikd spojenim koncovych bodii téchto usecek ¢i sloupcti. Je vhodné
pouzit Skélované znaky kde max max abs(x; ) je maximalni hodnota absolutni velikosti slozky
x; vektoru X pres vSechny body, i = 1, ..., n. Profily jsou jednoduché a umoziiuji urceni rozdilti
mezi jednotlivymi body X;, X; i v dil¢ich slozkach. Snadno Ize tedy identifikovat vybocujici
slozku objektu, respektive skupiny objekti, s prakticky shodnym chovanim.

Ke zjednoduseni interpretace a omezeni artefakti se Casto pouziva rozptylovych graft
v modifikovanych souradnicich, které souvisi se zavedenim tzv. latentnich proménnych resp.
vhodnou projekci vicerozmérnych dat do dvou dimenzi. Z fady raznych technik, jsou velmi
Casto vyuzivany techniky zaloZené na metod¢ hlavnich komponent (principal component
analysis, PCA), ktera je vhodna pro ptipady, kdy jsou sloupce matice X siln¢ korelovany.

Jeji zékladni mySlenka je prosta, spociva v linedrni transformaci pivodniho soufadnicového
systtmu do soufadnicového systému tzv. hlavnich komponent, které jsou vzajemné
ortogonalni (nekorelované) a vybrané tak, aby postihovaly maximalni mnozstvi informaci
vyjadifené variabilitou mezi objekty. Vysledky PCA se Casto prezentuji v grafické form¢ a
slouzi bud’ ke sniZzeni rozmérnosti problému (ndhrada ptivodnich m znakli mensim poctem
hlavnich komponent, které jsou tvofeny linearni kombinaci pivodnich znakl), nebo k
zobrazeni vicerozmérnych dat (projekce do prvnich dvou poslednich dvou, respektive jinych
kombinaci hlavnich komponent). V ptipad¢ , kdy vybocujici méteni tvofi shluky je mozné
pouzit také vybrané metody shlukoveé analyzy.

3. Vybocujici body
Pojem vybocujici body evokuje predstavu, ze jde o body, které 1ze vizualn€ identifikovat na
zékladé vhodného zobrazeni. To plati pro jednorozmérné vybéry, kdy vybocujici znamena
také odlehlé. Ve vicerozmérnych piipadech jsou vybocujici hodnoty bud’ odlehlé co do
hodnot od ostatnich nebo neodpovidajici strukturdm v ostatnich datech. Pro vybocujici body
obecné plati, ze:

- zkresluji vysledky

,helibi se“ vypadaji nepatiicné

- zhorSuji ptesnost odhadl

- neumoziuji selekci modelu
Pro identifikaci odlehlych méfeni je obecné tieba:

- definovat ,,Cista data“

- urcit pravdépodobnostni model dat (a ¢asto 1 vybocujicich bodit)

- odhadnout parametry tohoto modelu
Ptfi analyze vybocujicich bodli se mnoZina indexti / = (7,2,3,...N) rozkladd na podmnozinu
potencidln¢ dobrych dat D a potencialné vybocujicich bodt V. Tedy I = (D, V). Pocet
potencialné¢ dobrych dat je Np a pocet potencidlné vybocujicich bodi je Ny  Podil
vybocujicich bodi je pak e = Ny/N. Necht je rozd€leni podilu / - e dobrych bodi
charakterizovano distribu¢ni funkci G(p,,Z,) s vektorem stiednich hodnotp, a kovarian¢ni

matici X, a rozdéleni podilu e potencidlnich vybocujicich bodii je H(p+p,,€2) s vektorem
stfednich hodnotp + 1, a kovarian¢ni matici €. Ofekdvand hodnota vybérového priméru X,
ze vSech dat je pak E(x,)=p,+e p a ocekavana hodnota vybérove kovarianéni matice S je
EQ)=(l-¢)X,+e Q+e (I-¢) u'u. Je tedy patrné, Ze vybérové priméry a kovarian¢ni
matice ze vSech dat jsou zavislé jak na podilu vybocujicich bodi tak i na jejich parametrech.
To muze vést k situaci, kdy se z odhadi ziskanych ze vSech dat nedaji urcit vybocujici body.
Nejhorsi situace z hlediska indikace vybocujicich bodu je pfipad, kdy obé€ kovarian¢ni matice
maji stejny tvar. Tento typ vybocujicich bodu se oznacuje jako ,,posunuté vybocujici body*.



Pro indikaci vybocujicich méfeni se ¢asto s vyhodou pouziva definice zobecnéné vzdalenosti

[4]

d, =%, = x,) *IW(D,P)*S, 1" *(x, = X,1p)
kde x4p a Sp jsou vektor aritmetickych priméri a kovarianéni matice pro potencidlné dobra
data. Korek¢ni faktor w(D,p) byl zaveden ve tvaru [4]
w(D,p) ={1+ 2, ptl
Np—1-3p Np-p
Vétsina metod pro indikaci vybocujicich bodi vychazi z predstavy vicerozmérné normality,
kdy G(ng,Z,) =N(py,Z,) a H(u+p,,Q)=N(u+e p,k Q).
Tato predstava je potfebna pro urceni kritickych mezi odd€lujicich dobra a Spatna data. Podil
e ovliviiuje také SpiCatost rozde€leni méfeni X. Pro jednorozmérné vybéry asymptoticky (pro
s /sy, —> o) plati, Ze $picatost g, je dana vztahem
3 3
g - e +(1-e)
e (l-e)
Pro e = 0,5 je g» = 1 (minimum) a pro e blizké nule je g, rostouci nade vSechny meze.
Nejmensi pocet ey dobrych bodi je e =int[(N+p+1)/2]

ree
1

Techniky indikace vybocujicich bodi jsou citlivé na tzv. ,,maskovani®, kdy vybocujici jevi
jako korektni (diky zvétSeni kovarian¢ni matice). DalS§im problémem je ,,prekryt®, kdy
pfitomnost vybocujicich méfeni zpisobi, Ze nékterd spravna méfeni lezi mimo
akceptovatelnou oblast.(diky zkresleni kovarian¢ni matice) [1].

Rada metod pro identifikaci vybodujicich bodi funguje jen pro nékteré situace nebo modely
datovych struktur. Piikladem jsou techniky uvazujici pouze jedno vybocujici méteni (testy
zalozené na odchylkach od priméru atd.) nebo specialni metody pro regresni modely.
Samostatnym problémem je interpretace vybocujicich hodnot. Existuji dvé mezni situace:

A. Vybocujici méfeni je chybné. To je tfeba. ptipad, kdy vznikne chyba pii méfeni, resp.
zpracovani dat (napt. misto 0.74 je pouzita hodnota 74).

B. Vybocujici méteni je spravné. To je ptipad, kdy byl pouzit nespravny piedpoklad o
rozdéleni dat (napf. normalita pro piipad, ze redlné rozdé€leni je siln¢ zeSikmené) nebo
jde o tzv. fidké jevy (které se u malych vybérti mohou jevit jako vybocujici).

V realité nelze ¢asto rozhodnout, o ktery ptfipad se vlastn€ jedna. Problém je také v tom, co
s vybocujicimi hodnotami dé€lat. Pfima moznost, tj. jejich odstranéni je nebezpecna ze dvou
divodi:
a) data se upravuji tak, aby vyhovovala predpokladanému modelu a nelze tedy
dobte posoudit jeho vhodnost,
b) variabilita dat vyjde extrémné nizka, coz se muze negativné projevit pri
porovnani s novymi daty, resp. informacemi
Jednotny postup zde neexistuje a zalezi na experimentatorovi, resp. zpracovateli jakou
variantu zvoli.Vzhledem k tomu, Ze vybocujici body jsou vétSinou extrémné vlivné vede zde
nevhodnd manipulace ke ztraté informaci a nespravnym zavérim. V souvislosti
s vybocujicimi body je mozné definovat tyto zédkladni paradoxy:
1. zname - 1i rozdéleni dat a model mizeme urcit vybocujici hodnoty. Model a
rozdéleni dat se vSak hleda.
2. pro posouzeni vybocujicich méfeni potfebujeme znat ,,Cista data*. Robustnimi
metodami vSak dostaneme data ,,¢ista“ s ohledem na zakladni model
3. Ne vSe co vypada jako vybocujici skutecné¢ vybocuje a naopak (maskovani,

prekryt)



4. Plati, ze co je vyboclujici pro jeden model mize byt pro jiny model
akceptovatelné.
V ptipad¢ vice vybocujicich méfeni se postupné vylucuji podezielé body na zakladé vyse
uvedeného kritéria nebo se simultdnné urcuji vSechny vybocujici hodnoty pro rizné
kombinace podezielych bodu.
Obecné je tedy tieba fesit tyto tlohy:
A. Vybér vhodného rozdéleni dat
B. wurceni ,Cistych odhadi* ze vSech bodl, nebo podmnoziny ,,Cistych boda*
C. nalezeni kritické hodnoty pro selekci vybocujicich bodt
Jako vhodné rozdéleni dat (A) se vétSinou uvaZzuje rozdé€leni normdlni, protoZze umoziuje
jednoduché nalezeni kritickych hodnot (C). Pro urceni ,Cistych odhadi“ se pouzivaji
predevsim rtizné robustni metody. Pro nalezeni ,,Cistych bodi* se pouzivéa dvou ptistupti:
,Brute force* — kdy se zkousi vSechny mozné kombinace podvybéri. Tento postup
vede k cili ale je Casové narocny.
,»Clean subset — kdy se hledaji data, kterd jsou urcité ,,Cista” a nezkresli odhady
sttedni hodnoty a rozptylu.
Je snahou nalézt takové metody, které nevyzaduji prili§ komplikované vypocty a pfitom jsou
dostate¢né spolehlivé. Obecné 1ze tento piistup pouZit pro libovolné rozmérna data.
Predpokladejme pro jednoduchost, Zze nestrukturovand data maji p rozmérné normalni
rozdéleni N(u,2), kde u je vektor stiednich hodnot a X' je kovarian¢ni matice. Vybocujici

méfeni lezi v oblasti
out(a,_,1,2) =(x eRP: (x—p)" =7 (x—p) > 7.,
Tato oblast pokryva cely prostor E? s vyloucenim vicerozmérmného elipsoidu kolem vektoru

sttednich hodnot. Vybocujici body jsou tedy piili§ vzdalené od stiedni hodnoty.
Oblast vybocujicich bodi OR pro vybér velikosti N je urena vyrazem

OR (0, »X) =(x €RP:(x=x,)'S™(x=x, ) > c(p,N, )
kde ay=(1-a)" pro a=0.05, 0.1. Ve co lezi v OR je vybocujici. Oblast vybocujicich
bodii tizce souvisi se zobecnénou (Mahalanobisovou) vzdalenosti resp. jejich ctvercem

dzi = (Xi - XA)T s (Xi - XA)

Jako vybocujici se pak identifikuji ty body, pro které je d. > c(p,N,a)
Pro piipad vicerozmérného normalniho rozdéleni a velké vybéry je c(p,N,o,) dano
kvantilem chi kvadrat rozdéleni c(p,N,a) = xf) (I1-a/N)
Pro malé vybéry je 1€pe pouzit modifikovany koeficient

p*(N-1**E _(I-a/N)
N*(n-p-1+p*F, \ , ,(1-a/N))

Je zajimavé, Ze pro ptipad jednoho vybocujiciho méfeni neroste zobecnénd vzdalenost nade
vSechny meze, ale je ohrani¢ena hodnotou

o SN

max N

Wilks pouzil pro urceni jednoho vybocujiciho bodu ve vicerozmérnych datech statistiku
_ det(S;)

' det(S)
kde S; je odhad kovarian¢ni matice s vynechanim i-tého bodu a S je odhad kovarian¢ni matice
ze vSech bodl. Minimalni R; indikuje potencialni vybocujici bod. Da se ukazat, ze R; souvisi
se Ctvercem zobecnéné vzdalenosti vztahem

c(p,N,o) =



R, =1—L2012i
(N-1)

Aby bylo mozno pouzit zobecnéné vzdalenosti pro identifikaci vlivnych bodt , je tfeba urcit
,Cisté odhady ,, x4 a S. Pro robustni odhady se ¢asto voli [1,5]:

- M odhady

- S odhady minimalizujici det S s omezenim

- Odhady minimalizujici objem konfiden¢niho elipsoidu
Pomérné jednoducha je metoda vyuzivajici kombinace identifikace potencialné vybocujicich
bodi a ufezanych odhadi. Vi té iteraci se ur¢i ufezané odhady xzc a Sc, kde se ufezava
definované procento ( obycejn€ 30%) bodi s nejvyssimi zobecnénymi vzdalenostmi z vektoru
d’i.; vypo&itaného v i-1 té iteraci. Z takto ziskanych odhadii se vypoéte vektor opravenych
zobecnénych vzdalenosti d’; a prechazi se na i+1 ni iteraci. Proces je ukoncen, kdyz se ve
dvou nasledujicich iteracich neméni odhady parametri xzc a S¢ (maximalni rozdil je mensi
nez 10°)
Pti identifikaci skupin vybocujicich bodl se s vyhodou voli rtizné typy grafl. Mezi zékladni
patfi:

A. Indexovy graf pro Mahalanobisovy vzddlenosti. Vynasi se dz(i) proti 1 a kritické

uroven. Vybocujici body lezi nad touto urovni

F (0.5
median(d)
yi/xi>2 indikuje vybocujici body. Je mozné také volit klasicky Q-Q graf, kdy se
vynasi poradkové statistiky dz(i) (j. vzestupné uspotradané Ctverce vzdalenosti) proti

B. Q-Q graf funkci d’. Vynasi se y, =

dz(i) proti x, =F (ﬁ). Pomér

p,N-p

kvantilim y_ rozd&leni.

4. Mocninna transformace dat
S transformaci dat se pfi zpracovani experimenti setkavame velmi Casto. Podle pficin
muzeme transformaci délit do dvou zékladnich skupin:
A. Transformace zlepsujici rozdéleni dat. Zde je transformace zaddana a piispiva ke zlepseni
rozdeleni dat (zjednodusuje jejich zpracovani)
B. Transformace jako dusledek matematickych operaci (obycejné realizace funkci) s
métenymi veli¢inami. To je pfipad, kdy zname u komplikovanych systémi vstupni ndhodné
veli¢iny a zajimé nds vystupni ndhodna veli¢ina. Patii sem tedy vSechny transformace, kdy
na zakladé experimentalnich vysledkl pocitdme jiné veli¢iny (napf. z hodnot poloméru
plochu kruhovych elementl). Zde je vlastné transformace_nezddand, protoze deformuje
plivodni rozdé€leni dat.
V ptipad¢ ad A) se_hleda vhodna transformace. V piipad¢ ad B) se hledaji vhodné postupy
zpracovani dat, které_omezuji vliv transformace. Tato dualita vede ke stavu, kdy formalng
shodné (matematicky spravné) metody poskytuji zna¢n¢ odlisné vysledky.
Z uvedeného je ziejmé, Ze transformace muize byt bud "uzZitecnym nastrojem", nebo
"zakladni prekdzkou" pfi statistické analyze dat.
Mocninné transformace je pomérné Siroce vyuzitelna pro feSeni celé fady problémi. Plati, Ze
aditivni 1 multiplikativni model 1ze vyjadiit jako specidlni pfipady mocninné tfidy modela
ktera je charakterizovana tim, Ze transformaci métené veliCiny x pomoci mocninné funkce 4(.)
vyjde aditivni model

h(x)=h(p)+e (1)

kde u je skutecnd hodnota méfené veliCiny a ¢ je ndhodnd chyba méfeni.



Vhodnou transformaci dat lze stabilizovat rozptyl, priblizit Sikmost rozdéleni k nule a tvar
rozd¢leni k normalnimu rozdéleni. Cilem je na zaklad¢ znalosti o vybéru x; i =1, ..N

nalézt vhodnou mocninu, resp. vhodny ¢len (pokud se pouzije cela rodina transformaci).
Nejjednodussi je prostd mocninnd transformace

hp(x) = sign(x)*abs(x)” proP# 0

hp(x) =1In (x)pro P =0
kde abs(x) je absolutni hodnota a sign(x) je znaménkova funkce

sign(x )=1 pro x>0, sign(x)=-1 pro x<0, sign(x)=0 pro x=0
Tato transformace nezachovavd méfitko a ani neni vzhledem k vSude spojitd. Zachovava
vSak poradi dat ve vybéru (jako vSechny mocninné transformace).
Pouziva se jako jednoducha _symetrizujici transformace a proto se hleda optimdlni mocnina
tak, aby byly minimalizovany vhodné miry symetrie vybéru. Je mozno pouzit pfimo
vybérovou Sikmost g(y), nebo jeji robustni verzi gri(y) [1]. Stejné jednoduché je sledovat

rozdil mezi primérem a medidnem v transformaci.

Pro posouzeni kvality transformace, resp. nalezeni optimalniho  je také mozno pouzit grafu
rozptyleni s kvantily (GRK), resp. kvantilovych grafii (Q -Q grafit), jejichz konstrukce je
popsana v [1].

Nevyhody prosté mocninné transformace (zejména nespojitost v okoli nuly a nesrovnatelnost
méfitek v transformaci) odstrafiuje _rodina Box-Coxovych transformaci h(x), ktera je linearni
transformaci  prost¢é mocninné transformace Ap(x). Box Coxova tfida polynomickych

transformaci ma tvar

A
X -

h(x) = A#0 )

h(x)=In(x) A=0
kde A je parametr transformace. Pro A = I resultuje aditivni model méteni a pro A =0 model
multiplikativni. S vyuzitim Taylorova rozvoje lze odvodit, Ze v tomto piipadé je

xrpu+e/ ut
Pro piipad, Ze rozptyl D(&)= o’ je maly jde o aditivni model s nekonstantnimi chybami, pro

ktery lze pouzit jako odhad x véazeny aritmeticky primér s vahami umérnymi z "% .

Lze ukézat, ze vhodnym odhadem parametru x (nezndmad koncentrace ) je vybérovy medién,
ktery je invariantni vii¢i monoténni transformaci dat.

Prosta mocninna transformace je invariantni vici zmeéné métitka a Box Coxova transformace
neni invariantni vi¢i zmén€ méfitka. Detaily lze nalézt v praci [6]. Pro eliminaci této
nevyhody lze pouzit modifikované transformace

A2
MLp)ziifgf A#0

h(x,p) =In(x/p) A=0
kde parametr p se voli jako aritmeticky primér, geometricky primér resp. median ptivodnich
dat. Z uvedeného také piimo plyne, Ze ob¢ transformace jsou zavislé na posunu. Tedy
mocninna transformace (x+a) poskytne jiné vysledky nez mocninné transformace x.
Lze se snadno ptesvédcit, ze:
e rodina transformaci definovanych rovnici (2) je vzhledem k mocniné A spojitd. V okoli
nuly plati lim (x- 1) "/A=limx . In(x) = In(x)
vSechny transformacni zévislosti /(x) prochazeji jednim bodem o soufadnicichy=0,x=1a
maji v tomto bod¢ spolecnou smérnici (jsou zde, co do pribéhu, shodné)
e Mocninné transformace s exponenty -2, -3/2, -1, -0,5, 0, 0,5, 1, 3/2, 2 jsou co do kfivosti
rovnomeérné rozmisténe.



e Vlivem transformace (2) se vSak obecn¢ méni charakteristiky polohy a rozptyleni, coz
komplikuje porovnéani rizné transformovanych vybéri (nevadi pochopitelné pro ptiblizeni k
normalité, resp., zesymetri¢téni vybéru).

Pro zajisténi toho, aby méla transformovana data ptiblizn¢ stejnou polohu a rozptyleni jako
data netransformovana, je mozné pouzit dostate¢né linedrni transformace (viz [2]).

Z hlediska analyzy dat je transformace vzdy zadouci, pokud X / Xy > 20 (kde se

predpokladaji kladna data). Rovnice (2) je pouzitelna pouze pro kladna data. Pokud je znam
jiny pocatek x,, pod kterym se data nemohou vyskytovat, voli se zobecnénd_mocninnd
transformace

(x+¢)" -1

h(x) = A0

h(x) =In(x+c) A=0
Zde ¢ > x, Obecné se hledaji u této transformace dva parametry. S ohledem na to, zZe

dosavadni transformace plati pro zdola omezené rozdéleni dat, neni zfeymé mozné, aby jejich
rozdeleni bylo striktné normalni. Pro odstranéni této (prakticky nepftilis dulezité) nevyhody
doporucuji Bickel a Doksum_rozsifenou Box-Coxovu transformaci (pro parametr 4> 0),
ktera pokryva celou realnou osu

sign(x) * abs(x)" —1
A
Nevyhodou je, Zze tato transformace neobsahuje logaritmickou transformaci. Tato

transformace je jiz nezavislad na méftitku. Yeo a Johnson [3] navrhli mocninnou transformaci
platnou pro libovolné hodnoty x. Tato transformace ma tvar

h(x)=((x+1)"~1)/A proA=0x20
h(x)=ln(x+1) proA=0x2>0
h(x)=—((-x+1)"=1)/(2-%) proA#2x<0
h(x)=-In(-x+1) proA=2x<0

Na obr 1 je porovnan Box Coxova a Yeo Johnsonova transformace pro tfi typické parametry
transformace.

h(x) = A0
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Obr. 1 Box Coxova (¢arkovan¢€) a Yeo Johnsonova transformace pro razna A (-1, 0, 0.5)



Pro odhady parametrti v téchto rodinach transformaci lze opét pouzit riznych charakteristik
Sikmosti a Spicatosti.

V ptipadé¢ jednoparametrickych rodin transformaci se lze zaméfit pouze na jednu
charakteristiku tvaru (obyc¢ejné¢ Sikmost). Vyhodnejﬁi je pouZziti testd normality dat po
mocninné transformaci. Znamy Shapiro-Wilklv test je umérny testu vyznamnosti smérnice
v Q-Q grafu, takze lze také posuzovat linearitu v Q-Q grafech.

S ohledem na pozadavek, aby se rozd€leni vybéru v transformaci co nejvice blizilo
normalnimu rozdéleni, 1ze pro odhad optimalniho pouZzit metodu maximalni vérohodnosti.
Pokud plati ptedpoklady aditivniho modelu méfeni (normalita a nezavislost) ma logaritmus

vérohodnostni funkce tvar

1
InL(2)= (A~ 2 lnx)—hewk 3)
Pro pevné A lze ur¢it maximaln¢ vérohodny odhad rozptylu ve tvaru
1 2

ol = 2lhx )= h(w)] @)

kde se za h( u) dosazuje aritmeticky pramér transformovanych dat
1

W)= 3 hx,) 5)

Po dosazeni do vérohodnostni funkce resultuje vztah
. N*lno’
InL (xl)zZ(/l—])*ln(xi)—f‘ (6)

Maximalizaci InL'(A) podle A (viz.[1]) 1ze pak snadno uréit maximalné vérohodny odhad
/iparametru transformace A . Je patrné, Ze je tato uloha ekvivalentni minimalizaci rozptylu
v transformovanych proménnych o . Na zdklad& Taylorova rozvoje funkce h(x) pro pevné
vyjde ptiblizny vyraz

A

-1
D(™

kde o je variacni koeficient. Je zfejmé, ze pro pevné A bude rozptyl v transformaci tim vyssi,
¢im bude véEtsi rozptyleni dat. To umoZni identiﬁkaci extrému (minima). Pro malo rozptylené

vvvvvv

):/1]2D(x}”)zE(x)M_zD()C):E()C)Mév2

ukazano, ze pro D(x) ~ 0 roste rozptyl zobecnéného priméru nade Vsechny meze. Pro
snadnou identifikovatelnost transformace je tedy vyhodné mit vétsi rozptyleni dat jak je napf.
bézné u vybérh z asymetrickych rozdéleni.

Formaln¢ 1ze ulohu maximalizace rov (6) vyjadfit ve tvaru

din(L 1 dh
Z;)=Zzn(xi)—gz(h(x)—2h( )] A g ™

dh(x;) (1+A%*x;)In(1+A%x,)—A*x,
dA A
Z druhé derivace vérohodnostni funkce lze urcit rozptyl maximdlné¢ vérohodného odhadu
mocninn¢ transformace [8] .
Na zéklad€¢ asymptotického (/—«a) % niho intervalu spolehlivosti parametru mocninné

transformace lze sestavit nerovnost

InL(A)=InL(A)-0.5% y7 (1) (8)
Vsechna A splitujici tuto nerovnost lezi v intervalu spolehlivosti a jsou tedy piijatelnd. Toho
1ze snadno vyuzit pro rozliseni mezi aditivnim a multiplikativnim modelem méteni. V rovnici
(8) oznaduje y; ,(1)kvantil chi kvadrat rozdéleni s 1 stupném volnosti.

kde




Plati, ze:

e pokud obsahuje 95% ni interval spolehlivosti také jednicku, voli se aditivni model.

e pokud obsahuje 95% ni interval spolehlivosti nulu a nikoliv jednicku, voli se
multiplikativni model.

e v ostatnich pfipadech je mozné zvolit pravdépodobnostni model (1) a pouzit pro dalsi
analyzu postup navrzeny v [1].

S vyhodou Ize vyuZit grafického zdznamu In L(A ) na se zakreslenym (obycejné 95 %nim)

konfiden¢nim intervalem. Z takového grafu lze jiz snadno odhadnout jak kvalitu

transformace, tak i posoudit, v jakych mezich se miiZze hodnota A pohybovat. (Plati, Ze ¢im

jsou tyto meze uzsi, je kvalita transformace vyssi, pokud v nich nelezi A= 1).

Parametr mocninné transformace ziejm¢e souvisi s Sikmosti rozdéleni dat. V praci [9] je toto

odvozeni provedeno. Vysledek Ize zapsat ve tvaru

,MFM 9)

kde p, je Sikmost plivodnich dat. Je patrné, ze pro data zeSikmena k vySS§im hodnotdm vyjde
parametr transformace podstatné mensi nez jedna.
Pomoci vztahu (30) mGzeme napi. snadno posoudit vliv posunu dat na parametr mocninné
transformace. Napf. pro pfipad, Ze data posuneme o konstantu a tj. y = a*x vyjde, Ze
A, =4, —(a*c*p,)/6
Jak je patrné, je tfeba pii pouziti postupu mocninné transformace brat v iivahu také piipadné
linedrni transformace dat a jejich rozmezi.
Specialné pro ucely prizkumové analyzy dat (viz. [1]) byl navrzen postup, ktery umoznuje
grafické posouzeni vhodnosti mocninné transformace. Je pouzito jednoduché tiidy
transformaci typu
h(x)=a*x*+b A#0 (10)
h(x)=c*In(x)+d A=0
Parametry a, b, ¢, d voli_Emerson a Stotto [10] tak, aby byla zachovéna pfiblizna linearita
transformace v okoli medianu, tj.

med(x") = med(x) j(med(x}“) ~1
X

Pro ur¢eni vhodné transformace se vychazi z vybérovych kvantilti Xp a medianu x() 5.

’ * % .
Vynesenim y = (xp + er) /2nax = [(Xl-p - Xo,5)2 + (XO,S - xp)z]/ (4 XO,S) rezultuje v
pripadé moznosti symetrizacni transformace linearni zavislost, prochazejici po¢atkem typu

y>l< =(1-2)x" . Ze smémice této zavislosti tedy mizeme piimo nalézt odhad parametru
transformace A . Pii praktické aplikaci tohoto postupu se voli jednotlivé pismenové hodnoty

(viz [1]), pro které je Pj = 2-(i+1) i =1, ... Pro robustni odhad smé&rnice (1 - 1) se doporuduje
pocitat pro vSechny body smérnice k; = yi*/xfk a jako optimalni vzit pak median ze vSech k;j.

Uvedeny postup je vhodny pro mélo a stfedn€ seSikmend rozdéleni. Cameron [11] ukazal, Ze
pro siln¢ seSikmena rozdé€leni a kvantily Xp vzdalené od medidnu vzniké na grafu y>l< Vs, X
systematickd ktivost. Pak je vhodné provadét iterativni hledani optimalniho , kdy se vysledek

z prvého uréeni smérnice (y’l< VS . X*) dosadi do transformace (10) a v dalSich vynesenich se
misto kvantilii proménné x pouzivaji transformované kvantily A(x) (uréené z predchoziho
grafu). Také je vyhodné v prvnich fazich brat spiSe smérnice ur¢ené z kvantili (P; = 0,25). Z
toho plyne, ze Emerson-Stottiiv postup neni zcela automaticky a vyZaduje Casto iterativni
hledani vhodného A, kde v kazd¢ iteraci se konstruuje graf typu y>l< nax". Na druhé strané je



tento postup velmi jednoduchy a umoznuje posouzeni vlivu ptipadnych vlivnych bodi na
vysledek transformace.
Pro ptipad vicerozmérnych dat existuji dvé moznosti:

e marginalni mocninnd transformace (MBC), kdy se pouzije vhodna mocninna
transformace pro jednotlivé vektory dat (x;, ... Xm), kde. x; je i- ty vektor s n
slozkami.

e sdruzend mocninna transformace (JBC), kdy se hledd vektor mocninné transformace
A = (A1....An) maximalizaci kondenzované vérohodnostni funkce PL

pL - _ In(det(S(3))) Z ((xj ~ 1)2 ln(xij)J

n pt

Kovarian¢éni matice S(A) se pocita pro konkrétni A standardnim zptisobem.
Sdruzend mocninnd Box Coxova transformace vede obecné k efektivnéjsim odhadim vektoru

transformace A . Na druhé strané jsou numerické hodnoty slozek vektoru transformace blizké
[12].

5. Experimentalni ¢ast

K analyze dat byl pouzit vybér obsahujici koncentrace 11 prvka (Ni, Cu, Cr, Zn, Cd, Pb, Be, Co,
Mo, V, As) v 80-ti vzorcich ptdy z primyslovych oblasti Moravy. Pro analyzu dat byl pouzit software
R, ktery je volné dostupny na siti . ProtoZe je ti¢elem ukazat na rozdily mezi piivodnimi daty a MBC
resp. SBC jsou diskutovany pouze statistické souvislosti. Pro vypocet parametri mocninné
transformace byla pouZita nelinearni optimaliza¢ni metoda ( derivacni).

V tab.1 jsou uvedeny parametry mocninné transformace vypocitané rtiznymi postupy. Ve druhém
fadku jsou odhady MBC, ve tfetim fadku SBC a ve ¢tvrtém fadku jsou odhady pro simultdnni Yeo
Johnsonovu transformaci.

Tabulka 1 Odhady optimalni mocninné transformace

Cd Pb Ni Cu Co Cr Zn As Be \% Mo
-0,51 -0,70 -1,22 -0,96 -0,46 -1,80 -0,72 -1,02 0.051 0.93 -0.08
-0,53 -0.73 -1.35 -0,88 -0,39 -1,54 -0,69 -0,78 0,33 1.15 -0.097
-1,62 -0,72 -1,42 -0,91 -0,56 -1,59 -0,67 -0,89 -0.,34 1,19 -1,27

Pomoci téchto mocninnych (kromé Yeo Johnsonovy) byl pivodni vybér re transformovan na
vybér MBC resp. SBC. V dal§im jsou analyzovany pivodni vybér (PV), vybér MBC (MV) a
vybér SBC (SV). Pro jednoduchost nebyla pouzita celd Box Coxova transformace ale pouze
prosta mocnina (kterd je jeji linearni transformaci).

6. Vysledky a diskuse

Pouziti mocninné transformace vedlo v naprosté vétSiné piipadii k vyraznému zlepSeni
symetrie rozdéleni dat. Na obr. 1 je ukézén neparametricky odhad hustoty pravdépodobnosti
pro prvek Cd pted (PV) a po simultdnni (SV) mocninné transformaci Na obr. 2 jsou
odpovidajici rankitové grafy (qq graf pro normalni rozdé€leni). Je patrné vyrazné zlepSeni, i
kdyz jsou néktera meteni stale indikovana jako vybocujici.

Jako ptiklad situace, kdy mocninna transformace pftilis rozdéleni dat neovlivnila je na obr. 3
ukézadn neparametricky odhad hustoty pravdépodobnosti pro prvek Cd pted (PV) a po
simultanni (SV) mocninné transformaci. Na obr. 4 jsou odpovidajici rankitové grafy (qq graf
pro normalni rozdéleni). Je patrné, Ze 1 po transformaci maji data rozdé€leni systematicky
odchylené od norméalniho rozdéleni.



Density

038

08

04

02

0.0

density.default(x = x15V1, na.rm = TRUE)

S AN A

T T T
10 20 30 40

N =380 Bandwidth = 02502

a

Density

14

0.8

06

0z 04

0.0

density.default(x = x1$V¥1+-0.53, na.rm = TRUE)

i

T T T T T T
0o 05 1.0 15 20 25

N =230 Bandwidth =0.1093

b

Obr. 1 Hustota pravdépodobnosti prvku Cd pro a) PV ab) SV

40

niorm quantiles

a

Obr. 2 Rankitovy graf prvku Cd pro a) PV ab) SV

Density

12

10

08

06

04

02

0.0

density.default(x = x9%V9, na.rm = TRUE)

T T T T T T T
0.0 05 10 15 20 25 30

N=280 Bandwidth =0.1265

a

nom quantiles

b

density.default(x = x9$V9-0.33, na.rm = TRUE)

06 08 10 12 14 16

MN=80 Bandwidth = 003839

b

Obr. 3 Hustota pravdépodobnosti prvku Be pro a) PV ab) SV



14

*90.33

norm quartiles

Obr. 4 Rankitovy graf prvku Be pro a) PV ab) SV

Na obr. 5 jsou ukdzany profilové grafy pro vSechny tii vybéry

narm quantiles

Obr. 5 profilové grafy pro a) SV, b) MV, ¢) PV

Je patrné (obr, 5c¢), ze ptivodni vybér se sklada z ¢asti podobnych dat a ¢asti anomalnich dat.
Po transformaci se tato tendence ¢astecné piekryva.

Identifikace vicerozmérnych vybocujicich méfeni byla provedena pomoci robustnich
Mahalanobisovych vzdalenosti.

Na obr. 6 jsou znazornény qq grafy pro robustni Mahalanobisovu vzdalenost.
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Obr. 6 QQ grafy robustnich Mahalanobisovych vzdalenosti pro a) SV, b) MV, ¢) PV



Na obr. 7 jsou znazornény indexové grafy pro robustni Mahalanobisovu vzdalenost.
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Obr. 7 Indexové grafy robustnich Mahalanobisovych vzdalenosti pro a) SV, b) MV, c¢) PV

Na obr. 8 jsou znazornény grafy robustni Mahalanobisovu vzdalenost vs. robustni Euklidova
vzdalenost.
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Obr. 8 Grafy robustni Mahalanobisova vzdalenost vs. robustni Euklidova vzdalenost
pro a) SV, b) MV, ¢) PV

Je opét patrné, Ze transformace vyraznéji oddé€luje dvé skupiny a ¢aste€né maskuje vybocujici
méteni. Je zajimavé sledovat jak, se méni pofadi vyznamnosti vybocujicich bodi podle
velikosti zobecnéné vzdalenosti. Indexy nejvice vybocujicich bodii pro data PV jsou:

79 185426407124 563710504880 124951 1455436635783329351557577 44
pro data MV jsou:

375654 1848 50511479 655571262824405 1539604629 61258102766773517
a pro data SV jsou:

37565446 182671 5514528395124 654850404561 1579 60838351929277717
Je patrné, Ze potfadi vybocujicich bodi se lisi i pro obé varianty Box Coxovy transformace.

Na obr. 9 je ukazan dvojny graf pro klasickou analyzu hlavnich komponent (PCA) a
standardizovana data. Je vidét, Ze standardizace zvétSuje rozptyleni dat a mocninna
transformace opét ¢aste¢né maskuje vybocujici hodnoty.

Na obr. 10 je ukdzan dvojny graf pro robustni analyzu hlavnich komponent (PCA) a
nestandardizovana data. Je vidét, ze bez standardizace se zmensuje rozptyleni dat a mocninna
transformace opét ¢aste¢né maskuje vybocujici hodnoty.
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Obr. 10 Dvojné grafy robustni nestandardizované PCA pro a) SV, b) MV, c¢) PV

Na obr. 11 je znazornén vysledek ,,fuzzy* shlukovani pro ptipad dvou shlukii a na obr.

vysledek pro tii shluky.
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Companent 1
These two components explain 63 45 % of the peint variabilty
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Companent 1
These two components explain 88 48 % of the paint variability.
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Comgenent 1
These twe compenents expiain 68.92 % of the peint varisbilty.

b
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These two compenents explain £4.5 % of the pont varibility.
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Opét je patrné, ze pro netransformovana data jsou Iépe oddéleny vybocujici body a pro
mocninné transformace se projevuje vyraznéjsi rozptyleni dat (dvé az tii nepfilis jasné
odd¢lené skupiny). Jsou patrné rozdily mezi marginalni a simultanni Box Coxovou
transformaci. Napft. pro PV jsou dva shluky velikosti 76, 4, pro MV jsou dva shluky velikosti
58, 22 a pro MV jsou dva shluky velikosti 42, 38.

7. Zavér

Je patrné, Ze oba postupy vypoctu parametru mocninné transformace vedou k pon&kud
odlisnym vysledkiim. Podle ofekavani maskuje mocninna transformace body, které se jevi
jako vybocujici s ohledem na normalitu. BohuZel vSak tato jedno parametrova mocninna
transformace neumoznuje akceptovat vSechna data a ma celou fadu specifickych zvlastnosti.
Vzdy je 1épe pouZzit simultdnni mocninnd transformace, ktera je efektivn&j$i a v nékterych
ptipadech statisticky odlisna od marginalnich transformaci.

V ftadé ptipadi je tedy tifeba iterativné feSit problém anomdlii a vybocujicich hodnot
s ohledem na cil zpracovani. Pokud jde o indikaci extrému jde o zcela jinou tlohu nez pokud
se hleda ,,centralni tendence*.

Podékovani:
Tato prace vznikla s podporou vyzkumného centra Textil, projekt ¢. 1M4674788501
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