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Souhrn: Vicerozmérna statisticka analyza je zalozena na latentnich proménnych, které jsou linearni
kombinaci ptivodnich proménnych. Zdrojova matice dat obsahuje proménné v m sloupcich a objekty
v n fadcich. Data jsou pied zpracovanim Skalovana. Cilem je nalézt shluk jako mnozinu podobnych
objektt s podobnymi proménnymi. Podobnost objektti posuzujeme na zaklad¢ vzdalenosti (miry)
objektli v m-rozmérném prostoru: ¢im je vzdalenost shlukii ¢i objekti vétsi, tim mensi je jejich
podobnost. K rychlému posouzeni podobnosti slouzi grafy exploratorni analyzy vicerozmérnych dat:
profily, polygony, slunicka a hvézdicky. Strukturu a vazby mezi proménnymi vystihuji metody snizeni
dimensionality, metoda hlavnich komponent (PCA). Diilezitou pomickou je rozptylovy diagram, ktery
zobrazuje objekty, rozptylené v rovin€ prvnich dvou hlavnich komponent. Graf komponentnich vah
porovnava vzdalenosti mezi proménnymi x; a x;, kde kratka vzdalenost znaci silnou korelaci. Dvojny
graf pak kombinuje oba predchozi grafy. Objekty Ize seskupovat do shlukii hierarchicky dle pfedem
zvoleného zptisobu metriky (primérové, centroidné, nejbliz§sim sousedem, nejvzdalenéjsim sousedem,
medianove, mezi tézisti a primérnou vazbou) a nehierarchicky dle uzivatelem vybranych objekti.
Vysledkem je dendrogram. Lze formulovat tfi hlavni cile analyzy shlukt: popis systematiky, je
tradi¢nim vyuzitim shlukové analyzy pro prizkumové cile a taxonomii, coz je empiricka klasifikace
objektt, zjednoduseni dat, kdy analyza shlukd poskytuje pii hledani taxonomie zjednoduseny pohled
na objekty, a kone¢n¢ identifikace vztahu, kdy po nalezeni shlukii objektd, a tim i struktury mezi
objekty je snadnéjsi odhalit vztahy mezi objekty. Metoda hlavnich komponent a tvorba shluki je
demonstrovana na typické uloze hutni kontrolni laboratote.
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Rozptylovy diagram komponentniho skére, Catteltiv indexovy graf vlastnich ¢isel, Graf komponentnich
vah, Korelace.

1. Uvod

Vicerozmérnd statistickd analyza vychazi z koncepce latentnich proménnych (faktorti, kanonickych
proménnych) y, které jsou linedrni kombinaci ptivodnich proménnych x s vhodné volenymi vazbami.
Latentni proménna y je kombinaci m-tice sledovanych (métenych resp. jinak ziskanych) proménnych

Xp Xy oop X, vEtVATU Y = WX, + WyX, + .. +w, x . Jednotlivé vicerozmérné metody vyuzivaji

ruznych zpiisobil stanoveni vah w, w,, ..., w,.

Zdrojova matice ma rozmér n x m. Pfed vlastni aplikaci vhodné metody vicerozmérné statistické
analyzy je tteba vzdy provést exploratorni (prizkumovou) analyzu dat, kterd umoznuje

(a) posoudit podobnost objektii pomoci rozptylovych a symbolovych grafii,

(b) nalézt vybocujici objekty, resp. jejich proménné,

(c) stanovit, zda Ize pouzit ptedpoklad linedrnich vazeb,

(d) ovétit predpoklady o datech (normalita, nekorelovanost, homogenita).
Jednotlivé techniky k urc¢eni vzdjemnych vazeb se dale déli podle toho, zda se hledaji

(a) struktura a vazby v proménnych nebo



(b) struktura a vazby v objektech:

(1) Hledani struktury v proménnych v metrické skale: faktorova analyza FACT a analyza
hlavnich komponent PCA.

(2) Hledéani struktury v objektech v metrické skale: shiukova analyza.

(3) Hledani struktury v objektech v metrické i v nemetrické skale: vicerozmerné skalovani.

(4) Hledani struktury v objektech v nemetrické Skale: korespondencni analyza.

(5) Vétsina metod vicerozmérné statistické analyzy umozije zpracovdni linedarnich
vicerozmeérnych modelii, kde zavisle proménné se uvazuji jako linearni kombinace
nezéavisle proménnych resp. vazby mezi proménnymi jsou linearni. V fad¢ piipadi se
také uvazuje normalita metrickych proménnych.

Urcenim struktury a vzajemnych vazeb mezi proménnymi ale i mezi objekty se zabyvaji techniky
redukce proménnych na latentni proménné, metoda analyzy hlavnich komponent (PCA) a metoda
faktorové analyzy (FA). Dilezitou metodou uréeni vzajemnych vazeb mezi proménnymi je i kanonicka
korelacni analyza CA, ktera se pouziva ke zkoumani zavislosti mezi dvéma skupinami proménnych,
pfi¢emz jedna ze skupin se povazuje za proménné nezavislé a druhd za skupinu proménnych zavislych.

Cile shlukové analyzy nelze oddélit od hledani a volby vhodnych znakl k charakterizovani
shlukovanych objektl. Nalezené shluky vystihuji strukturu dat pouze s ohledem na vybrané znaky.
Volba znakl musi byt provedena na zakladé teoretickych, pojmovych a praktickych hledisek. Vlastni
shlukova analyza neobsahuje techniku k rozliSeni vyznamnych a nevyznamnych znaki. Provede pouze
odliseni shlukli. Nespravné zatazeni znaki vede k zahrnuti i odlehlych objektt, které mohou mit rusivy
vliv na vysledky analyzy. Mély by byt vyuzity pouze takové znaky, které dostate¢né rozlisuji mezi
objekty.

2. Analyza hlavnich komponent (PCA)
2.1 Zaméreni metody PCA

Metoda hlavnich komponent (PCA) je jedna z nejstarSich a nejvice pouzivanych metod vicerozmérné
analyzy. Poprvé byla zavedena Pearsonem jiz v roce 1901 a nezavisle Hotellingem v roce 1933. Cilem
analyzy hlavnich komponent je pfedevsim zjednoduseni popisu skupiny vzajemné linearné zavislych
¢ili korelovanych znaku €ili rozklad zdrojové matice dat do matice strukturni a do matice Ssumové. V
analyze hlavnich komponent nejsou znaky déleny na zavisle a nezavisle proménné jako v regresi.
Techniku 1ze popsat jako metodu linearni transformace pivodnich znakii na nové, nekorelované
proménné, nazvané hlavni komponenty. Kazda hlavni komponenta ptedstavuje linearni kombinaci
puvodnich znakt. Zékladni charakteristikou kazdé hlavni komponenty je jeji mira variability €ili
rozptyl. Hlavni komponenty jsou sefazeny dle dilezitosti, tj. dle klesajiciho rozptylu, od nejvétsiho k
nejmensimu. VéEtSina informace o variabilité ptivodnich dat je ptitom soustfedéna do prvni komponenty
anejméné informace je obsazeno v posledni komponenté€. Plati pravidlo, Ze ma-li n¢jaky ptivodni znak
maly ¢i dokonce zadny rozptyl, neni schopen pfispivat k rozliSeni mezi objekty.

Standardnim vyuzitim PCA je snizeni dimenze tlohy c¢ili redukce poctu znakl bez velké ztraty
informace, a to uzitim pouze prvnich n¢kolika hlavnich komponent. Toto sniZeni dimenze ulohy se
netykd poc¢tu ptivodnich znaktl. Je vyhodné ptedev§im pro moznost zobrazeni vicerozmérnych dat.
Predpoklada se, ze nevyuzité¢ hlavni komponenty obsahuji malé mnozstvi informace, protoze jejich
rozptyl je ptili§ maly. Tato metoda je atraktivni pfedevSim z diivodu, ze hlavni komponenty jsou
nekorelované. Namisto vySetfovani velkého poctu plivodnich znakii s komplexnimi vnitinimi vazbami
analyzuje uzivatel pouze maly pocet nekorelovanych hlavnich komponent.

2.2 Podstata metody PCA

® Zdrojova matice dat X (n x m): Zdrojova matice dat X (n X m) obsahuje n objekti a m znaki.
Objekty jsou pozorovani, vzorky, experimenty, méfeni, pacienti, rostliny, atd., zatimco znaky ¢i
proménné jsou druhy signalu méfeni, méfend velicina, vlastnosti (sladky, kysely, hotky, slany,
cholericky, atd.), barva, a pod. Dulezita je zde skutecnost, ze kazdy znak je zndm pro vSech n objekta.
Spravna skladba zdrojové matice X ¢ili volba, které znaky pouzit a které objekty zatadit je delikatni



ukol siln€ odvisly od charakteru kazdé tlohy. Velikou vyhodou metody PCA je pouziti jakéhokoliv
poctu proménnych ve zdrojové matici X k vicerozmérné charakterizaci. Cilem kazdé vicerozmérné
analyzy je zpracovat data tak, aby se zfetelné indikoval model a tak odkryl skryty jev. Myslenka
sledovani rozptylu je velice diilezita, protoze je vlastn¢ zakladnim predpokladem vicerozmérné analyzy
dat, ze “nalezené¢ sméry maximalniho rozptylu” jsou vice ¢i méné spjaty s t€mito skrytymi jevy.
Zakladnim cilem PCA je transformace pivodnich znaki x,, j=1, ..., m, do menS§iho poctu latentnich
proménnych y,. Tyto latentni proménné maji vhodnéjsi vlastnosti: je jich vyrazné mén€, vystihuji témet
celou promenlivost piivodnich znakui a jsou vzajemné nekorelované. Latentni proménné jsou nazvany
hlavnimi komponentami ajsou to linearni kombinace ptivodnich proménnych: prvni hiavni komponenta
¥, popisuje nejvetsi ¢ast promeénlivosti Cili rozptylu ptivodnich dat, druhd hlavni komponenta y, zase
nejvetsi Cast rozptylu neobsazeného v y, atd. Matematicky feceno, prvni hlavni komponenta je takovou
linedrni kombinaci vstupnich znakt, kterd pokryva nejvétsi rozptyl mezi vSemi ostatnimi linearnimi
kombinacemi.

Rozdil mezi soutadnicemi objektli v piivodnich znacich a v hlavnich komponentach ¢ili ztrata
informace projekci do mensiho po¢tu rozmérti se nazyva mirou tésnosti prolozeni modelu PCA nebo
také chybou modelu PCA. Na obr. 1 je tato situace schematicky znazornéna spolu s pouzitym
oznacenim.

I pti velkém poctu piivodnich znaki m miize byt £ velmi malé, bézné€ 2 az 5. Volba poctu uzitych
komponent k vede k modelu hlavnich komponent PCA. Vysvétleni uZitych hlavnich komponent, jejich
pojmenovani a vysvétleni vztahu plivodnich znaki x;, j = 1, ..., m, k hlavnim komponentam y,, j = 1,
..., k, tvoti dominantni soucasti analyzy modelu hlavnich komponent PCA.

Z obr. 1 je zfejmé, ze zdrojova centrovana matice X se rozkladd na matici komponentnich skore
T rozméru n x k a matici komponentnich zatézi P' rozméru k x m.

Model PCA odpovida aproximaci zdrojové matice dat X, ktery uzijeme misto piivodni zdrojové
matice dat X. Aproximace ma fadu vyhod v interpretaci dat. Nejde zde pouze o zménu systému
soufadnic, ale pfedevSim o nalezeni a vypusténi Sumu. PCA ma proto dvoji cil: transformace do nového
systému os a snizeni rozmérnosti tlohy uzitim nékolika prvnich hlavnich komponent, které vystihuji
strukturu v datech. Problémem zistava, kolik hlavnich komponent je nutno pouZzit.
® Maximalni pocet hlavnich komponent: Existuje horni mez po¢tu hlavnich komponent, které mohou
byt odvozeny ze zdrojové matice dat X. Nejvétsi pocet hlavnich komponent se bud’ rovna Cislu z - 1
nebo m v zavislosti na tom, které z téchto dvou ¢isel je mensi. Je-1i X slozena naptiklad n = 40 spekter
mefenych pfi m = 2000 vinovych délek, bude maximalni pocet hlavnich komponent 39. Pocet
efektivnich hlavnich komponent se rovna hodnosti zdrojové matice X.
® X = Struktura + Sum: VSechny hlavni komponenty jsou vzdjemné ortogondlni a souvisi postupné
se snizujici hodnotu rozptylu objektti. Posledni hlavni komponenta souvisi s nejmensim rozptylem, tj.
stochastickym rozptylem. Vy$§i hlavni komponenty (obvykle vyssi nez 3) se Casto tykaji pouze Sumu.
Dochézi k rozdé€leni ptivodni zdrojové matice X na cdst struktury (prvni hlavni komponenty) a cdst
Sumu (ostatni zbyvajici hlavni komponenty, obr. 2).

Plvodni proménné Hlavni kompenenty Objekty
j=1,..,m j=1,..,p i=1,..,n
—_— — —_—
x Hlavni
komponenty
Objekty 7l
P oo
v \ 4
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skére zétéie
Obr. 1 Schéma maticovych vypocti v PCA.
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Obr. 2 Schéma vypoctu hlavnich komponent v PCA.

Model hlavnich komponent ma pak tvar
X =T P" + E = struktura dat + Sum

Zdrojovou matici dat X je tfeba nejprve centrovat x; = x; - x,. V metod€ hlavnich komponent

pracujeme za piedpokladu, Ze zdrojova matice X je rozloZena na sou¢in matic TP" a na matici rezidui
E, kde matice T je matice komponentniho skore a P" je transponovana matice komponentnich vah, E
je matice rezidui. Cilem metody hlavnich komponent je misto X vyuzivat déle jenom soucin TP" a tak
oddélit sum od struktury dat TP". Matici E se nazyva matice rezidui, ktera neni objasnéna modelem
hlavnich komponent PCA. Matice E souvisi s “tésnosti prolozeni” a ukazuje, jak dobie jsou objekty
prolozeny modelem hlavnich komponent.

® Komponentni vahy, zatéZze - vztah mezi X a PC: Hlavni komponenty PC jsou vhodn¢ skalované
vektory v prostoru znakl. Kterdkoliv hlavni komponenta piedstavuje /inedrni kombinaci vsech m
vektord v prostoru znakd, tj. jednotkové vektory podél kazdé osy piivodniho znaku v m rozmérném
prostoru. Linearni kombinace v kazdé¢ hlavni komponenté bude obsahovat m koeficientd p,, kde & je
index m-tého znaku a a je index sméru hlavni komponenty. Naptiklad p,, znamena koeficient pro druhy
znak v linearni kombinaci, kterd vytvoti PC3. Tyto koeficienty se nazyvaji komponentni vahy. Vahy
pro vSechny hlavni komponenty tvoii matici P. Tato matice je vlastné transformacni matici, ktera
ptevadi piivodni znaky zdrojové matice X do novych latentnich proménnych, tj. hlavnich komponent.
Vektory vah ¢ili sloupce v matici P jsou ortogonalni.

Viéhy informuji o vztahu mezi pivodnimi m znaky a hlavnimi komponentami. Tvoii tak most mezi
prostorem pivodnich znaki a prostorem hlavnich komponent. Vahy souviseji se smérovymi kosiny
kazdé hlavni komponenty vzhledem k systému os ptivodnich znakd.

® Komponentni skore - souradnice objektii v prostoru hlavnich komponent:
Soutadnice kazdého objektu na osach hlavnich komponent nazyvame skore. Projekce i-t€ho objektu
na prvni hlavni komponentu PC1 znaci skore #,,. Projekce té¢hoZ objektu na druhou hlavni komponentu
PC2 znaci skore ¢, ...atd. Kazdy objekt ma svilj soubor komponentnich skore ¢, £, ..., ¢,,,. Hodnot
skore je stejny pocet jako hlavnich komponent.
zobrazeni dvou skorovych vektorii vynesenych v systému kartézskych os jeden proti druhému. Skorové
vektory zde predstavuji zndzornéni objektl na hlavnich komponentach. Vyneseni skdrovych vektort
odpovida vyneseni objektli v prostoru hlavnich komponent. Nejuzivangj$im grafem ve vicerozmérné
analyze dat je vektor skore PC1 proti skore PC2. Je snadno k pochopeni, protoze jde o dva sméry,
podél kterych shluk objekti vykazuje nejvétsi (PC1) a druhé nejvétsi (PC2) rozptyleni.

Graf komponentniho skore ¢, proti z, se obvykle vysetiuje jako prvni. Do tohoto grafu lze vynaset
libovolny par hlavnich komponent. Otdzkou vSak zlstava, které hlavni komponenty jsou ty
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komponentmho skore. Pocet moznych grafii se tak stava nekontrolovatelnym aneni mozné Vysetrovat
vSechny grafy.

2.3 Grafické diagnostiky metody hlavnich komponent

Graficky lze vysledek analyzy hlavnich komponent zobrazit v nékolika grafech hlavnich komponent

nasledujicim zptisobem:

(a) Catteluv indexovy graf upati vlastnich c¢isel (Scree Plot) je vlastné sloupcovy diagram
vlastnich ¢isel nebo rezidudlniho rozptylu proti stoupajici hodnoté indexu, pofadového cisla A.
Zobrazuje relativni velikost jednotlivych vlastnich ¢isel. Rada autorti ho s oblibou vyuZivéa k uréeni
poctu A4 "uzite¢nych" hlavnich komponent. Cattel vysvétluje scree jako Upati moiského utesu ¢ili
zlomové misto mezi kolmou sténou a vodorovnym dnem. Vybrané "uzZite¢né" hlavni komponenty
(nebo také faktory) pak tvoii kolmou sténu utesu a "neuzitecné" hlavni komponenty (nebo faktory)
predstavuji vodorovné moiské dno. Uzite¢né komponenty jsou tak oddéleny zietelnym zlomovym
mistem a soufadnice x tohoto zlomu je hledana hodnota indexu. Jinym, hrubsim kritériem je pravidlo,
podle které¢ho vyuzivame ty hlavni komponenty, jejichz vlastni ¢islo je vétsi nez jedna. Pravidlo
vychéazi z mySlenky, Ze neni tfeba uvazovat komponenty, jejichz rozptyl je mensi nez jednotkovy
rozptyl kazdého normovaného znaku. Graf tipati se vSak jevi objektivnéjSim a prakti¢téjSim.

(b) Graf komponentnich vah, zatézi (Plot Components Weights) zobrazi komponentni vahy pro
prvni dvé hlavni komponenty. V tomto grafu se porovnavaji vzdalenosti mezi znaky. Kratkéa vzdalenost
mezi dvéma znaky znamenad silnou korelaci. Lze nalézt i shluk podobnych znakd, jez spolu koreluji.
Tento graf miizeme povazovat za most mezi znaky a hlavnimi komponentami, protoze ukazuje, jakou
meérou prispivaji jednotlivé znaky do hlavnich komponent. Nékdy se podaii hlavni komponenty y,, v,,
.. pojmenovat, vysvétlit a piidé€lit jim fyzikalni, chemicky nebo biologicky vyznam. Pak 1ze nazorné
vysvétlit, jak jednotlivé znaky x;, j = 1,..., m, pfispivaji do prvni hlavni komponenty y, nebo do druhé
hlavni komponenty y,. N&které€ znaky x; piispivaji kladnou vahou, nékteré zapornou. Byva zajimavé
sledovat kovarianci znakt x; v prostorovem 3D grafu komponentnich vah y,, y, a y;. Jsou-li znaky x,
j = 1,..., m, blizko sebe v prostorovem shluku, jde o silnou pozitivni kovarianci. Kovariance viak
nemusi _]este nutné znamenat korelaci. Vyklad grafu komponentnich vah lze obecné shrnout do
nasledujicich bodt:

1. DiileZitost znakii x; j = 1,..., m: znaky x; s vysokou mirou proménlivosti v datech objektii maji
vysoké hodnoty komponentm véhy. Ve 2D -diagramu prvnich dvou hlavnich komponent pak lezi
hodné daleko od pocatku. Znaky s malou dulezitosti leZi blizko pocatku. Kdyz uréime diilezitost
znakaii, ur¢ime tim také proménlivost znakt: jestlize naptiklad y, objasiiuje 70 % proménlivosti a
¥, jenom 5 % (pteCteno z indexového grafu upati vlastnich ¢isel), jsou znaky x, j= 1,..., m, s
vysokou vahou v y, tim padem mnohem dtlezitéjSi neZ znaky x; s vysokou vahou v y,. Znaky s
uhlem 0° mezi pritvodi€i jsou zcela pozitivné korelované, znaky s thlem 90° jsou zcela
nekorelované zatimco znaky s thlem 180° jsou negativné korelované.

2. Korelace a kovariance: znaky x, j= 1,..., m, jsou blizko sebe, anebo znaky x; s malym thlem mezi
svymi privodici znak a na steJne strane vuci pocatku maji vysokou kladnou kovarianci a vysokou
kladnou korelaci. Naopak, znaky x; daleko od sebe, anebo s velikym tthlem mezi priivodici znaka,
jsou negativné korelovany.

(c) Rozptylovy diagram komponentniho skére (Scatterplot) zobrazuje komponentni skore Cili
hodnoty obyc¢ejné¢ prvnich dvou hlavnich komponent u vSech objektid. Lze snadno nalézt shluk
vzajemn¢ podobnych objekti a dale objekty odlehlé a silné odliSné od ostatnich. Diagram
komponentniho skore vSak miize byt prostorovy ve tfech hlavnich komponentéch a v rovinném grafu
se pak sleduje pouze jeho primét. Tento diagram se uzivé k identifikaci odlehlych objektt, identifikaci
trendq, tfid, shlukd objektt, k objasnéni podobnosti objektt atd. Je ¢asto nemozné analyzovat v§echny
diagramy, protoze jich je velmi mnoho: pro m = 10 znak existuje m(m-1)/2 = 45 diagramu, pro m =
11 pak 55 diagrami, pro m = 12 pak 66 diagrami, atd. Obvykle vybirdme diagramy y, vs. y,, y, vs. y3,
¥, vs. y, atd. Drzime se prvni hlavni komponenty y,, protoZe objasniiuje n¢jvétsi miru proménlivosti



v datech. Interpretace rozptylového diagramu komponentniho skore lze shrnout do téchto bodu:

1. Umisteni objektu. Objekty daleko od pocatku jsou extrémy. Objekty nejblize pocatku jsou

2. Podobnost objektii. Objekty blizko sebe si jsou podobné, objekty daleko od sebe jsou si
nepodobné.

3. Objekty v shluku. Objekty umisténé zietelné¢ v jednom shluku jsou si podobné a ptfitom
nepodobné objektim v ostatnich shlucich. Dobte odd€lené shluky prozrazuji, Ze 1ze nalézt
vlastni model pro samotny shluk. Jsou-li shluky blizko sebe, znamena to zna¢nou podobnost
objektu.

4. Osamelé objekty. 1zolované objekty mohou byt odlehlé objekty, které jsou siln¢ nepodobné
ostatnim objektiim. To plati jen v ptipadech, kdy se nejednd o zdanlivou nehomogenitu danou
seSikmenim dat a odstranitelnou transformaci znaki.

5. Odlehlé objekty. V ideédlnim ptipadé byvaji objekty rozptylené po celé plose diagramu. V
opacném piipadé je néco Spatného v modelu, obycejné je pritomen siln¢ odlehly objekt.
Odlehlé objekty jsou totiz schopny zbortit cely diagram, ve srovnani se silné vybocujicim
objektem jsou ostatni objekty nakumulovany do jediného uzkého shluku. Po odstranéni
vybocujiciho objektu se ostatni objekty roztiidi po celé plose diagramu a teprve vypovidaji
o existujicich shlucich.

6. Pojmenovani objektii. Vystizna jména objekti slouzi k hledani hlubSich souvislosti mezi
objekty a mezi pojmenovanymi hlavnimi komponentami. Snadno obkrouzime shluky
podobnych objekti nebo nakreslenim spojky mezi objekty vystihneme jejich fyzikalni ¢i
biologickou podobnost.

7. Vysvétleni mista objektu. Umisténi objektu na ploSe v diagramu miiZze byt porovnavano s
komponentnimi vahami znaki ve dvojném grafu a pomoci znakt pak i vysvétleno.

2.4 Diagnostika metody hlavnich komponent

Maticovy graf rozptylovych diagramii znaki slouzi k ziskani po€atecni informace o datech. Odhali,
zda data pottebuji Skalovani. Pfi prvnim sezndmeni s daty se v radmci exploratorni analyzy pouzije
standardni metoda hlavnich komponent PCA. Data je obvykle potieba skalovat nebo alespon centrovat.
V tomto stadiu se vzdy vy¢isluji vSechny hlavni komponenty. Prvni diagramy komponentniho skore
slouzi k odhaleni odlehlych hodnot, tfid, shluk a trendd. Jsou-li objekty roztfidény do dobie
oddélenych shlukd, je tfeba urcit zpilisob, jak je z dat oddélit a shluky pak analyzovat oddé€lené. Po
redukci dat na nékolik podvybéri, kdy jsou shluky modelovany oddé€lené, se znovu aplikuje metoda
hlavnich komponent PCA na jednotlivé dil¢i vybéry, kdy postupné provadime:

1. VySetreni indexového grafu upati viastnich cisel -z hrany upati v tomto diagramu se urci
vhodny pocet hlavnich komponent.

2. Vypocet vlastnich vektorii — vedle ¢iselnych hodnot se uziva i ndzorny carovy diagram hodnot
vlastnich vektori, ktery pehledné informuje o relativnim zastoupeni pivodnich znaki x;, j = 1, ..., m,
v hlavnich komponentach.

3. Vypocet komponentnich vah - matice parovych korelacnich koeficientii obsahujici korelace
ptvodnich znaki s hlavnimi komponentami. Carovy diagram nazorn& vysvétluje korelaéni strukturu
mezi obéma druhy znaki. Uzivatel nyni vybere pouze prvnich & hlavnich komponent a vytvofi tak
model PCA.

4. Vysetreni grafu komponentnich vah.

5. Vysetieni rozptylového diagramu komponentniho skore.

6. Vysetieni dvojného grafu.

7. Vysetieni rezidui - rezidua objektl a rezidua proménnych by méla prokazovat dostate¢nou
tésnost prolozeni. Neni-li tomu tak, je tieba se vratit k prediprave dat a cely vypocet PCA opakovat.

8. Urceni vyznamnych znakii - v ne€kterych ptipadech je vyhodné vyhledavat také vyznamné
znaky, protoze klasicka metoda PCA umoziiuje sice redukci poctu hlavnich komponent, ale kazda
komponenta zlistdva stdle kombinaci vSech pivodnich znaki. Nalezeni podmnoziny znakd, které



obsahuji témét vSechny informace jako ptivodni znaky, je pomérné zajimavé v tadeé praktickych
aplikaci.

3 Vlastnosti metody shlukovani
3.1 Miry podobnosti

Podobnost mezi objekty je uzita jako kritérium tvorby shlukii objektt. Nejdiive se stanovuji znaky,
urcujici podobnost, které se dale kombinuji do podobnostnich mér. Timto zplisobem pak mtize byt
objekt porovnan s jinym objektem. Analyza shlukii vytvaii shluky podobnych objekti. Podobnost mize
byt méfena rozlicnymi zplsoby, které se daji obycejné zaradit do jedné ze tii zakladnich skupin:

(1) Korelaém' mz’ry' Zékladni mirou podobnosti dvou objektﬁ éi znakﬁ X;ax Vyjédfenych v
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je analogickou mirou podobnosti Spearmaniiv korelacm koeficient. Vysoké korelace prozrazuje
vysokou “podobnost” a nizka korelace pak “nepodobnost” profild.

(2) Miry vzdalenosti: Predstavuji nejcastéji uzivané miry, zaloZzené na prezentaci objekti v
prostoru, jehoz soufadnice tvofi jednotlivé znaky. Nejcastéj$i vzdalenostni mirou je Eukleidovska
vzdalenost zvana také geometricka metrika, ktera predstavuje délku ptepony pravouhlého trojuhelnika
a jeji vypocet je zalozen na Pythagorové vété. Plati, ze vzdalenost

dy(x,, x)) = Z;(x,g. - x)? (1)
b=

piedstavuje standardni typ vzdalenosti.
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Obr. 3 Miry vzdalenosti: Euklidovska (vlevo),
manhattanska (vpravo).
Vedle Eukleidovské vzdalenosti se uziva také ctverec Eukleidovské vzdalenosti, ktery tvoti zaklad
Wardovy metody shlukovani. Casto je uzivana Manhattanskd vzddlenost zvana také vzddlenost
meéstskych blokii nebo Hammingova metrika, definovana vztahem

dy(x,, x,) = E|x,g xl] (2)

Pied uzitim této vzdalenosti se musime ujistit, Ze znaky spolu nekoreluji. Kdyz tato podminka neni
splnéna, shluky jsou nespravné. Dalsi mirou je zobecnéna Minkovského metrika, pro kterou plati

dy(x,, x;) = E %, = x| (3)

kde pro z = 1 jde o Hammingovu metriku a pro z = 2 o Eukleidovu. Cim je z v&tsi, tim vice je
zdlraznovan rozdil mezi vzdalenymi objekty. V nékterych piipadech se pouziva také tétivova
vzdalenost (anglicky chord distance), definovana vztahem
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degx,, x) = |2 |1 - m’ —
x2. x2.

V pftipad¢ tfech znaki je tétivova vzdalenost pfimou vzdélenosti dvou bodl na povrchu koule s
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Problém vSech vzdalenostnich mér vznikd pfi pouziti nestandardizovanych dat, které mohou
zpusobit rozdily mezi shluky, diky casto veliké odlisnosti jednotek méfeni. Shluky riznych
vzdalenostnich mér se budou lisit, nejvétsi rozptyleni mezi shluky bude u ctverce Eukleidovské
vzdalenosti. Potfadi podobnosti se vyznamné zméni se zménou métitka nebo zménou jednotek jednoho
ze znak.

Vsechny dosud uvedené metriky neuvazuji zavislost mezi znaky. Zahrneme-li do vztahu pro
vzdalenost také vazby mezi znaky, vyjadiené kovarian¢ni matici C, dostaneme novou statistickou miru,
zvanou Mahalanobisova metrika

Ay X)) = (%, - x)T € (%, - x) (5)

Jde vlastné o vzdalenost bodli v prostoru, jehoZz osy nemusi byt orthogondlni. Vysoce korelovany vybér
znakti muze skryté prevazit cely soubor znaki shlukovani.

(3) Miry asociace: Miry asociace podobnosti se pouzivaji k porovnani objekti, pokud jsou jejich
znaky nemetrického charakteru (naptiklad bindrni proménné). Uved'me ptiklad, kdy respondent
odpovédél na fadu otazek odpovédi ano nebo ne.

3.2 Standardizace dat

Pted vlastni shlukovou analyzou je tfeba feSit otazku, zda je tfeba data standardizovat. Musi se
respektovat fakt, Ze vétSina mér vzdalenosti je velmi citlivd na méfitka (stupnice), vedouci k rizné
numerické velikosti znakti. Obecné plati pravidlo, ze znaky s vétsi mirou proménlivosti Cili vetsi
smérodatnou odchylkou maji vétsi vliv na miru podobnosti.

(1) Standardizovani znaku: NejuZivangjsi formou standardizace je normalizace kazdého znaku do
svého Z-skore, tj. odectenim priméru a délenim smérodatnou odchylkou. Tato standardizace je znama
pod nazvem normovaci Z-funkce.

(2) Standardizace objektii: Kdyz chceme identifikovat shluky dle vzdalenosti pak standardizace
neni vhodna. Standardizace objektl nebo-li fadkova standardizace miiZe byt vSak efektni ve specialnich
ptipadech.

4 Zpisoby shlukovani

Shluk (cluster) je skupina objektu, jejichz vzdéalenost je mensi nez vzdalenost s objekty do shluku
nepatticimi. Podle zptisobu shlukovani se postupy dé€li na hierarchické a nehierarchické. Hierarchické
se déli dale na aglomeracni a divizni.

4.1 Hierarchické shlukovaci postupy

Postupy jsou zalozeny na hierarchickém uspotadani objekti a jejich shluki. Graficky se hierarchicky
uspofadané shluky zobrazuji formou vyvojového stromu nebo dendrogramu. U aglomeracniho
shlukovani se dva objekty, jejichz vzdalenost je nejmensi, spoji do prvniho shluku a vypocte se nova
matice vzdalenosti, v niz jsou vynechany objekty z prvniho shluku a naopak tento shluk je zafazen jako
objekt. Cely postup se opakuje tak dlouho, dokud vSechny objekty netvoii jeden velky shluk nebo
dokud neztstane ur€ity, pfedem zadany pocet shlukli. Divizni postup je obraceny. Vychazi se z
mnoziny vSech objektii jako jediného shluku a jeho postupnym d€lenim ziskdme systém shluki,



az skon¢ime ve stadiu jednotlivych objekta.
Mezi metody metriky shlukovani patii:

(1) Metoda nejblizsiho souseda: Postup je postaven na minimalni vzdalenosti. Naleznou se dva
objekty, odd¢lené nejkratsi vzdalenosti a umisti se do shluku. Dalsi shluk je vytvoten ptidanim tfetiho
nejblizsiho objektu. Proces se opakuje azjsou vSechny objekty v jednom spoleéném shluku. Vzdalenost
mezi dvéma shluky je definovéana jako nejkrat$i vzdalenost libovolného bodu v prvnim shluku viici
libovolnému bodu v druhém. Dva shluky jsou propojeny v libovolném stadiu nejkratsi spojkou.

(2) Metoda nejvzdalenéjsiho souseda: Kritérium je postaveno nikoliv na minimalni ale na
maximalni vzdalenosti. Nejdelsi vzdalenost mezi objekty v kazdém shluku ptedstavuje nejmensi kouli,
ktera obklopuje vSechny objekty v obou shlucich. Metoda se také nazyva metodou uplného propojeni,
protoze vSechny objekty ve shluku jsou propojeny kazdy s kazdym pii maximalni vzdéalenosti ¢ili
minimalni podobnosti.

(3) Metoda priimeérné vzdalenosti: Kritériem vzniku shlukt je primérna vzdalenost vSech objekti
v jednom shluku ke v§em objektim ve druhém shluku.

(4) Wardova metoda: Principem neni optimalizace vzdalenosti mezi shluky ale minimalizace
heterogenity shlukti podle kritéria minima pfirustku vnitroskupinového souctu ctvercii odchylek objektt
odchylek, vznikly jejich sloucenim a pak se spoji ty shluky, kterym odpovida minimalni hodnota tohoto
prirastku.

Metoda nejblizéiho souseda
®
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Metoda nevzdalenégjsiho souseda
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Metoda primémé vzdalenosti

=

Metoda Wardova

Obr. 4 Nejcastéji uzivané metriky shlukovani.

(5) Metoda teziste: Jde o vzdalenost dvou tézist’ shlukt, vyjadienych Eukleidovskou vzdalenosti
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4.2 Nehierarchické shlukovaci postupy

U metody zarodecnych bodu (Seeded) uzivatel na zaklad€ svych vécnych znalosti urc¢i, které objekty
maji tvofit zarodky nové vytvorenych shlukd a systém rozdéli objekty do shlukd podle jejich
Eukleidovské vzdalenosti od téchto typickych objekta. Existuje nékolik postupii zadavani zarodkt
shluku a zatazovani objekt do shluku. Témto metodam se fika K-means shlukovani.

4.3 Dendrogramy hierarchického shlukovani

Analyzou shlukii je mozné hodnotit jednak podobnost objektil, analyzovanou pomoci dendrogramu



objektii, a jednak podobnost znakl analyzovanou pomoci dendrogramu znakii.

Dendrogram shlukii (vyvojovy strom) se konstruuje pouze v ptipad¢, kdy je k dispozici matice
ptvodnich znakl. Dendrogram podobnosti znaktli ukazuje rozliSeni znaki ve shlucich. Jeho interpretace
je snadné: znaky blizko sebe jsou propojeny spojovaci iseckou hodné nizko, maji malou vzdalenost
¢ili znacnou vzajemnou podobnost. Znaky propojené¢ hodné vysoko maji malou podobnost a mezi
sebou vykazuji velkou vzdalenost.

Dendrogram podobnosti objektii je standardni vystup hierarchickych shlukovacich metod, ze
kterého je patrna struktura objektti ve shlucich.

Dendrogram podobnosti znakii odhaluje nejcastéji dvojice Ci trojice (obecné m-tice) znakt, které
jsou si velmi podobné a siln€ spolu koreluji. Znaky, které jsou ve spolecném shluku si jsou znacné
podobné a jsou také vzajemné nahraditelné. To ma znaény vyznam pii pldnovani experimentu a
respektovani uspornych ekonomickych kritérii. Nékteré vlastnosti ¢i znaky neni tieba vilbec méfit,
protoze jsou snadno nahraditelné jinymi a neptispivaji do celku velkou vypovidaci schopnosti.

Mira verohodnosti: Dendrogram lze sestrojit celou fadou technik. Prvnim kritériem tésnosti
proloZeni pii volbé “nejlepSiho dendrogramu”, jez nejlépe odpovida struktuie objektl a znakli mezi
objekty, je kofeneticky korelacni koeficient CC. Je to Pearsontiv korela¢ni koeficient mezi skute¢nou
a predikovanou vzdalenosti, zaloZzenou na dendrogramu.

Druhym kritériem tésnosti prolozeni je kritérium delta A, které méti stupen pretvoreni struktury
dat spiSe nez stupent podobnosti. Kritérium delta je definovano vztahem

- y
Z |dy = ™
A, = = N (6)
Y. (@)™
<k

kde 4 = 0.5 nebo 1, d; je vzdalenost v piivodni matici vzdalenosti a d*,.j je vzdalenost ziskana z
dendrogramu. Je zadouci, aby hodnoty delta byly blizké nule. Rada autori ukézala, Ze metoda
prumérova vede obvykle k nejlepsimu dendrogramu.

— Proménlivost mezi shluky
= == Proménlivost uvnitf shlukd

Obr. 5 Porovnani vzdalenosti mezi
shluky a uvniti shluku.

5 Postup obecné analyzy shlukii
Analyza shluktl je vzdy silnou analytickou pomiickou k u¢eliim zjednoduSeni, priizkumu a potvrzeni
struktury.
1. krok: Cile analyzy shlukt: Primarnim cilem je rozdéleni souboru objektli do dvou nebo vice
skupin, tfid ¢i shlukd. Sledujeme tii cile:

(a) Popis systematiky: Tradi¢nim vyuZzitim jsou pruizkumové cile a popis systematiky - taxonomie,
tj. empiricka klasifikace objektli. Analyzou shlukii se dospé€je k uréitym shlukiim objektil, které jsou
pak porovnany s jejich teoreticky odvozenou typologii.



(b) Zjednoduseni dat: Pti hledani taxonomie poskytuje analyza shlukti zjednoduSeny pohled na
objekty. Zatimco faktorova analyza se snazi nalézt strukturu znak, analyza shluki Cini totéz ale pro
objekty. Na objekty se pak uz nehledi jako na jeden spole¢ny soubor ale na oddélené shluky objektt,
roz¢lenéné dle jejich vlastnosti.

(c) Identifikace vztahu: Po nalezeni shlukii objektt, a tim i struktury mezi objekty je snadnéjsi
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predmétem dalSiho kvalitativniho uvazovani.

2. krok: Formulace ulohy analyzy shlukii: S vybranymi znaky budeme shlukovat vySetfované
objekty. Nejprve vsak je tteba odpoveédet na tii otazky: (1) Mohou byt v datech néjaké odlehlé objekty,
které mohou byt posléze odstranény? (2) Jak vyjadiime podobnost objektii? (3) Méla by byt data pred
analyzou shluk standardizovéna?

3. krok: Predpoklady analyzy shlukii: Analyza shlukii objektli neni charakteru statistického
testovani. Pozadavky normality, linearity, homoskedasticity, které jsou tolik dulezité v ostatnich
vicerozmérnych technikdch nemaji zde vyznam. Piesto existuji dva kritické ptedpoklady:
reprezentativnost a vliv multikolinearity.

4. krok: Vystavba shluki a celkova tésnost proloZeni. Za vhodné rozliSovaci kritérium je mozné
pouzit maximalizaci rozdilti mezi shluky, a toto porovnavat vii¢i proménlivosti uvnitf shlukii. Testovani
poméru roztylu mezi jednotlivymi shluky vic¢i priméru rozptylu uvniti shluku Ize porovnat s F
kritériem v analyze rozptylu.

Hierarchické shlukovani: Tyto algoritmy se tykaji konstrukce stromovité struktury shlukd,
dendrogramu. Existuji v zasadé dva typy hierarchického shlukovani, aglomeracni a divizni. Grafickym
zobrazenim rustového stromu je diagram, také zvany dendrogram. Jinou grafickou metodou je
vertikalni rampouchovity diagram.

KdyzZ shlukovaci proces probihd v opacném sméru nez aglomerac¢ni, oznacuje se jako metoda
divizni. Postup za¢ina z jednoho velkého shluku, ve kterém jsou vSechny objekty. V nasledujicich
krocich jsou nepodobné objekty odlouceny ze spolecného shluku a vzniké tim mensi shluk. Proces
probiha tak dlouho, az je ve shluku jediny objekt. P&t nejpouzivanéjSich aglomeracnich algoritmii
vystavby shlukl jsou metoda nejbliz§iho souseda, metoda nejvzdalenéjsiho souseda, metoda
pramérova, Wardova metoda, a metoda téziste.
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Obr. 6 Postupna vystavba Obr. 7 Rampouchovity diagram shlukd.
dendrogramu.

Nehierarchické shlukovani: Na rozdil od ptredeslych hierarchickych metod se tyto metody netykaji
vystavby stromu, dendrogramu. Misto toho se piid€luji objekty do pfedem znamého poctu shlukd.
Prvnim krokem je zadani zdrodecného shluku jako pocate¢niho stfedu shluku a vSechny objekty
nachazejici se uvnitt predspecifikované vzdalenosti pak budou do vysledného shluku zatazeny. Pak
je zvolen zdrodek jiného shluku a zatazovani do shluku pokracuje az jsou vSechny objekty zatazeny.
Prednost hierachickym nebo nehierarchickym metodam? Vyzkumny problém musi jednoznacné

vést na jednu nebo na druhou metodu. Metodu zvolime dle obsahu ulohy.
(1) Ditvody pro a proti hierarchickym metodam: V minulosti byly hierarchické shlukové



techniky popularnéjsi. Wardova a primérova metoda byly povazovany za nejlepsi techniky.
Hierarchické metody maji vyhodu, Ze jsou rychlé a spotfebuji méné strojového Casu.

(2) Uzivani nehierarchickych metod: Nehierachické metody se v posledni dobévyuZivaji stale
vice. Jejich kvalita zavisi na schopnosti uZivatele, jeho praktickych zkusenostech a objektivni teorii
jak si vybrat zarodkové body.

(3) Kombinace obou metod: Jinym piistupem je uziti obou metod, hierarchické a
nehierarchické, abychom vyuzili vyhod obou. Nejprve hierarchickou metodou uré¢ime pocet shluk,
profily shlukovanych center a identifikuji se zietelné odlehlé body.

Pocet vytvarenych shlukii: Snad nejvice matouci otdzkou v analyze shluki je dosazeni kone¢ného
poctu shlukti, znamého také pod nazvem terminacni kritérium. Neexistuje zadny objektivni zptisob
uréeni tohoto kritéria. Jedno z terminacnich kritérii se tyka relativn€ jednoduchého vysetfeni mér
podobnosti mezi shluky v kazdém kroku, kdyZ totiz mira podobnosti prekro¢i pfeddefinovanou velikost
nebo kdyz nésledné hodnoty se skokoveé zméni. Je vhodné postupovat tak, ze se urci rozli¢ny pocet
shlukii napt. 2, 3 a 4 a na zaklad¢€ ivah o alternativnim feSeni, praktickém usudku a teoretickych
zakladech tlohy samé se rozhodne. KdyZ se objevi jednoobjektovy shluk nebo shluk o pomérné malé
velikosti, uzivatel musi rozhodnout, zda tento ptedstavuje strukturniho ¢lena vzorku nebo zda ho lze
oznacit jako nedostatecné reprezentativni pro soubor dat.

5. krok: Interpretace shlukii: Interpretace shlukid se tyka vySetieni kazdého shluku v pojmech
shlukovych znaki a ptedev$im pojmenovani shluki, které vystihuje podstatu a povahu shluk. Pti
Uzivatel se musi vratit k pivodnim datim v ptivodnich znacich a vycislit primérové profily pro
puvodni data. Vysetiime proto profily primérovych skore a oznacime popisnym nadpisem kazdy shluk.

6. krok: Validace a profilovani shluku: Existuje ponékud subjektivni charakter analyzy shluki stran
hledani optimélniho shlukového feseni.

Validace shlukii: Validace ¢ili potvrzeni shlukii zahrnuje pokusy zajistit, ze shlukové feseni je
reprezentativni v celé obecné populaci, a je proto zobecnitelné 1 na ostatni objekty a déle je 1 stabilni
v Case.

Profilovani shlukového reseni: Profilovani se tyka popisu vlastnosti kazdého shluku, aby se
objasnilo jak se vlastnosti li$i ve vyznamnych dimenzich. Profilova analyza se zaméfuje na popis ne
toho, co konkrétn¢ odhaluji shluky ale na vlastnosti shluki, na jejimz zaklad¢ byly identifikovany.
Kromé toho je kladen diiraz na vlastnosti, ve kterych se shluky vzdjemné odliSuji a na vlastnosti, které
mohou predikovat ucast v doty¢ném shluku.

Vzorova aloha 1. Posouzeni chemické homogenity v kruhové tyci CrNi oceli (H404)
Kruhova ty¢ chromniklové oceli o rozmérech 50 x 1000 mm, vyrobend v Poldi Kladno, byla roziezdna
na 32 zkuSebnich vzorkt o rozmérech 50 x 30 mm. Kazdy vzorek byl oznacen pofadovym Cislem za
soucasného zachovani ptivodni orientace v ty¢i. K testovani homogenity bylo ndhodné vybrano 16
vzorkl. Metodou optické emisni spektroskopie s jiskrovym buzenim byla na kazdém vzorku v predem
uréenych mistech provedena analyza na 8 expozicich. Cilem bylo vybrat k vyhodnoceni homogenity
materidlu omezeny pocet znakl a odhalit trendy v chemickém sloZeni. Prvnim ¢islem v matici dat je
potadi vzorku a Cislici po mezefe je pak umisténi expozice. Je tieba vySetfit, kolik latentnich
proménnych popisuje alespont 66%ni proménlivost v datech? Z grafu komponentnich vah pak vysetfit
korelaci znakt, dalezité znaky ale také redundandni znaky. Kolik odlehlych objektli se nachazi v
rozptylovém diagramu komponentniho skore a kolik je jich podobnych ve shlucich. Komentujte pocet
shluki v rozptylovém diagramu komponentniho skore a pokuste se nalézt interakci objektli a znak
ve dvojném grafu. Kolik shlukii 1ze nalézt v dendrogramu podobnosti objekt nejlepsi shlukovaci
procedurou? Komentujte vzniklé shluky dle jejich vlastnosti. Graf ukazuje volbu expozic na vzorku:



O Data: Vybér TYC se tyka 16 x 8 vzorki v fadcich. Obsahuje znaky i pofadové ¢islo oceli a C je obsah
uhliku, MN znaci obsah manganu, SI znac¢i obsah kiemiku, P znac¢i obsah fosforu, S znaci obsah siry,
CU znaci obsah médi, CR znaci obsah chromu, NI zna¢i obsah niklu, AL znaci obsah hliniku, MO
znacCi obsah molybdenu, TI znaci obsah titanu, B znaci obsah boru.

1 C MN SI P S CU CR NI AL MO TI B

31 0,0510 0,1531 1,4636 27,1810 28,5060 0,0980 1,7085 0,7280 1,9752 1,8461 2,5478 0,0620

32 0,0510 0,1537 1,4523 27,1220 29,2860 0,0990 1,7089 0,7240 1,9524 1,8466 2,5678 0,0620

288  0,0500 0,1531 1,4548 27,7460 29,4650 0,0980 1,7127 0,7283 11,9348 1,8348 12,4939 0

Reseni: 1) EDA -priizkumovi analyza dat:
K popisu vicerozmérného ndhodného vybéru se vyuziva fada grafickych technik mezi které patii
predevsim: 1. Rozptylové grafy, které zobrazuji v§echny dvojice proménnych dané¢ho vybéru umoziuji
hledani odlehlych bodi, shluki a miry parové zavislosti mezi dvojicemi sloZek, 2. Symbolové grafy
usnadiuji detekovat rozdily mezi obrazci nebo symboly jednoduchym dvourozmérnym zobrazenim
vicerozmérnych dat. Z rozptylovych grafii nejsou patrné vyrazné odlehlé body (snad do urcité miry
body 51, 52, 55, 191, 192, 193 a 194. Dale jsou z grafi postfehnutelné vyznamné korelace mezi
proménnymi Mn-P, Mn-S, Mn-Cu, Mn-Cr, Mn-Mo, Mn-B, P-S, P-Cu, P-Cr, P-Al, P-Mo, P-B, S-Cu,
S-B, Cu-Mo, Cu-B, Cr-Si, Cr-Cu, Cr-Mo, Mo-Al, Mo-B, Mo-Ti, Al-Ti a B-Ti. Zcela bez korelace se
jeviproménné C, Ni a Si (pouze z Cr). Na zakladé¢ vizualniho posouzeni symbolovych grafii (slunicka,
hvézdicky) 1ze s velkou mirou pravdépodobnosti konstatovat:

Expozice v mistech 1, 2, 3 a 4 vykazuji na prvni pohled vyssi hodnoty obsahli proménnych nez
v mistech 5, 6, 7 a 8 a to ptedevsim u C, Si, Ni, Mo, Ti a Al u ostatnich to neni tak znatelné

1) Je pozorovatelna tendence zvySovani obsaht z mista ¢. 1 do mista ¢. 4 hlavné u Mn, Si, P, S, Cu,
Cr a B a naopak opacny trend u Ni, Mo, Al a Ti

2) Od mista €. 4 do €. 5 dochézi k prudkému poklesu v obsazich C, Mn, Si, P, S, Cu, Cra B

a zaroven k rustu u Mo, Ni, Al a Ti

3) Od mista €. 5 se opét obsahy C, Mn, P, S, Cu, Cr a B trvale zvySuji az do mista ¢. 8 a u Mo,

Al a Ti se obsahy posunuji k niz§im hodnotdm

4) Nejvetsi rozdily v obsazich jsou patrné mezi misty €. 4 a €¢.5 u prvkti C, Mn, Si, P, S, Cu a

B a dale mezi misty ¢. 1 a ¢. 8 u Si, Cr, Mo, Al a Ti

5) Mezi jednotlivymi misty neni pozorovatelny zadny trend v rozptylu hodnot

6) U vzorku ¢. 22 jsou symboly odpovidajici jednotlivym mistim expozic nejpodobné;jsi, coz
vypovida o nizkém rozptylu proménnych C, Mn, Si, P, S, Cu, Cr, Ni, Al a Ti, podobny charakter maji
vzorky ¢. 15, 16 a 28

7) Mezi nejhorsi vzorek lze zatradit vzorek €. 5 (C, Mn, Cu, Cr, Ni, Mo, Al, Ba Ti)a¢. 19 (Mn,
Si, P, S, Cu, Cr, NiaB)
Zavér EDA: Na zdkladé¢ symbolovych grafii 1ze jednotlivé proménné predbézné zaradit do 3
podobnostnich skupin: 1. skupina Ni, Al, Mo a Ti, 2. skupina C a Si tvofi ur€ity pfechod mezi skupinou
1 a 3, 3. skupina Mn, P, S, Cu, Cr a B. Po vylouceni spornych bodl na zaklad¢ rozptylovych graft
dospéjeme ke stejnym zaveéram.



2) PCA - metoda hlavnich komponent - hledani struktury v proménnych: Metoda
PCA je zalozena na hledani takovych linedrnich kombinaci piivodnich proménnych, které extrahuji a
popisuji co nejvice jejich celkové variability, a to rozkladem piivodni-zdrojové matice na soucin dvou
matic - matice latentnich proménnych, hlavnich komponent a matice zatézi. VéEtSinou staci k popisu
variability pivodni matice prvni dvé komponenty, které vysvétluji 85-95 % variability. Graf
komponentnich vah zobrazuje komponentni vahy pro prvni dvé hlavni komponenty u jednotlivych
blize. Proménné ve skupinach (Al, Mo, Ti) a (Mn, P, S, Cu, B) je mozno nahradit jedinou proménnou
ze sttedu skupin, kterd bude reprezentovat chovani celé skupiny. Nejvétsi piinos pro danou
komponentu maji proménné, které se v grafu nachazeji u souradnice dané komponenty a co nejdale
od nuly. Tak naptiklad nejvétsi ptinos k 1. hlavni komponenté maji Mn, Cu, P a Cr a nejmensi maji
Mo, Tia Al. K 2. hlavni komponenté maji nejvétsi ptinos Si, Ni, C a nejmensi Cu, Cra Al. V bodovém
diagramu komponentniho skore jsou proti sobé vyneseny prvni dvé hlavni komponenty, coz diky jejich
ortogonalité usnadnuje geometrickou interpretaci jednotlivych objektti po strance jejich strukturnich
vazeb. Objekty 51, 52,55, 191, 192, 193 a 194 jsou strukturné vzdaleny od ostatnich objektl i od sebe
samych. Jelikoz jednotlivé body jsou zhruba rozmistény v kruhu je mozno rozd¢leni dat povazovat za
normalni. Vypoctem vyslo, ze prvni dvé hlavni komponenty popisuji 68,5 % variability dat, prvni tfi
77,5 % a ¢tyti 84,9 %. Po zredukovani poctu proménnych vyjde procento vysvétlené variability pro
prvni dvé hlavni komponenty 80,5 % a prvni tfi 93 %. Odstranime Mn — vykazuje podobné vlastnosti
jako Cr. K popisu variability zdrojové matice tedy postacuji tfi hlavni komponenty.
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Obr. 8 Catteltiv indexovy graf vlastnich ¢isel a tfi grafy komponentnich vah.
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Obr. 9 Rozptylové diagramy komponentniho skore v PCA.
Tabulka 1. Vysvétlené variability pro vSechny proménné a pro redukovany pocet

Cislo Variabilita Kumulativni Variabilita % Kumul. Variabilita % Kumul.

Kkomponenty % variabilita % red. prom. variab. % red. prom. variab. %

1 52,57 52,57 55,60 55,60 52,97 52,97

2 15,90 68.48 24,89 80,49 27,42 80,39

3 9,00 77,48 12,56 93,05 15,27 95,66

4 7,37 84,86 4,87 97,92 4,34 100

5 4,48 89,33 2,08 100,00

6 3,66 93,00

7 2,00 95,00

8 1,54 96,55

9 1,37 97,92

10 1,01 98,93

11 0,65 99,58

12 0,42 100,00

Tabulka 1 ukazuje jak se zmenSuje celkova vysvétlena variabilita (i kdyz nepatrné) a zaroven grafy
naznacuji na nekorelovanost zbyvajicich proménnych. Ptispévky jednotlivych proménnych do hlavni
komponenty: y,=-0,510*Mo - 0,578*Si - 0,960*C + 0,630*Cr

y,= 0,242*Mo - 0,272*Si - 0,911*C - 0,192*Cr
Metoda PCA zredukovala pocet proménnych na 4 zadkladni, postacujici k testovani homogenity
materialu. Vzhledem k vlastnostem a pouziti tohoto materialu (odolnost proti korozi, Zaruvzdornost)
byly vybrany prvky:

1) C - nebezpeci tvorby karbidi s Cr, Mn, Si a Mo, coz vede k mistnimu poklesu obsahu
uvedenych prvkil, zvasté chromu a vzniku mezikrystalové koroze. Cim niz§i obsah C tim vys§i kvalita
materialu zvlasté pro antikorozni ucely.

2) Si - feritotvorny prvek, zvysuje stabilitu feritu, zvySuje odolnost proti oxidaci ve vysoce
oxidacnich prostfedich vznikem vrstvy SiO, na povrchu materialu.

3) Cr - feritotvorny prvek, hlavni ¢el-odolnost proti korozi, oxidaci a opotiebeni.

4) Mo - feritotvorny prvek, odolnost proti korozi, oxidaci a zvySeni zdropevnosti.



Tabulka 2 poskytuje informaci o prvnich odhadech komunalit, charakteristickych ¢islech a vysvétlené
variabilité. Komunalita pfedstavuje védhu s jakou jednotlivé manifestni proménné ptispivaji ke
konstrukei ptisluSnych latentnich proménnych (nejvic pfispivaji Cr a Si a nejméné¢ C a Mo).
K vysvétleni vice jak 85 % variability dat je zapotfebi min. 3 faktort. Ty spole¢né vysvétluji 93 %
variability dat. Tabulka 3 udava matici faktorovych zatézi, které predstavuji kovariance resp. korela¢ni
koeficienty mezi jednotlivymi proménnymi a spole¢nymi faktory.

1. faktor je siln¢ korelovan ptredevsim Cr, Si a Mo,

2. faktor proménnou C,

3. faktor hlavné proménnou Mo.
V tabulce 3 jsou uvedeny také odhady komunalit odpovidajici faktorové matici. Je ziejmé, Ze doslo
k celkovému zvySeni miry a srovnani podila spole¢né vysvétlené variability jednotlivych proménnych
odpovidajici 3 faktorim (bliz§i hodnoty ukazuji na podobné vlastnosti). Na celkové spolecné
vysvétlené variabilité se nejvice podili C dale Mo.
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Obr. 10 Dendrogramy proménnych (horni fada) a dendrogramy objektid (dolni fada) primérovou
metodou (vlevo) a metodou nejvzdalenéjsiho souseda (vpravo).

Tabulka ¢. 2

Proménna Komunalita Faktor Char. hodnota Variabilita Kumul. var.
C 0,225 1 2,119 53,0 53,0
Si 0,617 2 1,097 27,4 80,4
Cr 0,696 3 0,611 15,3 95,7
Mo 0,373 4 0,173 43 100,0




Tabulka €. 3. Vypoctené faktory

Proménna/Faktor 2 3 komunality
C 0,139 -0,954 0,242 0,989
Si 0,841 -0,285 -0,390 0,940
Cr -0,916 -0,201 0,173 0,910
Mo 0,743 0,254 0,609 0,987

Zavér PCA a FA: Faktorové nejCistSi vychazi proménna C (druhy faktor, po rotaci tfeti), coz
znamena, Ze je nejméné zavisla a podobna ostatnim proménnym. Stejné vychazi Cr (1. faktor). Sia Mo
vychdzeji po rotaci faktorové Cisté (1. faktor a 2. faktor). Tim, Ze proménna C jevi zcela odlisné
Vlastnosti od ostatmch promennych je zapotrebl da151ho samostatneho faktoru k Vysvetlem jejiho
Vlastnostl mezi jednotlivymi proménnymi tim vice latentnich proménnych je zapotrebl k popisu
chovéni proménnych.

3) CLU - Analyza shlukii - hledani struktury v objektech: Shlukova analyza umoZziiuje
na zaklad¢ podobnosti vicerozmérnych objektl, jejich tiidéni do skupin (shlukl). Hierarchickym
postupem dochdzi k postupnému spojovani objektii do shlukli a dale do vétSich shlukii. Z matice
vzdalenosti se ur¢i nejmensi vzdalenost dvou objektt, jez se spoji ve shluk, ktery oba objekty nahradi
novym. Nasledn¢ se spocte nova matice vzdalenosti a postup se opakuje az vznikne jeden velky shluk.
Vzdalenost mezi objekty se méti tvz. euklidovskou metrikou a vzdalenost mezi shluky se méfi nékolika
metodami (priiméru, centroidu, nejblizsiho a nejvzdéalenéjsiho souseda). U metody priiméru se vypocte
vzdalenost mezi 2 shluky jako primér ze vSech mezishlukovych vzdalenosti objekta patticich kazdy
do jiného shluku. Horni dva dendrogramy na obr. 10 zndzornuji strukturu tvorby vysledného shluku
proménnych, kdyz jsou zahrnuty v§echny proménné, a to dvéma rozliénymi shlukovacimi metodami.
Dolni dva dendrogramy na obr. 10 pak ukazuji tvorbu dendrogramu objektii, kdy v prvnich 19 krocich
jsou spojeny dvojice objektti do 19 shlukti. Pak nasleduje sttidavé spojovani shluki do vétsich shlukd,
shluki a objekth a objektti do shluku az do kroku 127, kde proces kon¢i vytvoienim 1 shluku. Obrazek
predstavuje schéma vzniku finalniho shluku. Cislo pod oznaGenim objektii uvadi potadi spojeni dvou
objektli nebo shluku a objektu. Pfi zhruba 90 %ni podobnosti existuji dva velké shluky c112
(podobnost objektt1 91 %) a ¢ 115 (podobnost objekt 89 %), které obsahuji 43 a 47 objektt. Tabulka
4 udava cCetnosti jednotlivych umisténi expozic v danych shlucich. Z tabulky je patrné, ze v obou
shlucich dominuji urcité expozice a naopak. Oba shluky jsou chudé na objekty s umisténim expozic
na 4. misté (pouze 19 %). Pomér vnéjsich expozic k vnitinim v obou shlucich je 41:59, coz znamena,
ze podobnéjsi jsou vnitini expozice. Shluky c117, ¢c122 a c¢125 se zapojuji do spojovani az od 81 %ni
hladiny.do kone¢ného shluku 127. Je patrné, ze shluk 124 obsahuje nejvic objektli s umisténim expozic
na 4. misté (shluky obsahujici tyto objekty se zapojuji do tvorby konecného shluku az v poslednich
fazich.

Tabulka 4. Cetnosti jednotlivych umisténi v danych shlucich

Expozice 1 2 3 4 5 6 7 8
cll2 4 8 2 2 3 3 10 11
cll5 7 4 9 1 8 10 5 3

%
cll2 25 50 12,5 12,5 18,8 18,8 62.5 68,8
cll5 44 25 56 6,25 50 62.5 31,25 18,8

Zavér CLU: Z korelaéni analyzy vyplynulo, Ze existuje urcitd rozdilnost v chemickém sloZzeni mezi
jednotlivymi misty. Strukturné odlehlé body se jevi 51, 52, 55 a 192, coz ukézaly i symbolové a PCA
grafy. Do vypoctu byly zahrnuty v§echny proménné. Determinant korela¢ni matice je velice blizky
nule (-0,0046), proto je mozno ptredpokladat multikolinearitu (zavislost mezi proménnymi). Parové
korelaéni koeficienty a pfislusné kovariance naznacuji vyznamnou miru vztahu mezi nékterymi
proménnymi. Korela¢ni analyza potvrdila vyznamné korelace mezi proménnymi z rozptylovych grafi.
Prvky ve skupinach (Al, Mo a Ti) a (Mn, P, S, Cu, Cr a B vykazuji v ramci skupiny pozitivni korelace
a naopak meziskupinové negativni korelace. C, Ni a Si (pouze Cr) se jevi jako nezavislé.



Zavér ulohy 1: Pomoci vizualniho posouzeni vicerozmérnych dat je mozné predb&zné Cinit zavéry
o chovani jednotlivych proménnych. Spolecné s metodou PCA byl pocet proménnych sniZen na
zakladnich 4 (C, Si, Cra Mo), které reprezentuji chovani v§ech proménnych. Metodou FA vysel C jako
ktery tvoti jisty pfedél mezi C a Mo. Chrom a molybden vykazuji navzdjem opacné chovani.
Shlukovou analyzou byly identifikovany strukturné odlehlé body 51, 52, 55 a 192. Zaroven byla
indikovana urc¢itd nehomogenita mezi analyzovanymi misty ve vzorcich. Mezi vzorky samotnymi nebyl
nalezen zadny koncentra¢ni trend. Celd analyza byla provedena jesté jednou s totoznymi zavéry na
datech ziskanych stejnym postupem méieni 16 vzorkl. Pfed detailnéjSim statistickym zpracovani je
tteba brat v tivahu tyto zavéry.
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Internal bounds and hidden structure of the metallurgic data
with the use of Multivariate Data Analysis MDA
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Summary: Multivariate data analysis MDA deals with Objects (samples, individuals, molecules, ...)
described by Variables (quantities, parameters, biological activities, etc.). It searches for relationship
among objects, among variables, and among objects and variables. MDA is based on the latent
variables being formed as the linear transformation of the original variables. The source data matrix
contains variables in m columns and n rows. Before a data treatment the data are scaled. The principal
components analysis reduces dimensionality and presents objects in two or three dimensions. The plot
of components weight shows hidden structure among variables while the scatterplot of component
score shows the hidden structure of objects. Clustering means searching for groups of similar objects
or similar variables. When objects are known to exist in several categories, clustering techniques can
be used as classification techniques. A fundamental concept of clustering techniques is similarity.
Similarity of objects and variables is considered on base on Mahalonobis distance or Euclidean
distance in the m-dimensional space. The cluster analysis leads to clusters which may be plotted in
dendrogram. There are two dendrograms available, the dendrogram of variables and the dendrogram
of objects. The agglomerative hierarchical methods start with many clusters as objects. Clusters are
progressively linked to form bigger clusters, until a single big cluster, of all the objects, is obtained.
Divisive methods start instead with a single big cluster, and this is progressively subdivided into
smaller cluster, until as many clusters as objects have been obtained. Both statistical techniques are
demonstrated on the analysis and classification of the homogeneity of steel material.

Key Words: PCA, Principal Components Analysis, Cluster Analysis, Dendrogram, Scatterplot, Scree
Plot, Components Weight Plot, Steel analysis, Correlation matrix.



