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6. Určení struktury a vzájemných vazeb v objektech:

a) Klasifikační postupy zařadí analyzovaný objekt do jednoho již existujícího a 
předem zadaného shluku. 

b) Neutříděnou skupinu objektů lze uspořádat do shluků a výsledek třídění zobrazit 
dendrogramem v analýze shluků. V hierarchickém postupu je třeba k vytvoření
shluků vybrat vzdálenost mezi objekty (Eukleidovskou, Manhattanovskou, 
Mahalanobisovu) a jednu z nabídnutých metod: průměrovou, centroidní, 
nejbližšího souseda, nejvzdálenějšího souseda, mediánovou, Wardovu. 

c) Nehierarchické postupy rozdělí objekty do shluků, v nichž jsou předem umístěni 
typičtí reprezentanti.

7. Vysvětlení souladu nalezené struktury objektů a vzájemných vazeb v 
dendrogramu a PCA (či FA) grafech:

a) Vyšetřit a vysvětlit nalezenou strukturu a vazby jednotlivých proměnných
nalezenou jednak v PCA (či FA) a jednak v dendrogramu podobnosti 
proměnných analýzou vzniklých shluků. 

b) Vysvětlit strukturu a vazby klasifikovaných objektů nalezenou v PCA a v 
dendrogramu podobnosti objektů.



Internal bounds and hidden structure in variables
Internal bounds and hidden structure in objects

1. Search for hidden structure among variables (metric scale): Factor analysis
FA, Principal component analysis PCA, Cluster analysis CLU.

2. Search for hidden structure among objects (metric scale): Cluster analysis CLU.

3. Search for hidden structure among objects (metric and nonmetric scale):
Correspondence analysis CORRA.

4. Search for hidden structure among variables and objects (metric and
nonmetric scale): Multidimensional Data Scaling MDS.

5. Search for linear bounds among variables or objects: regression techniques.



Postup analýzy vícerozměrných dat
1. Standardizace: analýze vždy předchází standardizace čili škálování proměnných.

2. Odhady parametrů polohy, rozptýlení, tvaru a intenzita vztahu mezi 
proměnnými:
Vyčíslení výběrové střední hodnoty každé proměnné.
Odhad kovarianční matice S a její normované podoby - korelační matice R.
Odhadu vícerozměrné šikmosti a vícerozměrné špičatosti.
Matice R obsahuje Pearsonovy párové korelační koeficienty, které se diskutují. 

3. Exploratorní analýza dat EDA:
(a) Podobnost objektů vizuálními rozptylovými diagramy (casement plot, draftsman
plot, symbolových a profilových grafů (hvězdičky, sluníčka, obličeje, křivky, stromy), 

(b) Nalezení vybočujících objektů nebo vybočujících proměnných, mnohdy 
nevhodných k analýze, 

(c) Testy předpokladů lineárních vazeb, 

(d) Testy předpokladů o datech (normalitu, nekorelovanost, homogenitu). 
Ověřování normality založené na vícerozměrné šikmosti a vícerozměrné špičatosti.



4. Určení vhodného počtu latentních proměnných:

a) Matice S nebo R se rozloží na vlastní čísla a vlastní vektory. 

b) Indexový graf úpatí vlastních čísel (Scree plot): určí vhodný počet latentních 
proměnných, které ještě dostatečně popisují proměnlivost v datech. 

c) Když se latentní proměnné podaří pojmenovat a dát jim i fyzikální, biologický či 
jiný věcný význam, jedná se o faktory. Jinak jde o hlavní komponenty.

5. Určení struktury v proměnných (PCA a FA):
a) Graf komponentních vah (Plot of components weights, loadings): hledání

struktury a vzájemných vazeb (korelace) proměnných se provede v grafu 

b) Rozptylový diagram komponentního skóre (Scatterplot): hledání struktury v 
objektech a třídění objektů do shluků.

c) Dvojný graf (Biplot) je přehledným spojením obou předešlých grafů a ukáže 
interakci objektů a proměnných.



Procedure of Multivariate Data Analysis

1. Standardization of data.

2. Estimates of parameters of location, spread and shape
and the intensity of internal bounds among variables:
Estimate of the covariance matrix S and its normalized form – the correlation matrix R.
Estimate of multivariate skewness and multivariate kurtosis.
Interpretation of the Pearson correlation coefficients in the correlation matrix R. 

3. Exploratory data Analysis EDA:
(a) Similarity with scatter diagrams (casement plot, draftsman plot), the symbol graphs, 
profile graphs (stars plot, sun-ray plot, Cernoff faces plot, curves plot, trees plot), 

(b) Identification of outliers not suitable for MDA analysis. 

(c) Tests of assumptions of the linear bounds in data. 

(d) Tests of assumptions about the sample data (normality, multicolinearity, 
homogeneity). 



4. Determination of a number of latent variables:

a) Matrix S or R is decomposed into eigennumbers and eigenvectors. 

b) Scree plot: determines a convenient number of latent variables, which still describe
a variability in data.  

c) Latent variables are interpreted and named according to their biological, chemical or
physical meaning.

5. Determination of structure in variables and objects
(PCA a FA):

a) Plot of components weights, loadings: searches for a hidden structure and internal
bounds among variables.  

b) Scatterplot of components scores: searches for a hidden structures and internal
bounds among the objects and classify objects into the clusters. 

c) Biplot: represents a connection of both previous two plots and shows an interaction
of variables and objects.



Multivariate data analysis MDA deals with Objects (samples, 
individuals, molecules, ...) described by Variables (quantities, 
parameters, biological activities, etc.).

It searches for relationship among objects, among variables, and among
objects and variables. 

MDA is based on the latent variables being formed as the linear
transformation of the original variables. 

The source data matrix contains variables in m columns and n rows.



Before a data treatment the data are scaled. 

The principal components analysis reduces
dimensionality and presents objects in two or three
dimensions. 

The plot of components weight shows hidden structure
among variables while the scatterplot of component
score shows the hidden structure of objects.



Posouzení chemické homogenity v kruhové tyči CrNi oceli 
Test of Chemical Homogeneity of Cr-Ni Steel (H404)

Chromniklová ocel 50 × 1000 mm (Poldi Kladno) rozřezána na 32 vzorků 50 × 30 mm. 
Každý označen číslem při zachování orientace v tyči, k testu homogenity 16 vzorků. 
Emisní spektroskopií s jiskrovým buzením na každém vzorku analýza na 8 expozicích. 
Cílem: k hodnocení homogenity materiálu omezený počet znaků a odhalit trendy 
v chemickém složení.  
Data: Výběr TYC má 16 x 8 vzorků v řádcích (content of element): I pořadové číslo 
oceli, C obsah C, MN obsah Mn, SI obsah Si, P obsah P, S obsah S, CU obsah Cu, CR
obsah Cr, NI obsah Ni, AL obsah Al, MO značí obsah Mo, TI obsah Ti, B obsah B.
I C MN SI P S CU CR NI AL

MO TI B
31 0,0510 0,1531 1,4636 27,1810 28,5060 0,0980 1,7085 0,7280 1,9752

1,8461 2,5478 0,0620
32 0,0510 0,1537 1,4523 27,1220 29,2860 0,0990 1,7089 0,7240 1,9524

1,8466 2,5678 0,0620
... ... ... ... ... ... ... ... ... ...

... ... ...
... ... ... ... ... ... ... ... ... ...

... ... ...
... ... ... ... ... ... ... ... ... ...

... ... ...
288 0,0500 0,1531 1,4548 27,7460 29,4650 0,0980 1,7127 0,7283 1,9348

1,8348 2,4939 0



Exploratory Data Analysis: Stars Plot



Detail of Stars Plot discover similarity of individual steel samples



Matrix of Pearson´s correlation coefficients expresses internal
dependence between two variables.

Red numbers stand for statistically significant correlation.
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Diagram of correlation matrix shows internal bounds among individual variables.
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Cattel´s Scree Plot of eigennumbers
is the columns diagram of eigennumbers plotted against

the index and determines a number of usefull latent variables.



Cattel´s Scree Plot of eigennumbers



1st criterion: the break on the curve indicates the
number of usefull latent variables and here i.e. 2 
variables indicated

2nd criterion: The Kaiser´s criterion of „1.0“
value and here i.e. 3  variables indicated



Latent variables composed from the original variables

The first principal component

The second principal component The third principal component

The Cattel´s Scree plot



Graph of Components Weights
showsshows clustersclusters ofof originaloriginal variablesvariables whichwhich correlatecorrelate



Graph of Components Weights

Strongly correlate

Strongly correlate

Medium correlate

Weakly correlate



Correlation and internal bounds of elements in Cr-Ni steel and tested homogeneity in PCA graphs



Proměnné ve skupinách (Al, Mo, Ti) a (Mn, P, S, Cu, B) je možno 
nahradit jedinou proměnnou ze středu skupin, která bude reprezentovat 
chování celé skupiny. 

Největší přínos pro danou komponentu mají proměnné, které se 
v grafu nacházejí u souřadnice dané komponenty a co nejdále od nuly. 

Největší přínos k 1. hlavní komponentě mají Mn, Cu, P a Cr. Ale  
nejmenší přínos mají Mo, Ti a Al. 

Největší přínos k 2. hlavní komponentě mají Si, Ni, C. Ale nejmenší
přínos mají Cu, Cr a Al.



První dvě hlavní komponenty popisují 68,5 % variability dat,  první tři 
77,5 % a čtyři 84,9 %. 

Po zredukování počtu proměnných vyjde procento vysvětlené
variability pro první dvě hlavní komponenty 80,5 % a první tři 93 %.

Je možné odstranit Mn, protože vykazuje podobné vlastnosti jako Cr. 

K popisu variability zdrojové matice postačují tři hlavní komponenty.



Grafy naznačují nekorelovanost zbývajících proměnných. 
Příspěvky jednotlivých proměnných do hlavních komponent jsou:

y1 = -0,510*Mo - 0,578*Si - 0,960*C + 0,630*Cr
y2 =  0,242*Mo - 0,272*Si - 0,911*C - 0,192*Cr

PCA zredukovala počet proměnných na 4 základní, 
postačující k testování homogenity materiálu:

1) C - nebezpečí tvorby karbidů s Cr, Mn, Si a Mo, což vede k místnímu 
poklesu obsahu uvedených prvků, zvláště chromu a vzniku mezikrystalové koroze. 
Platí pravidlo: Čím nižší obsah C, tím vyšší kvalita materiálu zvláště pro 
antikorozní účely.

2) Si - feritotvorný prvek, zvyšuje stabilitu feritu, zvyšuje odolnost proti oxidaci 
ve vysoce oxidačních prostředích vznikem vrstvy SiO2 na povrchu materiálu.

3) Cr - feritotvorný prvek, hlavní účel-odolnost proti korozi, oxidaci a 
opotřebení.

4) Mo - feritotvorný prvek, odolnost proti korozi, oxidaci a zvýšení žáropevnosti.



Komunalita představuje váhu s jakou jednotlivé proměnné přispívají ke 
konstrukci latentních proměnných (nejvíc přispívají Cr a Si a nejméně
C a Mo). 

K vysvětlení 85 % variability dat je zapotřebí minimálně 3 faktorů. 
Ty společně vysvětlují 93 % variability dat. 

1. faktor je silně korelován především s Cr, Si a Mo,
2. faktor proměnnou C,
3. faktor hlavně proměnnou Mo.

Na celkové společné vysvětlené variabilitě se nejvíce podílí C dále Mo.



Scatterplot of principal components score
1. Location of objects: leverages (extremes) are far from the origin

2. Similarity of objects: close objects are similar, far objects are 
unsimilar

3. Objects located in clusters: objectsobjects locatedlocated in cluster are in cluster are veryvery
similarsimilar



4. Secluded objects: isolated or secluded objects can be outlying.

55. Faraway and distant objects: cancan bebe outlyingoutlying..

6. Name of objects: cancan help to help to givegive namesnames to to principalprincipal componentscomponents..

7. Interpretation of object location: location of objects in space can be
compared in biplot with the location of variables and interpreted
together.





V bodovém diagramu komponentního skóre jsou proti sobě vyneseny 
první dvě hlavní komponenty, což díky jejich ortogonalitě usnadňuje 
geometrickou interpretaci jednotlivých objektů po stránce jejich 
strukturních vazeb. 

Objekty 51, 52, 55, 191, 192, 193 a 194 jsou strukturně vzdáleny od 
ostatních objektů i od sebe samých.





Závěr: Faktorově nejčistší vychází proměnná C (druhý faktor, po 
rotaci třetí), což znamená, že je nejméně závislá a podobná ostatním 
proměnným. 

Stejně vychází Cr (v 1. faktoru). Si a Mo vycházejí po rotaci faktorově
čisté (v 1. faktoru a ve 2. faktoru). 

Tím, že proměnná C jeví zcela odlišné vlastnosti od ostatních 
proměnných je zapotřebí dalšího samostatného faktoru k vysvětlení
jejího chování. 

K vysvětlení proměnných bez C by stačily pouze dva faktory. 

Čím odlišnější vlastnosti mezi jednotlivými proměnnými, tím více 
latentních proměnných je zapotřebí k popisu chování proměnných.



A fundamental concept of clustering techniques is similarity. 

Similarity of objects and variables is considered on base on
Mahalonobis distance in the m-dimensional space or

Euclidean distance in the m-dimensional space.

Clustering means searching for similar objects or similar variables.

When objects are known to exist in several categories, 
clustering techniques can be used as classification techniques.



Method of the nearest neighbour

Method of the farthest neighbour

Method of the average distance

Ward method



Variability …

… between clusters
… inside clusters



The cluster analysis leads to clusters which are 
plotted in dendrogram.

Dendrogram of variables, dendrogram of objects.



Rampouch type dendrogram



The agglomerative hierarchical methods start with many 
clusters as objects. Clusters are progressively linked to form bigger
clusters, until a single big cluster, of all the objects, is obtained. 

Divisive methods start instead with a single big cluster, and this
is progressively subdivided into smaller cluster, until as many clusters
as objects have been obtained.

Both statistical techniques are demonstrated on the
analysis and classification of the homogeneity of steel
material.



Dendrogram of variables construction



Dendrogram of variables

Dendrogram of objects



Existuje určitá rozdílnost v chemickém složení mezi jednotlivými místy: 

Strukturně odlehlé body se jeví 51, 52, 55 a 192, což ukázaly i 
symbolové a PCA grafy. 

Do výpočtu byly zahrnuty všechny proměnné. Determinant korelační
matice je velice blízký nule (-0,0046), proto je možno předpokládat 
multikolinearitu (závislost mezi proměnnými). 

Párové korelační koeficienty a příslušné kovariance naznačují
významnou míru vztahu mezi některými proměnnými. 

Korelační analýza potvrdila významné korelace mezi proměnnými 
z rozptylových grafů. 

Prvky ve skupinách (Al, Mo a Ti) a (Mn, P, S, Cu, Cr a B vykazují
v rámci skupiny pozitivní korelace a naopak meziskupinově negativní
korelace. C, Ni a Si (pouze Cr) se jeví jako nezávislé.



PCA vede ke snížení počtu proměnných na 4 prvky C, Si, Cr a Mo, 
které dostatečně reprezentují chování všech proměnných. 

C se jeví jako faktorově nejčistší tzn., že je nejméně závislý na ostatních 
proměnných, i když s určitou vazbou na Si, který tvoří jistý předěl mezi 
C a Mo. 

Cr a Mo vykazují navzájem opačné chování. 

Shlukovou analýzou byly identifikovány odlehlé body 51, 52, 55 a 192. 

Byla indikována nehomogenita mezi analyzovanými místy ve vzorcích.

Mezi vzorky samotnými nebyl nalezen žádný koncentrační trend. 
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