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Motto: Je normalni predpokladat normalni data ?

Abstrakt:

Jsou uvedeny zakladni postupy priuzkumové analyzy dat zamérené na identifikaci
bimodality v datech. Je pojednano o moznosti overeni bimodality pomoci
parametrickych modelii sloZenych ze dvou normalnich rozdéleni. Tyto techniky jsou
demonstrovany na realnych datech z méreni chlupatosti prizi. Je zminén program
vjazyce MATLAB umoznujici realizaci graficky orientovanych metod a odhad
parametrii smési dvou normalnich rozdeleni.

1.Uvod

Vétsina praktickych uloh zoblasti analytické chemie vede na zpracovani
jednorozmérnych vybéri. Stejné typy uloh se vyskytuji prakticky ve vSech oborech a
patii mezi zakladni metrologické problémy. Obycejné se postupuje tak, Ze se na zakladé
méteni (x;..... xy) stanovi vhodny odhad stiedni hodnoty u a rozptylu o”. Data
z laboratoii a zkuSeben maji ¢asto nékteré¢ specifické zvlastnosti:

I. Obsahuji obcas extrémné velké hodnoty, které vSak nejsou disledkem chyb méfeni
(to je typické pro stopové analyzy).

II. Mohou byt cenzurovana zdola s ohledem na limitu detekce piistroja.

IIL Jsou vzdy kladné a vyrazné zeSikmena k vys§im hodnotdm

IV. Rozsahy zpracovavanych dat jsou bud’ malé nebo extrémné veliké

V. Jsou Casto prostorové nebo Casoveé zavisla. Zejména Casova zavislost je Castd tam,
kde se odebiraji vzorky z téZe soustavy.

VI. Rozd¢leni dat je jen zfidka normdlnimu jak se bézné predpoklada ve standardni
statistické analyze.

VII. Z nejriznéjSich divodi mtZze rozd€leni dat obsahovat vice lokalnich maxim
(polymodalita).

Tyto zvlaStnosti pak omezuji pouziti rtiznych technik zaloZenych na prizkumové
analyze a identifikaci vybocujicich méfeni. Také robustni techniky mohou selhat,
zejména pro situace ad VI a VIIL.

Z hlediska korektniho pouziti statistickych metod je proto zddouci mit moznost zkoumat
statistické zvlastnosti dat (priizkumova analyza), ovefovat zdkladni ptredpoklady o
datech a hodnotit kvalitu vysledki s ohledem na zakladni schéma [1]

"data - model - statisticka metoda"

Toto schéma se povazuje za zéklad interaktivni tvorby statistickych modelti vSeho
druhu.

V této praci je pojedndno o moznostech predevsim geometrické analyzy dat s ohledem
na moznou bimodalitu. J Je pojednano také o zplsobech testovani bimodality a
konstrukci  parametrickych modelt sloZzenych ze dvou normalnich rozdéleni. Tyto



techniky jsou demonstrovany na realnych datech z méteni chlupatosti pfizi na pfistroji
Uster. Jedna se o vybér velikosti 14 000 pro kompaktni ptizi C 30tex [2].

2. Zakladni pojmy

Zdanlivé nejjednodussim ukolem je stanoveni odhadu vhodnych parametri
charakterizujicich jednorozmérné vybéry, tj. vysledky méfeni x; i = /,...,N. Ucelem je
bézné odhad parametru polohy a stanoveni jeho neurcitosti (resp. presnosti). Vychazi se
pfitom z aditivniho modelu métent [1].

X=u+e¢ (1)
V této rovnici oznacuje:
e 1 skute¢nou hodnotu méfené veliCiny (stfedni hodnota)
e & nahodnou chybu méteni resp. ,,Sumovou* slozku

Pro standardni statistickou analyzu dat se bézn¢ vychazi z téchto predpokladi:

e stiedni hodnota chyb méfeni je nulova, t.j. E(£)=0,
e rozptyl chyb méfeni je konstantni, t.j. D(&)=0"
o chyby jsou vzijemné nezavislé .tj. E(g,*¢,)=0

e chyby maji normélni rozdgleni t.j. € ® N(0,07), coz zahrnuje predpoklad, 7e data
maji unimodalni rozd¢leni.

V ptipadé , kdy E(&) =k, se tato konstanta vlastné pficte k x a resultuji systematicky
vychylené odhady stfedni hodnoty, protoze vyjde, ze E(x)= u+k.

Za ptedpokladu, ze lze pfijmout piedpoklad nezavislosti méfeni plati,ze znamé
momentové odhady aritmeticky primér a vybérovy rozptyl jsou odhady stfedni hodnoty

a rozptylu:

2
(o}

Parametr u odhad x4 rozptyl D(x ) = F

) 5 S, 2% o
Parametr & odhad s rozptyl D(s”) =

< . 2. . “ .
Obecné plati, Ze odhady x,a s~ jsou korelovan¢ s korela¢nim koeficientem

.

kde g;(x) je Sikmost. Pro positivné zeSikmend rozdé¢leni jsou tedy tyto odhady
positivné korelované.

Pti nesplnéni nékterych predpokladli o rozdéleni a chovani ,,Sumové™ slozky miize
dojit bud’ ke zkresleni nebo az ke znehodnoceni statistické analyzy. Na druhou stranu je
malé poruseni predpokladii Casto nevyznamné. Protoze prakticky nelze pfedem stanovit
co to je malé poruSeni predpokladt je tfeba je ovéfit a pripadné omezit jejich vliv.

Pokud je rozdéleni dat bimodalni (obecné polymodalni) nelze prakticky model (1)
pouzit, protoze parametr f/ jiz necharakterizuje dobfe polohu (resp. jde pouze o

formalni parametr). Standardn¢ je bimodalita zpiisobena tim, Ze data pochéazeji ze smési
rozdéleni. Pak je tfeba pro kazdou slozku smési rozdé€leni pocitat charakteristiku polohy,



rozptyleni atd. zvlast. Bimodalita mize byt také zplisobena méficim zafizenim resp.
principem méfeni. V kazdém ptipad¢ je jeji indikace klicova, protoze meéni zasadnim
zpusobem predstavy o statistickém chovani dat a mtize vést az k potiebé novych méteni
resp. deleni dat podle externich kritérii (typ materialii, geometrie objekti atd.).

3. Vizualizace rozdéleni dat

Pro grafickou vizualizaci rozdé€leni dat existuje celd fada jednoduchych technik
pro odhad tvaru rozdéleni jako jsou: histogram, kvantilovy graf, Q-Q graf a jadrovy
odhad hustoty pravdépodobnosti. [1].
Nejjednodussi je odhad kvantilové funkce, ktery je zejména pro malé vybéry zaloZen na
poradkovych statistikach

Xay S Xy S S X S Xy

Poradkoveé statistiky x,, jsou vzestupné setiidéné hodnoty prvki vybéru. Necht je Fe(x)

distribucni funkce, ze které prvky vybéru x; pochdzeji. Je zndmo, Ze transformovana
nahodna proménna
2y = F. (%) (2)
ma nezavisle na rozdéleni dat F, Beta rozdéleni Be[i, N-i+1]. Odpovidajici stfedni
hodnota je ddna vztahem
i
E(z,)=——
(Z0) N +1
kde E(.) je operator stiedni hodnoty (matematického oc¢ekavani). Lze ukazat, ze prvky
Vi odpovidajici kovarianéni matice V pro vSechny dvojice zg;), zg) i, j = 1,...N jsou funkci
pouze i, j a N. Pouzitim zpétné transformace E/z)/ 1ze dospét k vyrazu
E(x(i)) = [;'e_l(z(i)) =0,(P)
V rov je Q.(P;) kvantilova funkce a
i

N+1
je potadova pravdépodobnost. Vlastnosti kvantilové funkce a jeji vyhody pro konstrukci
vybérové distribuéni funkce jsou uvedeny v knize [1].
Kvantilova funkce je obecné inverzni k funkci distribuéni. Pokud je F(x) = P spojita
distribu¢ni funkce a f(x) je odpovidajici hustota pravdépodobnosti je Q(P) = x
kvantilovd funkce. Lze snadno ovéftit, ze F(Q(P)) = P pro vSechna 0 < P <] a
f(O(P))*q(P) = 1. Velicina q(P) = dQ(P)/dP se oznacuje jako kvantilové hustotni
funkce f(Q(P) = 1/q(P) je hustotné kvantilova funkce.
Z rov. (3) je patrné, ze poradkové statistiky xg; jsou hrubé odhady kvantilové funkce
0O.(P;) v mistech P;. Pro odhad kvantitu xp= Q.(P) v misté P pro které plati, ze
i/(n+1) < P < (i+1)/(n+1) se pouziva po Castech linearni interpolace

B:

PN+P—i
Xpy = (N + 1)(?)(%41) - x(i)) + X (3)
Rozptyl tohoto odhadu D(xp) se pocita ze vztahu
P(1-P
D) =) @)
N f7(xp)

Symbol f.(xp) oznacuje hustotu pravdépodobnosti odpovidajici distribuéni funkci F..
Asymptotické rozd€leni kvantitu xp je normalni se stfedni hodnotou Q(P) a rozptylem
definovanym rov. (4).

Interpolace definovana rov. (3) se da pouZit pro odhad specidlnich vyb&rovych kvantilt
Xp; resp. x;.p; pro P;= 2" (i = 1,...N). Tyto kvantity se oznacuji jako pismenové hodnoty



[1]. VSechny pismenové hodnoty kromé medianu (i = /) jsou v parech. Napft. lze urcit
dolni kvartil xg2s5 (P;= 0.25) a horni kvartil X5 (P; = 0.75) atd.
Moznosti piesnéjsiho odhadu P; jsou uvedeny v praci [1]. Pro charakterizaci polohy se
pak pouzivd median x,s a pro charakterizaci variability se pouziva diference mezi
hornim x¢,75 (P; = 0.75) a dolnim x5 (P; = 0.25) kvartilem. Kvantilova odchylka je pak
dvojnésobek této diference.

DO =2%*(x)75 = Xg55) (5)
DQ je vlastné numericka derivace Q(P) v misté P = (.5, kterd pfiblizné aproximuje
hustotné kvantilovou odchylku

DO =1/ f(Q(05)) =1/ f(x,5) = q(0.5)
Pouzitim téchto odhadi polohy a rozptyleni je mozné standardizovat vybérovou hustotu
pravdépodobnosti, tak aby bylo DQ = I a median x5 = 0. Standardizovana kvantilova
funkce se oznacuje jako tvar identifikujici kvantilova funkce QI(P). Vybérova funkce
QI(P)je urcena vztahem [1]

01.(P) =5 *((x;” _f‘j) ; (©)

Graf tvar identifikujici kvantilové funkce Ql¢(P) je zavislost mezi QI.(P;) a P;
Shape ident. Q plot Shape ident. Q plot
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Obr. 1 QI,(P) pro ptizi C 30 tex (a.. cely rozsah, b.. detail)

Tvar identifikujici kvantilova funkce QIl¢(P) pro pfizi C 30 tex je zobrazen na obr. 1.
Sigmoidalni tvar v centralni oblasti je typicky pro bimodalni rozdéleni (je patrny pouze
v detailu). V horni ¢asti grafu jsou patrné vybocujici body.

Hodnoty ‘Qle(P)‘ >1 jsou identifikaci vybocujicich méfeni (pro normalni rozdéleni)
nebo indikaci rozdé¢leni s dlouhymi konci.

Hodnoty QI.(P) se mohou snadno pouzit pro specifikaci Sikmosti a délky konct
vybérovych rozdé€leni. Veli¢ina SQ = QI,(0.25) + QI,(0.75) se pouziva jako mira
Sikmosti (pro symetrické rozdéleni je rovna nule).

Miry délky koncti jsou QI(0.05) a QI,(0.95). Plati, ze:

pro rozdéleni s kratkymi konci je Q1.(0.95) < 0.5,
pro rozdéleni s dlouhymi konci je O1,(0.95) > 1
pro rozdéleni s stfednimi konci je 0.5 < QI,(0.95)< 1.

Empiricky kvantilovy graf Q(P) je zavislost x(;) na P;. Na tomto grafu lze snadno
identifikovat statistické zvlastnosti dat jako symetrie, lokalni koncentrace a ptiblizna
normalita.

Detailni rozbor QP je popsana v knize [1]. Pro zlepSeni interpretace je vyhodné do
tohoto grafu pfidat graf funkce normalniho rozdéleni



Oy(P)=u+o *u,

kde u, jsou kvantity standardizované¢ho normalniho rozdéleni N(0, I). Parametry [ a
S jsou odhady polohy a méritka.

Standardné¢ je mozné zobrazit dva typy normalnich kvantilovych funkci. Prvni je
zaloZena na momentovych odhadech tj. vybérovém primeéru x;, a vybérové smérodatné
odchylce s. Druha pouziva robustni kvantilovy odhad polohy tj. medidn xys5 a
smérodatnou odchylku pocitanou z kvartili

_ Xo75 — X025

T 349
Tato varianta QP umoziuje 1épe porovnat odchylky od normality. Pokud lze a priori
pfedpokladat, ze data pochazeji z néjakého zndmého rozdéleni lze misto kvantilové
funkce normalniho rozdé¢leni pouzit kvantilovou funkci tohoto rozdéleni.
Jednoduchym odhadem distribuéni funkce je lokalni soucet poradkovych statistik.

1
Z X

cdf (x) =+ , forx, <x<x,,, (7)

Z‘ X
=

Tento odhad je pro ptizi C 30 tex ukazan na obr. 2. Na stejném obr. jsou ukdzany
prubéhy distribu¢nich funkci normalniho a rovnomérného rozdéleni. Typicky ,,skok* na
empirické distribu¢ni funkci indikuje bimodalitu.
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Obr. 2 Distribu¢ni funkce pro piizi C 30 tex (a.. cely rozsah, b.. detail)

Pro porovnani empirického rozd€leni vybéru s vybranym teoretickym rozdélenim je
mozné jednoduSe pouzit varianty Q-Q grafu. Klasicky O-Q graf je zalozen na
porovnani empirické kvantilové funkce Q.(P;) = x4 s vybranou teoretickou kvantilovou
funkei Qr(P;). Pokud je teoreticka distribucni funkce typu Fr((x-7)/S) je vyhodné pouzit
standardizovanou kvantilovou funkci Qgzg(P;) (viz. [1]) nebo tvar identifikujici
kvantilovou funkci QI7(P;). Pokud je vybérové rozdeleni shodné s teoretickym vyjde na
0-0 grafu ptimka
Xy =T+S8 Q(P) )

Parametr 7 charakterizuje polohu a parametr S rozptyleni. Pro néktera tii parametricka
rozdé€leni je parametr tvaru pouZit jako parameter grafi.

Nevyhodou Q-Q grafu je Castd nelinearita zplsobend zavislosti mezi poradkovymi
statistikami a nekonstantnim rozptylem.



Q-Q graf pro pfipad normalniho teoretického rozdéleni (rankitovy graf) je pro ptizi C

30 tex na obr. 3.
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Obr. 3 Q-Q Rankitovy graf pro piizi C 30 tex (a.. cely rozsah, b.. detail)

Ohyb v centralni oblasti zde opét indikuje bimodalitu.

P-P (resp. Probability-Probability) graf umoziiuje piimé porovnani distribu¢nich
funkci. V P-P grafu je empirickd distribu¢ni funkce (odhadovana jako potradova
pravdépodobnost P;) vynesena proti teoretické distribu¢ni funkci Fr(xg). Pokud tvori
tato zavislost pfimku (s nulovym usekem a jednotkovou smérnici) je empirické
rozdéleni shodné s teoretickym.Nevyhodou tohoto grafu je nutnost uplné specifikace
teoretické distribucni funkce vcéetné jejich parametrd. To obycejné¢ vyzaduje odhad
parametr zadaného rozdéleni napf. metodou maximalni vérohodnosti.

Parzen [3] navrh pouzit pro tyto ucely tzv. porovnavajici distribuc¢ni funkci
definovanou vyrazem

CDD = Fr(Q.(F)) )

Funkce CDD je ptiblizn€ rovna teoretické distribu¢ni funkci v misté x;). Zavislost CDD
na P; je tedy pfiblizn€ rovna P-P grafu. Pro indikaci bimodality je vyhodnéjsi pouziti tzv.
porovnavaciho P-P grafu. V tomto grafu je CDD nahrazeno rozdilem CDD - P,
V ptipadé unimodalniho normdalniho rozdéleni je odpovidajici porovnavajici P-P graf
horizontélni pfimka na nulové urovni. Porovnavaci P-P graf pro ptizi C 30 je na obr.4.
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Obr. 4 Porovnavaci P-P graf pro ptizi C 30



Je patrné, ze data maji normalni rozdéleni. Kombinace Q-Q a P-P grafi je tedy vyhodna

pro indikaci bimodality.

Jednoduchy odhad hustoty pravdépodobnosti (PDF) je histogram s konstantni Sitkou

sloupct -tfid (pocet tfid je M). Histogram je po castech konstantni odhad hustoty

pravdépodobnosti. Vyska sloupce v j — té tfidé ohrani¢ené hodnotami (t;., t;) je urcena

ze vztahu

(o) = )
N h,

Zde funkce Cy(a, b) oznacuje pocet hodnot vybéru v intervalu <a, b>a h, =¢, -1, , je

(10)

délka j-té tiidy (intervalu). Pfi konstrukci histogramu je tfeba urcit hrani¢ni hodnoty {t;}
j=L,..M, pocet intervalll M a jejich délky 4; s ohledem na jeho kvalitu. Pro pfiblizné
normalni data je konstantni délka tfid ur¢ena vztahem
h=3.49*(min(s,Dq/2)/1.34)/n'"’ (11)
Histogram pro pfizi C 30 tex a & urené z rov. (11)je na obr. 5.
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Obr. 5 Histogram s konstantni délkou ttid (A= 0.134) pro ptizi C 30 tex

Pro ptipad nekonstantni délky tfid je mozné pouzit jednoduchou dvoustupniovou metodu.
V prvni fazi se ur¢i pocet tfid ze vztahu

M =int[2.46 (N -1)**] (12)

Zde int[x] cela cast ¢isla x. Optimalni pocet tifid ureny z rov. (12) je pro ptizi C 30 tex
roven M = [25.

Ve druhé fazi se pocitaji jednotlivé délky tfid na zdkladé principu stejné
pravdépodobnosti ve vSech tfidach. K tomuto ucelu je vhodné pouzit empirickou
kvantilovou funkci Q(P;) vyuzivajici pofadkovych statistik x;

Prakticky to znamend, Ze osa P se rozd¢li na identické intervaly o velikosti /M. Pro
tyto intervaly se urci odpovidajici odhady kvantild #; = x5 s vyuzitim rov. (4).



Praktické zkuSenosti ukazuji, ze tento postup je vyhodny i pro siln¢ zeSikmena
rozdéleni [1].
Pfirozenym zobecnénim histogramu je jadrovy odhad hustoty pravdépodobnosti f{x)
(hladkd funkce, zavisld na parametru vyhlazeni /). Tento odhad ma pro piipad
konstantniho parametru vyhlazeni 4 tvar
f(x)—iiK{x_x’}
N3 h
Vybér jadrové funkce K/x/ a vypocet parametru vyhlazeni je uveden v knize [1].
Jednoducha bikvadraticka jadrova funkce K/x/ ma tvar

(13)

K(x)=0.9375*%(1-x")> for-1<x<1 (14)

Parametr /4 se da urCit zrov (11).
Jadrovy odhad hustoty definovany rov. (13) a jadrovou funkci vyjadienou rov. (14) pro

ptizi C 30 tex je na obr. 6.
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Obr. 6 Jadrovy odhad hustoty (A= 0.128) pro ptizi C 30 tex

Vyse uvedené postupy jsou soucasti programu BIMODAL v jazyku MATLAB.

4. Parametricky model bimodality
Pokud lze predpokladat. ze data jsou vybérem bud’ z jednoho nebo ze smési

dvou normalnich rozdéleni je mozné porovnat unimodélni model
(x, — Bl1)®
x,)=A0*exp| ————— 15
fu(x) p( ¥ Cr 15)
a bimodalni model (smés dvou normalnich rozdélent)

_ . (‘xi _Bl)z * _ (xi _32)2
fB(x,.)—Al*exp( EYTIE ]+A2 exp( EYToEN J (16)

Zde A1, A2 jsou podily prvniho normalniho rozdé€leni (index 1) a druhého normélniho
rozdéleni (index 2). Parametry B1 a B2 jsou stfedni hodnoty jednotlivych rozdéleni a

parametry C1, C2 jsou smérodatné odchylky.
Dulezité je, ze smes dvou normalnich rozdéleni miize byt unimodalni nebo bimodalni

Pro ptipad unimodality musi platit, Ze



|B1- B2| < 2*min(C1,C2) (17)

Pro jedno normalni rozdé€leni jsou parametry Al = aritmeticky prumér, B1= vybérova
smérodatnd odchyka. Pro odhad parametri smési dvou normalnich rozdéleni (A1, A2,
B1, B2, CI and C2) je moZno pouZit nelinearni metody nejmensich ctverct, kde data
jsou ziskdna z histogramu. Residuum r; pro i tou hodnotu je rozdil mezi empirickou
hustotou (viz rov.(13)) a modelovou hustotou (viz rov.(16))

=)= fy(x)
Rezidualni soucet ¢tverci je pak roven
N
S=xr (18)
i=1

kde N je pocet tiid. Pfedpoklady vedouci k pouziti metody nejmenSich ctverci ().
minimalizace S) jsou uvedeny v knize [1]. V programu BIMODAL v jazyku MATLAB
jsou pouzity algoritmy minimalizace nejmenSich c¢tverci na bazi Levenberg-
Marquardtovy metody a jejiho vylepseni (Trust-region)

Popis téchto algoritmi je uveden v knize [1]. Aproximace empirické hustoty
pravdépodobnosti smési dvou normalnich rozdéleni je pro ptizi C 30 tex zobrazena na
obr. 7.
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Obr. 7 Aproximace empirické hustoty pravdépodobnosti (krouzky) smési dvou
normadlnich rozd¢€leni (kiizky) pro ptizi C 30 tex

Pro porovnani normélniho rozdéleni a smési dvou normalnich rozd€leni (unimodalniho
a bimodalniho modelu) je vyhodné pouzit vérohodnostniho poméru

1| Lo
LR=2 ln[L J (19)

U
Vérohodnostni funkce Ly ma tvar



N 1 (x, — Bl1)®
L =] [———exp| 520 20
! £1J2*z*cf Xp[ 2*cr -

a pro vérohodnostni funkci Lp plati

N 2 2
(x. — Bl) (x. — B2)
Ly =[] Al*exp| ————— |+ A2*exp| —~—L——— 21
pold p[ 2%C1? Pl 2 @D

Statistika LR ma piiblizné y*(4) rozdéleni, tj. pro LR<9 je mozné akceptovat
jednoduché unimodalni rozdéleni. Pro pfizi C 30 tex je LR = 244.3 a potfeba smési
dvou rozd¢leni (bimodalita) je ovérfena.

4. Zavér

Je patrné, Ze bimodalitu lze indikovat jak pomoci grafickych pomticek prizkumové
analyzy dat tak i pomoci parametrickych modeld. Existuje jeSt¢ celd fada formalnich testil
bimodality, které vSak nejsou tak informativni (neumoziuji komplexni posouzeni
statistickych zvlastnosti dat).

Samostatnym problémem je naslednd analyza objasiujici pii¢iny vzniku bimodality a
je ji ptipadna eliminace. Pro piipad chlupatosti piize je mozno bimodalitu objasnit na zaklad¢
modelu dvou typt chlupatosti [2].

Podékovani: Tato prace vznikla v ramci fedeni projektu MSMT. — & 1M4674788501
,,Centrum Textil 1T
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