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Souhrn

Postup hledani regresniho modelu je popsan na dvou ulohach
vodohospodaiské kontrolni laboratofe a obsahuje: 1. Navrh modelu
zaéina vZdy od nejjednodussiho modelu, linearniho. 2. PfedbéZna ana-
lyza dat sleduje proménlivost proménnych na rozptylovych diagramech
a indexovych grafech. VySetfuje se multikolinearita, heteroskedasti-
cita, autokorelace a vlivné body. 3. Odhadovani parametri se pro-
vadi klasickou metodou nejmensich ¢étverci, nasledované testem
vyznamnosti parametri Studentovym ttestem. Stfedni kvadraticka
chyba predikce MEP a Akaikovo informaéni kritérium AIC piedstavuji
rozhodéi kritéria pfi hledani nejlepsiho regresniho modelu. 4. Regresni
diagnostika provadi identifikaci vlivnych bodu a ovéfeni predpokladi
metody nejmensich étvercil. V pfipadé vice vysvétlujicich proménnych
se posoudi vhodnost jednotlivich proménnych pomoci parcialnich
regresnich grafa a parcialnich rezidudlnich grafi. 5. Parametry zpies-
néného modelu jsou odhadovany s vyuZitim (a) metody vazenych
nejmensich étverci (MVNC) pfi nekonstantnosti rozptylu, (b) metody
zobecnénych nejmensich &tvercii (MZNC) pii autokorelaci, (c) metody
podminkovych nejmensich &tverci (MPNC) pii omezeni kladenych na
parametry, (d) metody racionalnich hodnosti (RH) u multikolinearity,
(e) metody rozéifenych nejmensich &tverci (MRNE) pro pfipad, Ze
viechny proménné jsou zatiZzené nahodnymi chybami, a konecné (f)
robustnich metod pro jina rozdéleni neZ normalni a data s vybocujicimi
hodnotami a extrémy.

Uvod

Pfi wystavbé regresnich modelu se uziva metody nejmensich ctvercu
MNC. Tato metoda poskytuje postaéujici odhady parametr( jenom pfi
soucasném spinéni viech sedmi pfedpokladl o datech a regresnim
modelu. Pokud pfedpoklady nejsou spinény, ztraci metoda nejmensich
ctvercl své vlastnosti.

Zakladni predpok!ady metody nejmensich étverct (MNC): Statistické
vlastnosti odhadu yF, , b zévisi na spinéni jistych sedmi predpokladu.
Pokud plati predpoklady | aZ IV, prfedstavuji odhady b parametra
nejlepsi, nestranné a linedrni odhady (znaceno metoda NNLO). Navic
maji asymptoticky normalni rozdéleni. Pokud plati jesté predpoklad VII,
maji odhady b normaini rozdéleni i pro konegné vybéry.

|. Regresni parametry [ mohou nabyvat libovolnych hodnot. V praxi
viak &asto existuji omezeni parametra, ktera vychazeji z jejich fyzikalniho
smyslu.

Il. Regresni model je linedrni v parametrech a plati aditivni model
mérfeni.

IIl. Matice nendhodnych, nastavovanych hodnot vysvétlujicich
proménnych X méa hodnost rovnou pravé m. To znamena, Ze Zadné
jejf dva sloupce x, X, nejsou kolinearni ¢ili rovnobézné vektory. Tomu
odpovida i formulace, Ze matice X'X je symetrické regularni matice, ke
které existuje inverzni matice a jejiz determinant je v&tsi nez nula.

IV. Nahodné chyby €] maji nulovou stiedni hodnotu E( €/)=0.To musi
u korelaénich modelu platit vZdy. U regresnich modell se muZe stat, ze
E(E )= K, i=1, ..., n, coZ znamena, Ze model neobsahuje absolutni
clen Po jeho zavedenl bude E(E ) =0, kde 8 =Yy - )’p; - K

V. Nahodné chyby &, maji konsranmra konecnyrozptyiE{E )-cr2 Také
podminény rozptyl D{y/x) = ¢* je konstantni a jde o homoskedasticky
pfipad.

VI. Nahodné chyby ¢, jsou vzdjemné nekorelovane a plati cove, eJ) =
E(e, cj) = 0. Pokud maji chyby normalni rozdéleni, jsou nezavislé. Tento
poZadavek odpovida poZadavku nezavislosti mérenych velicin y.
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VII. Chyby &, maji normalni rozdéleni MO, c?). Vektor y méa pak
vicerozmérné normalni rozdéleni se stfedni hodnotou Xp a kovarianéni
matici o2E, kde E je jednotkova matice.

Regresni diagnostika: Metoda nejmensich Etvercu MNC nezajistuje
jesté nalezeni prijatelného modelu, a to jak ze statistického, tak i z fyzi-
kdlniho hlediska. Musi byt totiz spinény podminky, odpovidajici sloZ-
kam tzv. regresniho tripletu [data, model, metoda odhadu]. Regresni
diagnostika obsahuje pomucky a postupy k identifikaci a) vhodnosti dat
pro navrZeny regresni model (kritika dat), b) vhodnosti modelu pro dana
data (kritika modelu), c) spinéni zakladnich predpokladd MNC (kritika
metody). Zakladni rozdil mezi regresni diagnostikou a klasickymi testy
spociva v tom, Ze u regresni diagnostiky neni tfeba presné formulovat
alternativni hypotézu. Timto pojetim se regresni diagnostika blizi spiSe
k exploratorni regresni analyze. Pocitac slouZi jako nastroj analyzy dat,
modelu a metody odhadu. Model je navrhovan v interakci uZivatele
s programem. Tim by mél byt omezen vznik formalnich regresnich
modell, které nemaji fyzikalni smysl a jsou v technické praxi oby€ejné
jen omezené pouzitelné.

. KRITIKA DAT

Mezi zakladni techniky diagnostiky patfi stanoveni rozmezi dat, jejich
variability a pfitomnosti vybocujicich pozorovani. K tomu lze vyuZzit grafu
rozptyleni s kvantily a fady postupu prizkumové analyzy jednorozmérnych
dat. Pfes svoji jednoduchost umoZiiuje diagnostika identifikovat jesté
pfed vlastni regresni analyzou: a) nevhodnost dat €ili malé rozmezi nebo
pfitomnost vyboéujicich bodu, b) nespravnost navrZeného modelu Eili
skryté proménné, c) multikolinearitu, d) nenormalitu v pfipadé, kdy jsou
vysvétlujici proménné nahodné veliciny. Kvalita dat tGzce souvisi s uzitym
regresnim modelem. Pfi posuzovani se sleduje predevaim vyskyt viivnych
bod( (VB), které mohou byt hlavnim zdrojem Fady problémq, jako je
zkresleni odhadu a rust rozptylu aZ k naprosté nepouZitelnosti regresnich
modelt. Podle toho, kde se vlivné body vyskytuji, Ize provést jejich
déleni na a) wbodujici pozorovani (outliers), které se lisi v hodnotéach
vysvétiované (zavisle) proménné y od ostatnich, a b) extrémy (high
leverage points), které se li&7 v hodnotéach vysvétlujicich (nezévisle)
proménnych x nebo v jejich kombinaci (v pfipadé multikolinearity) od
ostatnich bodu. Vyskytuji se viak i body, které jsou jak vybocujici, tak
i extrémni. K identifikaci vlivnych bodu typu vyboéujiciho pozorovani
se vyuZiva zejména raznych typu rezidui a k identifikaci extrémua pak
diagondlnich prvka H, projekéni matice H, bliz& Ize nalézt v citaci
[1]. Vyskyt viivnych bodu (VB) je zdrojem Fady problému a zpusobuje
zkresleni odhadu a rust rozptyli odhada parametra. Vlivné body se déli
dle charakteru: a) hrubé chyby, coZ jsou vybogujici pozorovani, b) body
s wysokym vlivem (tzv. golden points), které rozsifuji predikéni schopnosti
modelu. c) zdanlivé vliivné body, jeZ jsou dusledkem nespravného
regresniho modelu.

Statisticka analyza rezidui déli rezidua na nasledujicich nékolik
druhu:

1. Klasicka rezidua é{. =y, - x, b. Existuji nespravné predstavy
o reziduich, Ze a) rozdéleni rezidul je stejné jako rozdéleni chyb, b)
vlastnosti rezidui jsou shodné s vlastnostmi chyb, c¢) ¢im je reziduum
é‘f. vétai, tim je bod vlivnéjsi, a tim spise by se mél z dat vylougit.
Rozepsanim definiéniho vztahu

= (-H)y,-YHy 3= (-H,)e, - sz

j=l

je zfejmé, Ze kaZdé reziduum éjje vlastné linearni kombinaci viech
chyb £. Rozdélenf reziduf je proto zavislé na rozdéleni chyb, na prvcich
projekéni matice H, na velikosti vybéru n. Klasicka rezidua maji viastnosti:
a) Rozptyl rezidul je nekonstantni, i kdyz rozptyl chyb G g je konstantni.
b) Rezidua jsou korelovana: existuje parovy korelacni koeficient r mezi

ety kd
, 1 kdyz
JO-my -y
chyby ¢ a g jsou nezavislé. c) rezidua neindikuji extrémni hodnoty, d)
rezidua jsou normalné&jsi neZ chyby (effekt supernormality), €) u malych
vybért nemusi spravné indikovat model.

2. Normovana rezidua €, definovand vztahem €, = € /G jsou
normalné rozdélené veli€iny ém ~ N(O, 1). Plati u nich diagnostické
pravidlo 3c, které fika, Ze rezidua vétsi neZ :+3¢ indikuji vyboéujici
body.

dvéma rezidui e, a € formulovany jako ri =

éi
&./1-H,
maji konstantni rozptyl a maximalni hodnota ésj je ohranicena velikosti
<1 - m. Plati u nich diagnostické pravidlo, Ze jsou vhodna pfedevaim

k indikaci heteroskedasticity.
4. Jackknife rezidua é , Cili ,pIné studentizovana*, jsou definovana

3. Standardizovana rezidua €  definovana vztahem és; =
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vztahem, ve kterém se uZije misto G odhadu smérodatné odchylky

n-m-l
= 8g | T Vn-mcotg Q.
n-m-es;
Rezidua maji Studentovo rozdéleni s (n - m - 1) stupni volnosti. Plati
u nich diagnostické pravidlo, Ze jsou vhodna pfedevasim k identifikaci
vybog€ujicich bodu (outliers).
5. Predikovana rgzidua éP jsou definovana vztahem

€, kde b ,jsou MNC odhady ze vSech bod

-

G,.., adostane se éj

(i)

ér = Vi~ Xi bm

kromé Fého. Plati u nich é]agnostické pravidlo, Ze indikuji vybocujici
hodnoty (outliers).

6. Rekurzivni rezidua éR jsou definovana vztahy € g =0 i=1,...m

y i x'br'-]

éri = = ;
1+ X5 X,y

hady ziskané z prvnich (i- 1) bodu. Plati pro né diagnostické pravidlo, Ze
indikuji autokorelaci a nestabilitu regresniho modelu v éase.

Obrazce v diagnostickych grafech: Pokud se v diagnostickych grafech
rezidui objevi tvar “mraku” bodu (obr. 1.), je detekovana spravnost
metody nejmensich ¢tvercu. Jiné obrazce bodl v grafu rezidui indikuji
vesmés nespravnost v datech ¢i nespravnost modelu: tvar vysece
odhaluje nekonstantnost rozptylu €ili heteroskedasticitu v datech, tvar
pasu indikuje chybu ve vypogtu nebo nepfitomnost xv modelu, tvar pasu
muZe byt i disledkem vyboéujicich hodnot nebo indikuje chybny vypocet,
kdy v regresnim modelu chybi absolutni élen. Nelinearni tvar ukazuje na

nespravné navrieny model.
n !% @ |
iy

S |.x].§

,i =m+1,..,,nkde b, jsouod-

:1.9

Obr. 1. Nejcastéjsi tvary obrazce bodii v grafické analyze rezidui: a)
tvar mraku, b) tvar vyseée, c) tvar pasu a d) nelinearni tvar.

Grafy identifikace vlivnych bodu: Existuje pét grafickych diagnostik
vlivnych bodu, které souéasné testuji charakter vlivnych bodu, zatimco
ostatni diagnostické grafy spiSe odhaluji podezielé body.

1. Graf predikovanych rezidui GPR, (0sa x: éP‘., osay: é ). V grafu jsou
extrémy snadno identifikovany svou polohou, nebot leZzi mimo pfimku y =
x. Vyboéuijici body leZi sice na pfimce y = x nebo v jeji blizkosti, jsou viak
dostateéné vzdaleny od mraku, shluku ostatnich bodl (obr. 2a).

2. Williamsuv graf WG, (osa x: prvky H, osa y: é ,)+ Do tohoto grafu
se zakresluji jednak mezni linie pro vybogujici body, y =t .(n - m - 1),
a jednak mezni linie pro extrémy, x=2 m/ n. Zde {, ..(n - m - 1) je 95%
kvantil Studentova rozdéleni s n - m - 1 stupni volnosti (obr. 2b).

A E 0«‘
ei E P & =]
,/’ JI 0
IO,QS{n_m‘“ “““““““““““ ?“""
| g
E i
- I
P |
, }
Q- E b W
é
Pi

Obr. 2. Grafy vlivnych bodu: a) Graf predikovanych rezidui (GPR), b)
Williamsiv graf: E znaci extrém a 0 znaci vyboc€ujici bod.

3. Pregiboniv graf PG, (osa x: prvky H,, osa y. éir.-). ProtoZe plati,
Ze E(H, + éni) = (m + 1)/n, Ize do tohoto grafu zakreslit dvé hraniéni
piimky y=-x+ 2 (m+ 1)/nay=-x+ 3 (m+ 1)/n. K rozliSeni mezi
body plati pravidlo: bod je silné vlivny, lezi-li nad horni pfimkou. Bod je
pouze vlivny, leZi-li mezi ob&ma piimkami. MaZe jit ale jak o extrém, tak
o vybocujici bod (obr. 3a).

4. McCullohuv-Meeteriv graf MMG, (osa x: In [H, /(m (1 - H))], osa
yin éé.). Linie v tomto grafu predstavuji piimky stejného vlivu pfimky se
smérnici - 1. Napfiklad pro 90% konfidenéni €aru je y= - x - In [F ,(n -

m, m)]. Omezujici ¢ara pro extrémy je x = In

a omezujici ¢ara
n-2m
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Obr. 3. Grafy vlivnych bodu: a) Pregiboniv graf (PG), kde (E, 0) znaéi
vlivné body, s(E,0) znaci silné vlivné body, b) McCullohiiv-Meeteriv
graf (MMG), kde E znaéi extrém a O vybocujici bod, (E, 0) oboji
vlivné body.

pro vyboguijici body je y = In [(n - m) 2, (£, ..+ n - m)], kde t, . je 95%
kvantil Studentova rozdéleni s n - m - 1 stupni volnostia F o (n - m -

1) je 90% kvantil Frozdéleni s n - m a m stupni volnosti (obr. 3b).

5. L-R grafy, (0su y; &xi = él /RSC, na osu x: prvky H, ), obr. 4. Body
nad jednotlivymi lemniskatami jsou vlivné, a to ve sméru horniho rohu
trojuhelnika jde o vybocujici body a ve sméru pravého rohu trojuhelnika
jde o extrémy.

_ 6. Indexové grafy IG, (osa x index i, osa y: rezidua €, &, é,, €,
e, €., nebo prvky H, &i H", a nebo odhady b). Mohou zde byt i rekurzivni
odhady regresnich parametri b, (obr. 5.). Tyto grafy indikuji pouze
podezielé body, nejsou schopny nikterak testovat vybocujici body jako je
tomu v péti predeslych grafech.

Obr. 4. Grafy vlivnych 0.00

bodi: L-R graf. (¢] 0.50 Hﬁ 1.00

o>
o
Z-‘D>
o
‘_I'D
o

Obr. 5 Rozliéné typy indexovych grafu znazoriiujicich indexovou
zavislost: a) €i, b) €ni, ¢) €y, d) €ri, e) H, f) b, na i.

225



o>

o]
>
o

| |
0 uPi 0 Upi

Obr. 6. Rankitovy graf Q-Q rezidui indikuje: a) pfibliZzné normalni
rozdéleni, b) rozdéleni s dlouhymi konci.

7. Rankltmrengrafy Q-Q, (0sa x: Up, pro P,=1i/(n+ 1), osay em,
e sir Engr Eppr €y Ery)- Na osU x se vynésep kvantily normovaného
norméliniho rozdéleni u, pro P, =i/ (n + 1) ana osu y pofadkové
statistiky Cili vzestupné setﬂ’déné hodnoty rezidui, (obr. 6.). Cilem je

ovefit normalitu rozdéleni rezidui.

1. KRITIKA MODELU

Kvalitu regresniho modelu Ize posoudit v pfipadé jedné vysvétlujici
proménné x pfimo z rozptylového grafu zavislosti y na x. V piipadé vice
vysvétlujicich proménnych a multikolinearity mohou rozptylové grafy
myiné indikovat nelinearni trend i u linedarniho modelu. Z fady ruznych
grafu k posouzeni vztahu y a X se zde omezime na a) parcialni regresni
grafy, a b) parcidlni rezidualnf grafy.

Belseyho parcialni regresni grafy umoZiuji posouzeni kvality
navrZeného regresniho modelu, indikuji pfitomnost vlivnych bodu,
nesplnéni predpokladl klasické MNC a koneéné vyjadfuji zavislost mezi
¥ azvolenou proménnou X, pfi statisticky nemé&nném vlivu ostatnich
X, Pfitom matice X, vznikne z matice X vynechanim ftého sloupce
X, odpovidajiciho fté vysvétlujici proménné. Grafy maji vlastnosti: a)
Smérnice pfimky v parcidlnim regresnim grafu je stejna jako odhad b,
v nedéleném modelu a Usek je roven nule. Linearni zavislost plati pouze
v pfipadé, Ze navrzeny model je spravny. b) Korelaéni koeficient mezi
ob&ma proménnymi parcialniho regresniho grafu odpovida parcialinimu
korelaénimu koeficientu R, «.Vychazi se z regresniho modelu
y=X; B +x.c+g, kde B" ma rozmér (m- 1) x 1, ¢ je regresni parametr
prfslusejlm € proménné.

Parcialni rezidualni grafy jsou zvané také grafy ,komponenta
+ reziduum®“. Rovnici é=u}. _vj'bj lze pfepsat do tvaru

ﬁj=é+bj(E—Hm)xj jako zavislost é+b(E—H )x, na

(E—H,)x,. Jedna se o zavislost parciélnich rezidui s na proménné X,

- Zxkbk .V grafu se znazorfiuje deterministicka
k=j

komponenta ¢; = (x; =X )bi = 1,.
pismenem ,C*“ a parcnélnl re2|duum s=c,+ e i=1, ..., n, které se zde
oznaduje kfizkem ,+“. Uvedena dragnosnka mé vlastnosti: a) Smérnice
zavislosti s na X, je rovna b} a Usek je nulowvy. Linearni zavislost ukazuje
na vhodnost navrZzené XV modelu. b) Rezidua pfimky jsou pfimo rezidua
ér. pro nedéleny model. ¢} Pokud je dhel mezi X a nékterymi sloupci
matice X, maly (multikolinearita), ukazuje parcidlni reziduaini graf

kdes:e+bxj =y

nespravné maly rozptyl kolem regresni pfimky bfvj a dochazi i k potlageni

efektu vlivnych bodu.

Ve
; 4 B
E A S /Q.%F
e O
b.
o P2
Pt 2
v A

/

Obr. 7. Kritika modelu pomoci a) parcidlniho regresniho grafu, b)
parcidlniho rezidudlniho grafu.
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.., m, kterd se v grafu znaci

Znaménkovy test vhodnosti modelu. Nenahodnost rezidui &ili
trend v reziduich lze testovat znaménkovym testem postupem: 1.
Uréuje se pocet sekvenci n, kde maji rezidua stejna znaménka,
(napf. pro rezidua -1, -1, 1, -1, 1, 2, 1 je pocet sekvenci roven ﬁu =
4). 2. Stanovi se pocet rezidui kladnych (n,) a zdpornych (n). 3. Poget

n.A_ n
. S
n +n_

sekvenci n, a jeho rozptyl D, se vycisli dle p, = 1+
2nn( nn_—n, -n)wn
(n:+n) (ni+n.-1) 4

Vlastni _testovani spociva ve vySetfeni podminky: je-li n, < n, -
C1.96+/D,, existuje v reziduich trend a model je nesprévné navrZen.
Konstanta C = 0.5 je korekei na spojitost.

1

lll. KRITIKA METODY

V praxi byvaji nékteré predpoklady MNC poruseny, coZ vede k pouZiti
modifikaci metody MNC. K porudeni pfedpokladu dochézi v zakladnich
pfipadech: a) Na parametry jsou kladena omezeni, coZ vede na uZiti
metody podminkovych nejmensich &tverct (MPNC). b) Kovarianéni matice
chyb neni diagonaini (autokorelace), pfipadné data maji nestejny rozptyl
(heteroskedasticita), coZ vede na uZiti metody zobecnénych nejmensich
étvercd (MZNC), respektive metody vaZenych nejmensich étverct (MVNC).
c) Rozdéleni dat nelze povaZovat za normalni nebo se v datech vyskytuji
vlivné body. V takovém piipadé se misto kritéria metody nejmensich
Ctverch uZije robustniho kritéria, které je na poruseni pfedpokladu
o rozdéleni chyb a na vlivné body malo citlivé. Pro odhad parametrt b
se uZiva iteracni metody vazenych nejmensich étverct (IVNC). d) Také
proménné x mohou byt zatizené nahodnymi chybami, coZ vede na uZiti
metody rozsifenych nejmensich étverct (MRNC). Pro piipad stejnych
rozptylu vede metoda k odhadum minimalizujicim kolmé vzdalenosti
(orthogonaini regrese). e) Pro patné podminéné matice X'X se pouZiva
metoda racionalnich hodnosti (RH), vedouci k systému vychylenych
odhadu, kde vychyleni je fizeno jednim parametrem.

1. Hetero/homoskedasticita Cili nekonstantnost rozptylu Ize popsat

‘ nasledovné: rozptyl veli€iny y, v iém bodé je popsan vztahem G

= 02 exp(h x, B), kde x, je ity fadek matice X. Pfedmétem tohoto
testu homoske-dasticity je ovéfeni nulové hypotézy H: A = O za pouZiti
Cookova-Weisbergova testaéniho kritéria

[ioz -J;,)éf]

2 642()’; = yp)z
i=1

Sy =

. I &
kde =i i+ Vysledkem testovani je zavér: a) Jeli S, <
yP ya

¥(1), H, (homoskedastmlta) je pfijata. b) Pro homoskedasticitu tvofi

dlagnostlcky graf ev,. v zévislosti na (1 - H,),J nahodny elipsovity mrak
bodu. Pro heteroskedasticitu vznikne v tomto grafu typicky klinovy
obrazec, (obr. 8a).

2. Autokorelace: Data ¢asovych fad maji nahodné chyby ¢,
vzdjemné korelované. Nejcastéjsi je pfipad autokorelace prvniho Fadu
€, =pPE,, tu,, kde u ~ MO, o). a) Pro p, = 1 pfipad kumulativnich
chyb, ktery se v laboratornich datech vyskytuje asto. b) Pro p, < 1 jde
o autokorelaéni koeficient 1. fadu. Walduv test pak testuje nulovou
hypotézu H p, = 0 vs. H,;: p, # 0. Jeli Waldovo testaéni kritérium

p

W, = 1 L —5< %2(1), je H, o homoskedasticité pfijata a v datech nenf
-p;
prokédzana autokorelace, (obr. 8b).

3. Normalita chyb: normalitu nahodnych chyb Ize testovat dvojim
zpusobem, a to rankitovym grafem a numericky: a) Rankitovy (Q-Q) graf,
(e nebo e ,na u, pro P,=i/(n+ 1)), b) Test normality testuje nulovou
hypotézu H normallta vs. H,: nenormalita. Slouzi k tomu Jarque-Berrova
testaéni statistika. ktera je formulovéna vztahem

iy
B | e
L(e) R R =
6 i, 24 s TR T
2 ¢
kde ﬁj je jty moment reziduf &; = = Test normality spociva

n

W 2
ve vySetfeni nerovnosti: jeli L(€) > X 1« (2) = 5.99, je H, (normalita)
zamitnuta. Je tfeba podotknout, Ze test neni vhodny pro malé vybéry.
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Obr. 8. a) Klinovy obrazec indikuje heteroskedasticitu v datech,
b) elipsa indikuje data bez autokorelace.

Postup vystavby linearniho regresniho modelu [1, 4]

1. Navrh modelu: Zaéind se vidy od nejjednodussiho modelu,
u kterého vystupuji jednotlivé vysvétlujici proménné v prvnich mocninéch
a nevyskytuji se zadné interakéni ¢leny typu X X

2. Pfedbéina analyza dat: Sleduje se proménlivost jednotlivych
proménnych a moZné parové vztahy. UZiva se proto rozptylovych diagramu
zévislosti x na x, nebo indexovych grafi zavislosti x na j. Posuzuje se
vyznamnost proménnych s ohledem na jejich proménlivost a pfitomnost
multikolinearity. Pfiblizné linedrni vztah mezi promé&nnymi v rozptylovych
grafech zavislosti x, na x, indikuje multikolinearitu. UZivatel muze volit
polynomickou transformaci zadanim stupné polynomu. Provadi se sesta-
veni korelaéni matice R a jeji rozklad na vlastni &isla a vlastni vektory.

3. Odhadovani parametri: Odhadovani parametra modelu se
provadi metodou nejmenéich &tvercu MNC nebo metodou racionéinich
hodnosti RH. Ze zobecnéné inverzni matice R* jsou urcovany odhady
parametru b, jejich smérodatné odchylky / D(p;) avelikosti testacnich
statistik Studentova ttestu vyznamnosti pro fij = 0. Jsou provedeny
testy vyznamnosti odhadu b, vicenasobného korelaéniho koeficientu
R a koeficientu determinace D. Je vhodné sledovat rozhod&i kritéria
hypotézy regresniho modelu jako je stfedni kvadraticka chyba predikce
MEP a Akaikovo informaéni kritérium A/C.

4, Regresni diagnostika: S vyuzitim péti rozlicnych grafu je provadéna
identifikace vlivnych bodu, ato grafem predikovanych rezidui, grafy
Wiliamsovym, Pregibonovym, McCulloh-Meeterovym, a L-R grafem.
Pak nasleduje ovéreni predpokladi metody nejmensich Etvercu
jako jsou homoskedasticita, nepfitomnost autokorelace a normalita
rozdéleni chyb. V pfipadé vice vysvétlujicich proménnych se posoudi
vhodnost jednotlivich proménnych a jejich funkci s vyuZzitim parcialnich
regresnich grafl nebo grafu ,komponenta + reziduum®. Je uveden odhad
autokorelaéniho koeficientu rezidui prvniho fadu f)l. Tabulka vlivnych
bodu obsahuje rozliéna rezidua, u kterych jsou hvézdiékou oznaceny
hodnoty silné vlivnych bodu, které by mély byt z dat odstranény.

5. Konstrukce zpiesnéného modelu: S vyuzitim a) metody vaZenych
nejmensich étvercu (MVNC) pfi nekonstantnosti rozptyl, b) metody
zobecnénych nejmensich étvercu (MZNC) pfi autokorelaci, ¢) metody
podminkowich nejmensich &tverci (MPNC) pfi omezenich na parametry,
d) metody racionalnich hodnosti (RH) u multikolinearity, e) metody
rozsifenych nejmensich étverct (MRNC) pro pfipad, Ze viechny proménné
jsou zatizené nahodnymi chybami, f) robustni metody pro jina rozdéleni
dat neZ normalni a data s vybocujicimi hodnotami a extrémy jsou
odhadovany parametry zpfesnéného modelu.

Uloha 1: Validace analytické metody stanoveni formaldehydu ve
vodach (V6.16 v cit. [4])

Postup validace nové analytické metody bude ukazén na stanoveni
formaldehydu ve vzorcich fenolovych vod polarografickou metodou.
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Laboratof fenoplastu v8ak navrhla jednodu$si redox-titraci. Rozptyl
obou metod je prakticky stejny. Je proto tieba validovat, zda navrZena
metoda bude poskytovat sprédvné a reprodukovatelné vysledky. Obsah
formaldehydu ve vodé [mg/1] byl stanoven polarograficky x, redox-titraci
y. 76.880.5, 117 112.6, 129.1 128, 160.1 152.2, 236.4 239.4, 258
250, 284.2 287, 303.2 307.8, 386.2 391.7, 474.3 480.2, 532.4
530.8, 937.6 934.2, 2654.3 2647.2.

Resenr: 1. Odhadovani parametrii: Metodou nejmensich &tverct MNC
byly nalezeny odhady dvou parametrd, Useku 3, a smérnice B,. Studenttv
ttest ukézal, Ze Usek (absolutni Elen) P je statisticky nevyznamny Cili
nulovy, zatimco smérnice B, je vici nule statisticky vyznamna a blizka
jednicce.

Odhad Smérodatna TestHy: b=0vs. H: b <=0 Hladina
odchylka Fhritérium hypotéza HO je vyznamnosti
b, 1.0432E-02 5.6588E-03 1.843 Akceptovana 0.081
b, 9.2170E-01 1.9331E-02 47.681 Zamitnuta 0.000

2. Regresni diagnostika: Parovy korelacni koeficient R = 0.99585
ukazuje, Ze navrZeny linedrni regresni model je statisticky vyznamny.
Vysoka hodnota koeficientu determinace D = R? (99.17%) pfedstavujici
procento bodd, vyhovujicich regresnimu modelu ukazuje, Ze vSechny
body wteéné koresponduji s modelem piimky. Stiedni kvadraticka chyba
predikce MEP = 4.14E-04 a Akaikovo informacni kritérium AIC =-166.78
jsou vhodné k rozliseni mezi nékolika navrZzenymi modely. Za optimaini
se povaZuje takovy model, pro ktery dosahuje MEP a AIC nejmensich
hodnot. Graf predikovanych rezidui a Williamsuv graf ukazuji na odlehlé
body 14, 17 a 21.

3. Konstrukce zpresnéného modelu: Po odstranéni bodu 14, 17, 21
byly nalezeny odhady parametrt zpfesnéného modelu (v zévorce je vidy
uveden odhad smérodatné odchylky parametru) y = 0.00639 (0.00241)
+ 0.9403 (0.0094) x, ktery je doloZen statistickymi charakteristikami:
stfedni kvadraticka chyba predikce MEP = 6.15E-05 a Akaikeho informac-
ni’ kritérium AIC = -174.03 dosahly nyni nizsich hodnot, ¢imZ dokazuji
kvalitn&j&i model nez model predesly. Rezidua nyni vykazuji normalni
rozdéleni a nevykazuji trend, stale vSak vykazuji heteroskedasticitu,
a proto lze doporucit uziti metody vazenych nejmensich Ctvercu (w, =
1/y?) ke kompenzaci heteroskedasticity v datech. Opraveny model ma
potom tvar, y = 0.00213 (0.00197) + 0.9462 (0.0731) x. JelikoZ doslo
k dalSimu snizeni rozhodgich kritérii, stfedni kvadraticke chyby predikce
MEP = 5.12E-05 a Akaikeho informacniho kritéria AIC = -181.63, lze
povaZovat tyto nalezené odhady za lepsi nez predeslé.

4. Zhodnoceni kvality modelu: Intervalovy odhad parametru Gseku
b, a smérnice b, bude pron=20am=2
bo-tranm-m) \[D(b,) < B 0 S byt tran(n-m) Y D(p,)

dosazenim 0.00213 - 2.12 x 0.00197 =< B, < 0.00213 + 2.12 x
0.00197 ve tvaru -0.00205 < B, < 0.00630.

Tento interval spolehlivosti useku regresni primky zahrnuje nulu, takze
lze usek B, povaZovat za nulovy.

Analogicky dosazenim do intervalu spolehlivosti smérnice se obdrzi
nerovnost

0.9462-2.12 x 0.0731 < B, < 0.9462 + 2.12 x 0.0731

a vyCislenim 0.7912 < B, < 1.1012. JelikoZ interval spolehlivosti
smérnice obsahuje jednicku, Ize povaZovat smérnici B, za jednotko-
vou.

Zavér: Lze uzaviit, Ze dsek regresni pfimky Ize povaZovat za nulovy 3,
=0 a smérnice B, neni vyznamné odli§na od jednicky. Vysledky ziskané
nové navrzenou titraéni metodou se proto statisticky vyznamné nelisi
od vysledku metodou standardni polarografickou.

Uloha 2: Linedrni regresni model k posuzovani Uéinnosti Gistiren
odpadnich vod (M642 v cit [4])

PFi posuzovani G¢innosti Cistiren odpadnich vod COV se sleduje ve
vytoku nékolik parametru: vySetfenim regresniho tripletu je tfeba nalézt
linearni regresni model a vy3etfit vznamnost jednotlivych regresnich
parametru pii sledovani zavislosti biologické spotieby kysliku za 5
dni BSK, y na chemické spotfebé kysliku CHSK-Cr x,, na mnozstvi
rozpu$ténych latek RL x, a na mnozstvi amoniakalniho dusiku N-NH * x,
za jeden mésic CHSK-Cr x, [mg/I], RL x, [mg/I], N-NH,* x, [mg/I], BSK5
y[mg/1]: 320.0, 363.0, 23.0, 66.0; 370.0, 416.0, 32.0, 70.0; 460.0,
677.0, 17.0, 50.0; 125.0, 270.0, 33.0, 23.0; 200.0, 123.0, 20.0,
32.0; 340.0, 156.0, 35.0, 155.0;

230.0, 87.0, 35.0, 62.0; 320.0, 240.0, 19.0, 55.0; 180.0, 330.0,
36.0, 50.0; 270.0, 136.0, 24.0, 74.0.

1. Navrh modelu: zacina se vzdy od nejjednodussiho modelu, u kterého
vystupuji x,, X,, X, v prvnich mocninach a nevyskytuji se interakni cleny.
Na zaCatku analyzy je vZdy zafazen absolutni ¢len 3, takZe pro dana data
bude navrzeny regresni model tvaru y =B, + B, x; P, x2+ P 5 x3
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2. PfedbéZna analyza dat: polohu a rozptyleni vdech proménnych y,
X,, X,, X, charakterizuje prumér a smérodatna odchylka hodnot kazdé
proménné. Péarovy korelaéni koeficient y vs. x,, y VS. X,, ¥ VS. X, ukazuje
na korelaci, vdechny tfi nezdvislé proménné x,, x,, x, jsou se zavisle
proménnou y spjaty linedrni zévislosti. Parové korelacni koeficienty mezi
dvojicemi vysvétiujicich proménnych ukazuji na korelaci i mezi nezavisle
proménnymi. Linedrni vztah existuje mezi x, vs. X, @ U X, VS. X, @ X, V5. X;
vykazuje korelaci. Blok INDIKACE MULTIKOLINEARITY vykazuje ve vsech
kritériich, Ze multikolinearita v datech nenf prokazana.

Prom. Priimér Smérodatnd Parovy korelaéni Spotteni
odchylka koeficient hladina v¥znamnosti

¥ 6.3700E+01 3.5904E401 LoD e

Xy 2.8150E+02 LOMTE+02 04177 0.230

2 2.7980E+02 1.7801E+02 -0.2055 0.569

£ 2. 7400E+01 T.5011E+00 03173 0.372

Pérové korelaini koeficienty mezi dvojicemi Spoétend

vysvitlujicich proménnych hladina v¥znamnosti

x) versus x2: 6.1180E-01 0.060
) versus x3: -4 4304E-01 0.200
x; versus x3: -3.2587E-01 0.358

INDIKACE MULTIKOLINEARITY:

Vlastni &isla Cislapodmi-  Variance inflation  Vicends. korel.
korel. matice I nénosti Kj faktor VIF; koef. pro X;

1 3.7065E-01 S2094E+00  1.7880E+00 0.6639

2 6.9847E-01 27645E+00  L60TRE+00 0.6148

3 1.9309E+00 LODDOE+00  1.2517E+00 0.4484

Maximdlni &islo podminénosti K: 5.2094E+00

Nepovéda: Kfj], K > 1000 indikuje silnou multikolinearitu, VIF(j] > 10 indikuje silnou multikolinearitu.
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Obr. 9. Grafy vlivnych bodu: a) Williamsuv graf, b) L-R graf.
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3. Odhadovani parametri: metodou nejmensich Ctvercu (MNC) byly
nalezeny odhady parametra f,, B,, B, B,-

Odhad Smérodatnd TestH:b=0vs. H:b 0 Hladina
odchylka tHeriterium hypotéza H_ je wyznamnosti
b, 83.774 42.642 -1.96 Akceptovana 0.097
b, 0.39202 0.09150 4.28 Zamitnuta 0.005
b, -0.13839 0.04882 -2.83 Zamitnuta 0.030
b 2.7680 1.0224 2.7075 Zamitnuta 0.035

3

Studentlv ttest ukazal, Ze absolutni Elen B, je statisticky nevyznamny,
zatimco ostatni parametry jsou statisticky vyznamné. To je v souladu
i s fyzikdlni interpretaci: B, se tyka zbytkové biologické spotieby kysliku
BSK, za podminek, kdyZ je chemicka spotieba kysliku CHSK-Cr nulové
(x, = 0) stejné jako jsou nulové i oba obsahy jak rozpusténych latek RL
(x, = 0) tak i amoniakalniho dusiku N-NH, (x, = 0). Tato skutecnost vak
neodpovida fyzikalni realité, a proto Ize uzavfit, Ze absolutni ¢len B, nema
fyzikdIni smysl. Parametr B, znaéi miru, jak hodné ovliviiuje chemicka
spotfeba kysliku CHSK-Cr hodnotu biologické spotfeby kysliku BSK,
Parametr B, zna& miru ovlivnéni BSK, mnoZstvim rozpusténych latek.
Zéporné znaménko korelaéniho koeficientu naznaduje, Ze &im vice bude
rozpusténych latek, tim mensi bude hodnota BSK,. Numericky nejvetsi
hodnotu ma odhad B, ktery znai, Ze &m vice bude ve vodé amoniakdiniho
dusiku N-NH,, tim vétsi bude hodnota BSK,. Statisticky nevyznamny
absolutni élen B je nutno ve zpresnéném modelu vynechat.

4. Zakladni statistické charakteristiky: vicenasobny korelacni koefi-
cient R = 0.8839 ukazuje, Ze navrZeny linearni regresni model je statisticky
vyznamny. Vysoka hodnota koeficientu determinace D = R? = 78.13%
ukazuje, 7e vétsina bodu koresponduje s modelem. Stfedni kvadraticka
chyba predikce MEP = 762.4 a Akaikovo informacnf kritérium AIC = 63.36
se uZivaji k rozlideni mezi nékolika navrZzenymi modely. Za optimalni se
povaZuje model, pro ktery dosahuje MEP a AIC minimalni hodnotu.

5. Regresni diagnostika: obsahuje pomtcky a postupy pro interaktivni
analyzu pfi (a) kritice dat, (b) kritice modelu, (c) kritice metody, coZ jsou
sloZky tzv. regresniho tripletu.
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Obr. 10. Indexové grafy podezielych bodi: a) Atkinsonovy vzdalenosti, b) predikovanych rezidui.
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Obr. 11. Rankitovy Q-Q graf k indikaci normality: a) Jackknife rezidui, b) predikovanych rezidui.

5.1 Kritika dat: sklada se z analyzy nékolika druhu grafickych
diagnostik a tabulek ruznych druhu rezidui.

(a) Analyza klasickych rezidui neni piilis spolehliva, protoZe klasicka
rezidua jsou korelovand, s nekonstantnim rozptylem, jevi se normalngjsi
neZ nahodné chyby (efekt supemormamy) a nemusi indikovat silné
odlehlé hodnoty. Graficka analyza é vs. yp je vak schopna indikovat
podezfelé body, trend, a nekonstantnost podminéného rozptylu tj.
heteroskedasticitu. Miry polohy a rozptyleni klasickych rezidui by mély
dosahovat hodnot blizkych experimentalnimu Sumu. Odhad smérodatné
odchylky s(e) = 20.6 by se mél bliZit svou velikosti experimentalni chybe,
kterou je zatizena zdvisle proménna. Odhad sikmosti g,(e) = 0.03
a odhad $picatosti g,(e) = 2.85 dokazuji normalni rozdélenr reziduf,
normalitu.

(b) Grafy vlivnych bodii jsou schopny indikovat a soutasné i testovat,
a tak dokazovat pfitomnost odlehlych hodnot a extrému. Graf predi-
kovanych rezidui ukazuje na odlehlé body 2, 6 a 7 a mirny extrém 6.
Pregibonuv graf neukazuje na vlivné body. Williamsuv graf indikuje 6 a 7
jako odlehlé body a Zadné extrémy. Konecné L-R graf dokazuje odlehlé
body 6 a 7 a extrémy 3 a 4, (obr. 9.). Lze uzaviit, Ze body 6 a 7 jsou
vétSinou diagnostik prokazany za odlehlé, a proto je tfeba je dale provéfit
nebo z vybéru vyloucit.

(d) Indexové grafy upozoriiuji pouze na podezielé body. Andrewsiv
indexovy graf a graf normovanych rezidui ukazuji na podezielé body 6
a 7, které by mohly byt vlivné, (obr. 10.).

(e) Rankitové grafy ukazuji vedle normality rozdéleni dotyénych
rezidui i na vlivné (zde odlehlé) body, (obr. 11.). Graf Jackknife rezidui 6
a 7 jako odlehlé. Graf predikovanych rezidui ukazuje na zacatku 7 a na
konci 6 jako odlehlé body. Po odstranéni dvou odlehlych bodii 6 a 7 Ize
konstatovat, Ze zbytek dat nevykazuje odchylky od normality.

5.2 Model: Parcidini’ regresni grafy nebo obdobné také parcidini

rezidualni grafy ukazuji na €isté linedrni zavislosti jednotlivych nezévisle
proménnych. Vedle posouzeni zavislosti navrzeného regresniho modelu
umoZiuji také indikovat vlivné body, a to 2, 6 a 7, (obr. 12.). NavrZeny
model se jevi stran &lenu B, x; +B3 xt Bj X3 spravny, pouze B je
nadbytecné.

5.3 Metoda: do této éasti regresniho tripletu patfi vy3etfeni zaklad-
nich pfedpokladi metody nejmensich &tvercu (MNC), za kterych by
tato numerickéd metoda méla vést k nejlepsim nestrannym linedrnim
odhadum regresnich parametrt a jsou to: Fisher-Snedecortyv test
wiznamnosti regrese potvrdil, Ze navrzeny model je pfijat jako vznamny,
protoZe testacni statistika F, = 7.146 nabyva vy33i hodnoty neZ kvantil
4.757, jinymi slovy: zawsie promenna ¥ anezavisle proménné x,, x,,
X, jsou v linearni zavislosti. Scottovo testacni kritérium muitikolinearity
-0.136 ukazuje svou nizkou hodnotou, Ze navrZeny model je korektni
s ohledem na vazby mezi proménnymi a v datech neni multikolenearita.
Cook-Weisberguv test heteroskedasticity nizkou hodnotou testaéniho
kritéria 2.487 ve srovnani s kvantilem 3.841 dokazuje, 7e rezidua
vykazuji homoskedasticitu (konstantnost rozptylu). Jarque-Berrativ test
normality rezidui vykazuje testaéni krit€érium 0.053 podstatné nizsi ne?
kvantil 5.991, atak dokazuje, Ze klasicka rezidua vykazuji Gaussovo
rozdéleni. NizSi hodnota Waldova testacniho kritéria autokorelace 0.740
vuci kvantilu 3.841 ukazuje, Ze klasicka rezidua nejsou autokorelovana.
Znaménkovy test vede na hodnotu testaéniho kritéria 1.194 niz&i

Obr. 12.
Parcialni regresni grafy pro proménnou
a) x,, b) x,, ¢) x,
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neZ kvantil 1.960 a tim potvrzuje, Ze znaménko klasickych rezidui se
dostatecné stfida a rezidua nevykazuji Zadny trend. Graf autokorelace
vykazuje pfiblizné mrak bodu rezidui, coZ opét znaci dukaz neexistence
autokorelace.

6. Konstrukce zpfesnéného modelu: Po odstranéni bodd 6 a7
v kritice dat a absolutniho &lenu [, v kritice modelu byly nalezeny nové
odhady parametri zpfesnéného modelu.

Odhad Smérodatnd TestH: b=0vs. H: b O Hiadina
odchylka tkriterium hypotéza H_ je wyznamnosti
b,  0.0000 0.0000 0.0000
b, 0.1982 0.0447 4.43 Zamitnuta 0.007
b, -0.0780 0.0356 2,19 Akceptovdna 0.080
b, 0.8800 0.3116 2.83 Zamitnuta 0.037

w

Zpfesnény model (v zdvorce je uveden odhad smérodatné odchylky
parametru)

y=0.198 (0.045) x, + 0.880 (0.312) x, .

je doloZen statistickymi charakteristikami: vicenasobny korelacni
koeficient R = 0.8371, koeficient determinace D = 70.07% dosahly
vesmeés dostateénych hodnot. Stfedni kvadraticka chyba predikce MEP
= 237.53 a Akaikeho informaéni kritérium AIC = 41.46 dosahly nizSich
hodnot, coZ dokazuje lepsi model neZ predesly.

7. Zavér zhodnoceni kvality nalezeného modelu: porovnanim hodnot
regresni diagnostiky Ize snadno provést zhodnoceni regresniho tripletu
dosaZeného linearniho regresniho modelu pro upravena data, zbavena
odlehlych hodnot a upraveny regresni model bez absolutniho Clenu.
Nalezeny model ma tvar (v zavorce je vidy uveden odhad smérodatné
odchylky parametru) y = 0.198 (0.045) x, + 0.881 (0.312) x, &ili hodnota
biologické spotfeby kysliku BSK, je kladné ovlivnéna pouze hodnotou
chemické spotfeby kysliku CHSK-Cr a mnoZstvim amoniakalniho dusiku
ve vodé N-NH,.
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Regression models are extremely useful devices for extracting
and understanding the essential features of a set of data. These
models, however, are nearly always approximate descriptions of more
complicated processes. There are a number of common difficulties
associated with real datasets. The main one involves the detection
and elimination of outliers in the original data. a problem with outliers
is that they can strongly influence the model, especially when using
least squares criteria, so a several step procedure is required,
first to identify whether there are any samples that are atypical of
the dataset, then to remove them, and finally to reformulate the
model. The method of least-squares LS ensures the acceptable
regression model when all three components of regression triplet
are fulfilled. When some assumptions are not fulfilled, the LS method
is inconvenient. Regression diagnostics introduced in this paper
represent the procedure for identification of (a) the data quality for
a proposed model, (b) the model quality for a given set of data, and

230

(c) fulfilment of all least-squares assumptions. The main difference
between the use of regression diagnostics and classical statistical
tests is that there is no necessity for an alternative hypothesis, but all
types of deviations from an ideal regression triplet are discovered. Our
concept of exploratory regression analysis is based on the fact that
“the computert user knows more about the data than the computer”.
The personal computer serves us as an efficient tool for interactive
diagnostics of data, model, and estimation method. The procedure
of model building with the help of a PC involves interactive co-
operation between the user and computer program. Therefore, formal
models that do not have physical meaning should not be proposed
and analysed. Generally, data quality has a strong influence on any
proposed regression model. This paper describes a series of powerful
general diagnostics for detecting observations that differ from the bulk
of the data These may be individual observations that do not belong to
the general model, i. e. influential points or outliers. We think of data
as being divided into two classes (1) good observations (the majority
of data) reflecting population scatter of data and (2) the outliers (if
any) being a part of the so-called influential points. The goal of any
outlier detection is to find this true partition and, thus, separate good
from outlying observations.

Univerzita spojenych narodov na Slovensku

Pod hlavickou vliady Slovenskej republiky sa 13. — 15. maja 2007 ziSla
na pdde Ministerstva zahranicnych veci SR v Bratislave vedecka komunita
zo Slovenska, Ceska, Japonska, Namibie, Nemecka a Holandska,
predstavitelia viady SR a slovenskych ministerstiev Skolstva, zahranicnych
veci, polnohospodérstva a Zivotného prostredia, aby spolocne posudili
moZnosti zriadenia vyskumného a vzdeldvacieho centra pre zdravi
krajinu a ekosystémy Univerzity Organizicie spojenych narodov (UNU)
na Slovensku. Naliehavost rieSenia tejto problematiky inicioval rektor UNU

‘prof. Hans J. A. van Ginkel. Zaujmom UNU je nielen rozSirenie odborného

zamerania existujlicej siete 14 univerzit pdsobiacich v roznych ¢astiach
sveta, ale tieZ vytvorenie takéhoto pracoviska UNU pre region strednej
a wchodnej Eurdpy.

Odbornici vypracovali Sirokospektralne argumenty potreby uvedenej
na Slovensku. Zakladnym cielom centra by malo byt vyhodnocovanie
a monitoring kvality krajiny a ekosystémov, hladanie rieSeni ako zamedzit
postupnému zhorSovaniu ich stavu, ochrana a revitalizacia.

Konferencia o zriadeni vyskumného a vzdeldvacieho centra UNU bola
nesporne dobrym miestom pre vwmenu vedomosti a sklisenosti medzi
slovenskymi a zahraniénymi odbornikmi. Zaciatok fungovania prestizneho
pracoviska UNU sa predpoklada od roku 2008.

- sa -
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nabizi odbomou inZenyrskou pomoc v oboru bezpednosti vodnich dél
| ochrany pfed povodnémi. Vypracujeme manipulaéni a provozni Fady,
povodfiové plany objektd, obci a Uzemnich celkd, odbomé posudky,
povodhové ajiné studie. projekty oprav aj.
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