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Motto:
I poradi nese informaci

Abstrakt:

Jsou popsany zakladni postupy analyzy dat pro urcovani parametru polohy (stfedni hodnoty
koncentrace analytu), rozptyleni a odpovidajiciho intervalu spolehlivosti pro normalni a pro
lognormalni rozdeleni (typicka data z oblasti stopové analyzy). Jsou popsany  metody
zaloZené na metode maximalni veérohodnosti a metodach vyuzivajicich poradkoveé statistiky
které umoznuji zpracovat vybeéry , kde néktera mereni jsou pod prahem detekce. Na typovém
prikladu je provedeno porovnani jednotlivych postupu

1.Uvod

Jednou ze zakladnich uloh analytické chemie v oblasti stopové analyzy je monitorovani
urovné analytll v oblasti nizkych koncentraci. Obvykle se pozaduje ur¢eni odhadu stfedni
hodnoty a odpovidajiciho intervalu spolehlivosti. S ohledem na omezenou pfesnost a citlivost
meéticich pfistroji dochazi Casto k pfipadim, kdy jsou nékteré métené hodnoty pod limitou
detekce a je tedy k dispozici pouze kvalitativni informace o koncentraci analytu. Tato data
maji bézné nekteré dalsi specifické zvlastnosti:

I. Obsahuji Casto extrémné velké hodnoty, které vSak nemusi byt disledkem chyb méteni

I1. Mohou byt cenzurovana také zhora s ohledem na omezeny rozsah pristroji

IIL. Jsou vzdy kladna a vyrazné zeSikmend k vys$§im hodnotdm

IV. Jejich pocet je casto omezen diky malému poctu vzorki a slozitému zptisobu jejich
ziskavani.

V. Jsou Casto prostorové nebo ¢asove zavisla.

VI. Je obtizné realizovat opakovani stanoveni (tj. vzorkovani a méfeni) za stejnych
podminek, protoze se koncentrace stopovych latek méni jak v ¢ase, tak i v prostoru.

Uvedené zvlastnosti pak omezuji pouziti béznych technik urovani parametri polohy resp.
rozptyleni a identifikace vybocujicich méteni. Také robustni techniky obycejné selhavaji,
protoze eliminuji extrémy, které zde nejsou chybami ale disledkem zeSikmeni rozdéleni dat.

V tomto piispévku jsou uvedeny problémy spojené s velikosti vybéru a zeSikmenim
rozdéleni dat.

Jsou navrZeny postupy pro piipady symetrickych i asymetrickych rozdéleni, kdy jsou
nc¢ktera data pod limitou detekce ( cenzurované vybéry). Jsou ukdzany moznosti pouziti
metody maximalni vérohodnosti a metod zalozenych na potfadkovych statistikach. Jsou
uvedeny i grafické postupy zalozené na principech konstrukce Q-Q grafti [1].



2. Zakladni pojmy
Vyjdéme z ptedpokladu, ze mame k dispozici ndhodny vybér representovany N- tici
dat (x;, x5, xn). Ucelem je odhadnout stiedni hodnotu a rozptyl resp. konstruovat interval
spolehlivosti pro stfedni hodnotu. Tyto ulohy je mozné efektivné feSit jen na zaklade
vhodnych predpokladii o pravdépodobnostnim modelu méfeni a specifikaci typu rozdéleni.
Existuji dvé mezni situace:

1. Rozmezi analyzovanych dat se pohybuje v rdmci jednoho fadu. To umoziuje pouziti
standardnich statistickych metod zaloZzenych na ptedpokladu konstantniho rozptylu
resp. aditivniho modelu méieni.

2. Rozmezi analyzovanych dat se pohybuje v rozmezi nékolika fadi. Pak se miize pouzit
transformace stabilizujici rozptyl nebo multiplikativni model méreni. To vede
k logaritmické transformaci dat

Nevyhodou logaritmické transformace je fakt, Ze pti nizkych koncentracich je absolutni chyba
méteni velmi mald (blizkd 0) aby byla relativni chyba konstantni. To odporuje realité.

V nékterych situacich nelze ziskat vSechny vysledky méteni, protoze se nékteré
vyskytuji pod mezi detekce DL = x; , kde DL = x; odpovida koncentraci na mezi detekce.
Z celkového poctu méteni N necht’ N-n; je Ciselnych (lezi nad limitou detekce) o zbytku n;
méteni je znamo pouze to, ze lezi nékde pod limitou detekce. Tento problém se nazyva tzv.
prosté cenzorovani zdola. Pokud dochéazi k omezeni shora vlivem omezeni pfistroje
(maximalné¢ mefitelna hodnota je UL = xp), takZe je celkem n, méfeni nad limitou
pracovniho intervalu stanoveni resultuje vybér s prostym cenzorovanim shora. Konecné lze
ocekavat 1 ptipad oboustranného cenzorovani, kdy jsou znamy numerické hodnoty pouze pro
N-n;-n, prvkl vybéru. Omezme se pro zjednoduseni na prosté cenzorovani zdola. Cohen
definuje pro tento ptipad tii zdkladni Glohy [2]:

1. Data pod limitou detekce nejsou zaznamenana. Neni tedy zndmo n; a ani N.
Pouze je k dispozici N-n; je Ciselnych hodnot.  Této situaci odpovida tzv.
jednoduché urezani.

2. Je zaznamenam pocet hodnot lezicich pod mezi detekce n; o kterych je znamo
to , ze leZi pod zadanou hodnotou x;. Jsou také k dispozici numerické hodnoty
N - n;prvka vybéru celkové velikosti N. To je ptipad cenzorovani typu 1.

3. NejmenSich n; prvkl vybéru nema numerickou hodnotu, protoze lezely pod
mezi detekce, kterd neni pfesn¢ znama. Pouze se vi, Ze x; je mens$i nez nez
nejmensi hodnota prvka vybéru nad limitou detekce Xni+1y, kde Xni+1)0znacuje
poradkovou statistiku. To je pfipad cenzorovani typu II.

Standardn¢ se fteSi pouze cenzorovani typu I spfedpokladem, Ze vSechna data (i ta
nezaznamenana) pochazeji ze stejného rozdéleni pravdépodobnosti.

3. Vliv zeSikmeni dat na intervaly spolehlivosti

Standardni zpiisob zpracovani jednorozmérnych vybérii spociva ve vypoctu aritmetického
priméru x, a vybdrového rozptylu s”. Je znamo, Ze pokud zpracovavany vybér velikosti N
prochézi z ne - normalniho rozd&leni se stfedni hodnotou p a rozptylem ¢ (<o) ma nahodna
veli¢ina

ZZ\/N*(XA—,U)/O' (1)



asymptoticky normélni rozd&leni. Pokud neni o° znamo, nahrazuje se vybérovou smérodatnou
odchylkou s. Pak ma tzv. Studentova nahodna veli¢ina

t=-IN*(x,—pu)/s )

Studentovo rozdéleni s (N - 1) stupni volnosti. Asymptotickd normalita veli¢iny Z resp.
Studentovo rozdéleni veli¢iny ¢ umoznuje konstrukci intervalu spolehlivosti stfedni hodnoty
. Pii tzv. frekventistickém pfistupu je 100 (1 - o) % na interval spolehlivosti CI definovan
vztahem

P(CIDL u<CIH )=1-« 3)
Symbol P (.) oznacuje pravdépodobnost a a je tzv. hladina vyznamnosti. Obycejné se voli o =
0.05 nebo a = 0.01 stim, ze ¢im je a mensi, tim je interval (CID, CIH) S$irsi. Pfi znalosti
rozptylu ¢ je mozno interval spolehlivosti CI vyjadiit ve tvaru

s
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kde z, ,,, =—z,,, jsou kvantily normovaného normélniho rozd&leni. Pokud neni o’ znamo

1ze pouzit vztah
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kde ¢, ,,,(N—1)=~t,,,(N —1) jsou kvantily Studentova rozdéleni s N-/ stupni volnosti.
Pro ptipad normalniho rozdéleni maji intervaly (4) resp. (5) pfesné 100(/-) % ni pokryti
stiedni hodnoty. To znamend, ze jen v 1002 % ptipadl je stredni hodnota mensi nez CI
(nejistota NP zprava) a v 100e/2 % ptipadu je vétsi nez CI (nejistota NL zleva).Pro piipad ne-
normalniho rozdé€leni plati tyto intervaly pouze asymptoticky tedy pro dostate¢né vysoka N.
Dostatecna velikost N zavisi silné na Sikmosti g;(x) rozdé€leni z kterého data pochazeji [3].

Pro kvantifikaci vlivu Sikmosti na rozdéleni ndhodné veli¢iny Z definované rov. (1) je
mozno pouzit prvniho ¢lenu Edgeworthova rozvoje pro, ktery plati

g, (x)*(x’=1)
6-/N

Zde F,(x) je distribu¢ni funkce normovaného normalniho rozdéleni a f,(x) je odpovidajici
hustota pravdépodobnosti. Sikmost nahodné veli€¢iny Z je dana vztahem

P(Z<x)=F, (x)-

Ju(x) (6)

g,(Z)=g,(x)/IN (7)

Cim je g;(Z) blize k nule, tim je rozdéleni veli¢iny Z bliz§i normalnimu. Z rov. (6) je patrné,
7ze pro rozdéleni dat zeSikmené k vyS$$im hodnotam (tj. g;(x) kladné), je také rozdéleni
nahodné veli¢iny Z zeSikmené k vys$$im hodnotam (tj. g;(Z) kladné). Interval spolehlivosti (4)
pak ma vys$i horni mez CIH a vyssi dolni mez CID neZ odpovida redlnému rozdéleni
statistiky Z. Napft. pro vybér rozsahu N=10 ze standardizovaného exponencialniho rozdélent,



kdy je gi(x)=2, je 97.5 % ni kvantil rozd¢leni veli¢iny Zureny zrov. (6) roven 2.24 a
odpovidajici kvantil normovaného normalniho rozdé€leni je pouze 1.96. Podobné lze urcit, Ze
2.5 % ni kvantil Z je pouze —1.65 oproti odpovidajicimu kvantilu normovaného normélniho
rozdeleni -1.96. Interval spolehlivosti definovany rov. (4) je tedy cely posunut doprava oproti
skutecnému [3].

Také pro kvantifikaci vlivu Sikmosti na rozdéleni nahodné veliCiny ¢ definované rov.
(2) je mozno pouzit prvniho ¢lenu Edgeworthova rozvoje

gi(x)*(2x" +1)

6-/N

P(t<x)=F,(x)+ fu(x) (8)

Zde je opét F,(x) distribuéni funkce normovaného normélniho rozd€leni a f,(x) je odpovidajici
hustota pravdépodobnosti. Pfi porovnani s rov. (6), je patrné opacné znaménko korekéniho
¢lenu, coz znamend, ze pro rozdéleni dat zeSikmené k vy$§im hodnotam (tj. g;(x) kladné), je
rozdéleni ndhodné veliiny ¢ zeSikmené k niz§im hodnotam (tj. g;(z) zaporné). Interval
spolehlivosti (5) pak ma niz8i horni mez CIH a niZ8i dolni mez CID neZ odpovida realnému
rozdeleni statistiky ¢. Interval spolehlivosti definovany rov. (5) je tedy cely posunut doleva
oproti skutecnému [3].

Ptic¢inou toho rozdilu mezi chovanim ndhodné veli¢iny Z a ¢ je korelace mezi odhady
x4 a s . Asymptoticky korelacni koeficient je roven [3].

p(‘xA’S) = £ (x)
\(gy(x)—1

kde g»(x) je Spicatost rozdéleni dat.

Je patrné, Ze problémy s vypoctem intervall spolehlivosti stfedni hodnoty nastavaji pokud
je rozdéleni dat ne-normalni (zeSikmené vpravo) a velikost vybéru je mala. Pfitom, co je mala
velikost vybéru zévisi na Sikmosti rozdéleni dat.

Problémem je nejen posun intervalu spolehlivosti definovaného rov (5) smérem k niz$im
hodnotam, ale také to, Ze pro pozitivné zeSikmena rozd€leni je odhad x4 s velkou
pravdépodobnosti mensi, nez pu. Na druhé strané bylo uréeno, ze interval spolehlivosti
definovany rov.(5) je pomérn¢ robustni.

V dal$im se omezime na dvé zdkladni techniky omezeni vlivu zeSikmeni dat pro:

)

A. SniZeni asymetrie rozdéleni nahodné veli¢iny ¢
B. Vypocet korigovaného priméru

Casto pouzivana symetrizaéni transformacedat je podrobné popsana v knize [1].

V ptipadé (A) jde o pouziti vhodné transformace vedouci ke zlepSeni statistickych
vlastnosti testovacich statistik (A). Tento postup neni prost jistych omezeni a vzdy je vyuzito
rozvoje do fady a pouziti nékolik prvnich ¢lent. V ptipadé (B) se pouziva klasicky interval
spolehlivosti pro korigovany prumeér, ktery je blize stfedni hodnoté (vyssi nez x,).

4. Omezeni asymetrie rozdéleni Studentovy statistiky
Asymetrie rozdé€leni t statistiky je zfejma z Edgeworthova rozvoje definovaného rov. (8).
Johnson navrhl nahradit ¢itatel rov (2) n€kolika ¢leny inverzniho Cornish Fisherova rozvoje.



_ * _ g,(x)*s g,(x)
ty =N [(x, =)+ 2E 2

Pro tuto transformaci jiz ptiblizné plati, ze

(xA _/u)zj/s (10)

P(t, <x)=F,(x) (11)

Johnsonova transformace ¢ statistiky vSak neni obecné ani monoténni ani v
neupravené formé invertovatelnd. Tyto problémy eliminuji transformace navrzené Hallem [4]

+g,(x)*K2 + g](x)2 * K’ n g,(x)

t, =K 12

" 3 27 6N (12)
resp.

2R K *
3% rv*exp(—gz(x)_l)

p :gz(x)+ 3\/N (13)

6N 2%g,(x)
Zde

szA_ILl

S

Ob¢ tyto transformace nasobené faktorem N spliiuji rov (11) tj. vedou k priblizné
normalité (redukci Sikmosti) a jsou invertovatelné . Inverzni forma statistiky #5 se zahrnutou
nasobivou konstantou ma tvar

,1 _S*W w, Vo &I(x) s
ty (y)= (%) [(1+g,(x) (W 6N ) 1] (14)

Pii sledovani turovné Skodlivin je prakticky zajimavy pouze pravostranny interval
spolehlivosti (jednostranny interval spolehlivosti zprava tj. horni hranici stfedni
hodnoty).Tento interval se ¢asto pouziva u rozdéleni zeSikmenych vpravo k uréeni povolené
horni hranice napt. zne€isténi Pro horni mez pravostranného intervalu spolehlivosti pak plati,
ze

HEX, 1y (2, )F (15)

N

Inverzni forma pro #y; je uvedena c préci [4].

Misto normované¢ho normalniho kvantilu z se doporucuje pouzit odpovidajiciho kvantilu
uréen¢ho z Bootstrap vybéri (viz. [4]). Misto transformace definované rov. (14) lze pozit
zjednodusenou versi

- (x)*(y /3+1/6
t Uv=y—g(&)(3N+ ) (16)

Tato transformace se pak dosadi do rov (15). Opét je moZno pouzit Bootstrap kvantila. Jak je
patrné znalost Sikmosti vybérového rozdéleni je zde nezbytnou podminkou pro pouziti
korekci.

V préci [3] byl na rozsahlém simula¢nim experimentu uréen vztah mezi nejistotou pokryti
zleva , zprava a z obou stran. Nejistota pokryti zprava NP vyjadiuje pravdépodobnost, Ze




skutec¢na stfedni hodnota je niz$i nez meze intervalu spolehlivosti. Pro nejistotu pokryti zleva
NL se urCuje pravdépodobnost, ze skute¢nd stfedni hodnota je vysS$i neZz meze intervalu
spolehlivosti. Nejistota pokryti z obou stran NC je pak sjednoceni obou chyb pokryti, tj.
NC=NP+NL.

Pro Sirokou tfidu rozdé€leni bylo nalezeno, ze

NP=a/2+[-0.73+0.71*exp(-a/2)] * g,/ /N (17)

NL=a/2+[0.19+0.026*In(a/2)] * g, /IN (18)

Z téchto rovnic se d& napi. urcit potiebna velikost vybéru, aby byla zachovéna
nejistota pokryti jako rozdil mezi pozadovanou pravdépodobnosti pokryti (napt. 0.95) a
dosazenou pravdépodobnosti pokryti (napt. 0.94).

Dalsi moznosti pouziti vySe uvedenych vztahl je fixovat nejistotu pokryti na zvolené
hodnot¢ a pro znamé N 1 g;(x) nalézt pravdépodobnost a* pro vypocet kvantilu Studentova
rozdeleni. Takto opravené kvantily se pak dosadi do rov (5). Klasicky pravostranny interval
spolehlivosti ma tvar

S

HUEx, +t, (N-1)* (19)
A 1 \/N
Po dosazeni do rov (18) za NL = (.05 rezultuje vyraz
O=a +[0.19+0.026 *In(a" )]g,(x)/~IN —0.05= f(a") (19a)

Kotenem funkce f(a )je pak a* , pro které se spo¢itd opraveny kvantil Studentova
rozd¢leni, tj. hodnota ¢, ,+(N-1), ktera se dosadi do rov (18). Pro hledani kotene Ize s vyhodou
pouzit derivaéni metodu seéen protoZe je prvni derivace f (o ) rovna
C s 0.026 *
S =15 P08
a /N

5. Vypoéet korigovaného pruméru

Jednoducha moZnost jak pocitat korigovany primér pro stanoveni intervalu
spolehlivosti u asymetrickych rozdéleni je zalozena na Johnsonové transformaci. Opraveny
prameér xp ma tvar

s*g,
6N

) (20)

Xo=(x,+

Je patrné, Ze velikost korekce opét souvisi se Sikmosti a po¢tem méteni. Na rozdil od
ptedchoziho postupu se vSak méni poloha centra.

Dalsi moznosti je pouziti odhadii minimalizujicich pendle za precenéni resp.
nedocenéni odhadu stfedni hodnoty. Chenova [5,6] zavedla tzv. MCE odhad xscz ve tvaru

Xyep =X, +d*s (21)



kde d se pocita podle vztahu

2 * * *
2/N +\/4_b+4 N, 8*log(a)*IN )

d=05*b-
[ g,(x) 3 g,(x) b*g,(x)

Volba a a b souvisi se zvolenym pendle. Doporucuje se a = / a b = 2 1 kdyZ na
zéklad¢ simulaci vychazi spiSe a = 10 a b = 3. Zajimavé je pouziti koncepce vychazejici
z kompromisu mezi vychylenim odhadu a pravdépodobnosti, ze bude lezet nad stfedni
hodnotou. Na tomto zéklad¢ byl navrzen penalizovany primér xp , pro ktery plati, ze

v =xt B e 1 P ) ©3)

Zde f{(x4) resp F(x,) jsou hodnoty hustoty pravdépodobnosti a distribu¢ni funkce, které se
nahrazuji neparametrickymi odhady. Pro urceni f{x4) se doporucuje vztah

int(~IN )

0= s ae

(24)

Zde A(x,) se bere jako k- ta nejmensi hodnota rozdilt w; = abs(xi-x4), kde k = int(N*). Jde
vlastné o k - tou potadkovou statistiku. Hodnota distribu¢ni funkce se pocitd jako pocet
hodnot prvki vybéru lezicich pod x4 déleny N. Je mozné pouzit i dalSich neparametrickych
odhadi zalozenych naptf. na poradkovych statistikach. DalSim zlepSenim je pouziti
upravené¢ho vybéru uvazujiciho extrémy. V upraveném vybéru se nejvyssi potradkova
statistika x) nahrazuje hodnotou x,+4.5 s, pokud je vétsi.Tato modifikace se doporucuje pro
silné¢ zeSikmena rozdéleni, kde se vyskytuji hodnoty, sice extrémné vysoké, ale pattici do
vybéru.

6. Modely méreni

Jak bylo demonstrovano vyse je zdanlivé jednoduchy ukol stanoveni intervalu
spolehlivosti stfedni koncentrace analytu silné komplikovan pro ptipady, kdy rozdéleni dat
neni normalni. V této kapitole jsou ukazany zédkladni modely méteni, ze kterych rozdéleni dat
vlastné vychazi.

Aditivni model méreni
Pro tento nejcastéji pouzivany model je vysledek méteni x roven

X=u+e& (25)
kde x je skute€na hodnota métené veli€iny (koncentrace analytu) a & je ndhodna chyba
s rozd¢lenim charakterizovanym hustotou pravdépodobnosti f(¢). Bé€zné se dale
predpoklada, ze

e stfedni hodnota chyb méfeni je nulova, t.j. E(g)=0,
e rozptyl chyb méfeni je konstantni, t.j. D(g)=oc"
o chyby jsou vzajemné nezavislé .t.j. E(g *&,)=0

e chyby maji normalni rozdgleni t.j. £ ~ N(0,0°)



Pokud 1ze vSechny tyto pfedpoklady pfijmout ma vysledek méfeni x normdlni rozdéleni
x~N(u,0%).

V piipadé , kdy E(e) =k, se tato konstanta vlastné pficte k u a resultuji systematicky
vychylené odhady stfedni hodnoty, protoze vyjde, Zze E(x)=u+k.

Predpoklad o konstantnosti rozptylu. je ekvivalentni pozadavku konstantni aditivni chyby
méficiho piistroje A = o . Pro aditivni model je tedy relativni chyba

S=Alx (26)

Predpoklad o nezavislosti méfeni je v fad¢é piipadi splnén. Potize mohou nastat napi. u
dynamickych experimentti, kde mize dojit vlivem vzorkovani na jedné soustavé ke vzniku
autokorelace I.fadu

(27)

— *
&=p%e | tu,
Zde u; je ndhodna veli¢ina s konstantnim rozptylem Plati, Ze uy = 0. Autokorela¢ni koeficient

pje korela¢ni koeficient mezi dvojicemi xj a xj+7, 1= 1,...,M - 1. Lze urcit, Ze
2

D(u)=D(x) = (28)

1-p?
Je patrné, ze v piipadé vyrazné autokorelace dojde ke zvySeni rozptylu. Autokorelacni
koeficient p se obycejné¢ odhaduje pomoci vztahu

N-1
Z(xj =X ) *(x =X y)

p= (29)

[s* (N -1)]

kde s° je vyb&rovy rozptyl a x ,je aritmeticky primér. Orientaéné plati, e pokud lezi p
v intervalu

2/ M <p<2/ M

lze povaZzovat p za nevyznamny. Pfedpoklad, Ze chyby maji normélni rozdéleni je potiebny
pro konstrukci intervalii spolehlivosti (neurcitosti vysledkii méteni) resp. testovani hypotéz.
Pokud je k dispozici dostatek dat, 1ze odhadnout rozdéleni chyb & z rozdéleni x méfeni,
protoze pro model (25) je tvar hustoty pravdépodobnosti totozny.

V chemické analyze je CastéjSim jevem asymetrické rozdéleni dat zeSikmené k vyS$im
hodnotdm. Pro odstranéni této asymetrie se ¢asto pouziva vhodna transformace 4(x) . Ta vsak
v piipad¢ platnosti modelu (1) vede ke vzniku nekonstantniho rozptylu

D(h(x)) = [%} * o (30)

YV ow

Napt. pro bézn¢ doporuc¢ovanou logaritmickou transformaci /(x)=In(x) vyjde



D(h(x)) = (%j = 5> 31

To znamend, Ze misto konstantni absolutni chyby je v této transformaci konstantni relativni
chyba (variaéni koeficient), coz odporuje piijatému modelu méfeni. Korektni analyza zde
vyzaduje pfimé pouziti zeSikmeného rozdéleni a konstrukci nesymetrickych intervalt
spolehlivosti.

Multiplikativni model méieni
Je zaloZen na pfedpokladech konstantni relativni chyby a nezapornosti méteni (jde o fyzikalni
veli¢iny souvisejici s hmotou).

x=pu*exp(e) (32)

Zde & ma stejné vlastnosti jako u modelu aditivniho (rov.(25)).
Po korektni logaritmické transformaci ptechazi tento model na aditivni model v logaritmech

In(x) =In(u)+¢ (33)
Nevyhodou multiplikativniho modelu je piedevSim to, ze pro velmi nizké koncentrace

resp.malé u vychdzi absolutni chyba  méfeni pfili§ nizkd [1]. Pokud plati, ze

In(x) = N(v,7>) ma vysledek méfeni x lognormalni rozdéleni s parametry
u=exp(v+c’/2) o=u’(exp(z’)—1)

Krome¢ stiedni hodnoty se pouziva pro charakterizaci polohy také geometricky primér
e = exp(E(In(x))) = exp(v)

Lze snadno dokézat, ze plati
P(x<u;)=P(x<exp(v))=P(n(x)<v)=0.5

To znamena, ze geometricky primér je roven medianu
med(x) = exp(v) = lg

Pro odhady parametra se pouziva dat v logaritmické transformaci

N N
v:iZInxi t= LZ(lnxi—mz fL=exp(P+£>/2) (34)
Ni:l N_1i=l

Pro rozptyly odhadu plati

2

y7,

m D(fig)=E(fg) [exp(z” /N)—1] (35)

D(f) =



Stiedni hodnota geometrického priiméru je E(f,)=exp(v+7°/2N). Oba priméry jsou
vychylené odhady. Geometricky primér je pro tento model méfeni vyhodngj$i nez
aritmeticky pramér [7].

V ptipadé, Ze se pouzije ,,nevhodnd* logaritmicka transformace na model (25) vyjde

In(x)=In(u+e)=Inu+In(l+¢&/ u) (36)

S vyuzitim Taylorova rozvoje lze psat In(1+x)=x—-x>/2+x’ /3+x"* /4 apak
In(x)~In(u+¢e)=Inpu+e/ u—05*(/u)’ +(&/ 1)’ 13— (e/ 1)* /4.

Pokud ma ndhodn4 veli¢ina S rozdéleni N(u, o) plati pro jeji centralni momenty
u, =E[(S - )]

tyto vztahy

u, =0 prorliche

r

rl o

T (/22

H,

Pro malé relativni chyby méteni 6 = o/ i 1ze pak s vyuzitim tohoto vztahu nalézt vyrazy pro
stitedni hodnotu a rozptyl /n(x) ve tvaru

E(lnx)=Inu—0.5%5>-0.75*5*
a
D(nx)=8>+25*%6" +4.66*5° +6*6°

Pokud vychézi Sikmost vétsi nez 0.35 doporucuje se volit tfi parametrové lognormalni
rozdeleni s prahovou hodnotou A [8]. Pfi znalosti A lze misto x pouzit x-A ve vSech vySe
uvedenych vztazich. Pro rychly odhad A lze pouzit pofadkovych statistik xg; tj. vzestupné
setfidénych hodnot vybéru.

% ~2
Xy " Xy ~ Xos

A=

* ~
Xy + Xy = 2% X5
Ptesnéjsi odhad A je uveden v knize [1].

7. Odhady parametri
Z vyse uvedeného je patrné, Ze rozdé€leni vysledki métfeni pro oba zékladni modely
obsahuje stfedni hodnotu a rozptyl, res. Jesté dalsi parametry. Lze tedy predpokladat,ze i- té

méfeni pochazi zrozdéleni f(x,,u,0°,a)s nezndmymi parametry u,c°,a Pro ziskani
odhadi parametrt rozdéleni vysledki méfeni na zdkladé nahodného vybéru velikosti N Ize
pouzit celé fady metod. Tradicni momentova metoda je zalozend na porovnani vybérovych



momentil a teoretickych momentii rozdéleni f(x;, u,0°,a). Vysledkem je soustava m rovnic

o m nezndmych u,o°,a. Pro ptipad normélniho rozdéleni a aditivniho modelu méfeni

vyjdou jako odhad stfedni hodnoty aritmeticky primér x4 a jako odhad rozptylu vybérovy
rozptyl s>. V nékterych piipadech lze misto momentl pouZit jinych charakteristik jako jsou
napt. vybrané kvantily. Nevyhodou téchto modeld je je slozité urcovani jejich rozdéleni a
piesnosti.

Tyto problémy odstrafiuje metoda maximalni vérohodnosti, kdy se ziskavaji odhady
maximalizujici v€rohodnostni funkci L resp. jeji logaritmus. VEérohodnostni funkce je obecné
sdruzend hustota pravdépodobnosti vSech méfeni ve vybéru. Za predpokladu nezavislych
chyb méfeni ¢; je vérohodnostni funkce resp. jeji logaritmus ve tvaru

1nL(,u,0'2,a)=21nf(xi,u,0'2,a) (37)

Maximaln¢ vérohodné odhady parametrii jsou pak ur¢eny z podminek maxima vérohodnostni
funkce , tedy soustavy rovnic

OInL(u,c?,a) 0 AInL(u,c?,a) _0 OInL(u,c?,a) 0
au oo’ au

Jde opét o obecné o soustavu m nelinearnich rovnic pro m proménnych.
Pro ptipad normalniho rozdéleni a nezavislych méfeni ma logaritmus vérohodnostni funkce

tvar
Z (x; — 1) ?
In(L) = (=N /2)*[In(27) + In(c* )] - -

2
O

Pro prvni derivace logaritmu vérohodnostni funkce pak plati, ze

2
aIn(L) 2= N

X, —2*N*pu = -
Zi: oc? [0 \2]? 20°

OlIn(L) 5
ou

Maximalné vérohodné odhady stfedni hodnoty a rozptylu pro normalni rozdéleni jsou tedy
opé€t (pro vétsi rozsahy méfeni N) totozné s vybérovym prumérem a vybérovym rozptylem.
Vyhodou pouziti metody maximalni vérohodnosti je moznost stanoveni rozptyli odhada
z matice druhych derivaci vérohodnostni funkce, asymptotickd nevychylenost a asymptoticka
normalita pro libovolné rozdé¢leni dat [1].

Pro nékterd rozdéleni souvisejici s normalnim Ize ziskat odhady parametri polohy a
rozptyleni s vyuzitim poradkovych statistik.

X(1) <X2) < ... <XnN)

které jsou vlastné vzestupné setfidénymi hodnotami prvkt vybéru. Je ziejmé, ze x( je
nejmensi prvek vybéru a xu) je nejveétsi prvek vybéru. Da se ukazat, ze pokud je Fe(x)
nezndma vybérova distribuéni funkce ma nahodna velic¢ina z, = F,(x;) nezdvisle na této
distribu¢ni funkci rozdéleni Beta Be [i, N-i+1]. Plati tedy, Ze stfedni hodnota je

i
Feo) =y



kde E(.) je operator stfedni hodnoty. Poradkové statistiky z , z; 1, j=1,...N jsou korelované s
kovarianci zavislou na 1,j a N. Pro piivodni potfaddkové statistiky pak plati, ze

E(x(,-)) = F;_l(z(i)) =0,(F)

Q<(P;) je kvantilova funkce a P, =

1

i
N +1
kvantilu Q¢(P;) pro pravdépodobnost P;. xp=Q.(P) . Pokud je tieba ziskat odhad kvantilové
funkce mimo polohy potadkovych statistik, tedy pro zadanou pravdépodobnost p, kde i/(n+1)
<P <(@i+1)/(n+1) voli se bézn¢ linearni interpolace..

. Poradkova statistika x;, je tedy hrubym odhadem

PN+ P—i

X p = (N +1)(————
o = (N +I) Nl

)(X(M) - x([)) + X

Rozptyl D(xp) lze vy¢islit ze vztahu

_ PA-P)

PO = N P )

Poradkové statistiky se daji pouzit pro soucasné feseni dvou tuloh, tj. stanoveni typu rozdéleni
vybéru a odhad jeho vybranych parametra pii vyuziti tzv. Q-Q grafi. Zakladni myslenka
vychézi z faktu, Ze pokud je rozdéleni vybéru (F.) totozné s predpokladanym teoretickym
rozdélenim(F;) musi platit is shoda kvantild, tedy

Xiy = F;1 (P)

Tato zavislost (Q-Q graf) je tedy p¥imka. Pro vypocet F, '(P;) je tieba znat obecné viechny
parametry teoretického rozdé€leni. V tad¢ ptipadl je vSak mozna standardizace

kde R je parametr rozptyleni resp. méfitka (pro normalni rozdéleni je to o*) a Q je parametr
polohy resp.prahova hodnota (pro normalni rozdéleni je to ). Standardizované kvantilové
funkceQy(P;) = Fs, '(P;) pak jiZ obsahuji jen tvarové faktory. V piipadé shody obou rozd&leni
pak resultuje ptimkova zavislost

Xip =O0+R*Og(P)=a+b*Q(F,)

Pro normélni rozdéleni jsou Qg(P)=®'(P,) rovny kvantilim normovaného normélniho

rozdéleni. Odhad stfedni hodnoty pak odpovida absolutnimu ¢lenu a a odhad smérodatné
odchylky smérnici b regresni ptimky. Pro odhad parametrii z Q-Q grafii je mozno pouzit bud
nevazenou metodu nejmensich ¢tvercii nebo vazenou metodu kdy véhy odpovidaji korelaci
mezi poradkovymi statistikami a jejich rozptylim. Pro dvou-parametrové lognormalni
rozd€leni se vyuziva logaritmi pofadkovych statistik In(x ). Pro ptipad tfi-parametového

normalniho rozdéleni je vyhodné pouzit zapisu hustoty pravdépodobnosti ve tvaru [9]



! exp{— 12 [In(1+ 0 *Y)]*}

f(X)Z\/E*ﬂ'*(l-f-O'*Y)*T 20

kde Y =x—u/7 aplati, ze x>(u—17)/0o . Pii pouziti transformace
z=In[(l+o*Y)"7]

“ma ndhodna veli¢ina z normované normalni rozdéleni N(0,1). Potfadkova statistika x; pak
souvisi s pofadkovou statistikou normovaného normalniho rozdéleni zy podle vztahu

exp(o *z;) —1

}z,u+r*gi(0')
o

x(i)=y+r*{

Blom doporucuje ur¢eni odhadu g(o) s vyuzitim poradové pravdépodobnosti P; , kdy

gi(a){ex"(a*@_] (P"H}
(o2

kde je vhodné volit pofadovou pravdépodobnost s korekei [9]

p_ i+0.31330 -0.3927

38
' N +0.2146 (38)

V ptipad¢ zndmého o je tedy mozné odhadnout parametry u, 7 jako usek a smérnici regresni
piimky x, ~u+7*g,(c). Pro korekci (38)lze urcit prvky vdhové matice V pro metodu
vazenych nejmensich ¢tvercil ve tvaru

V,=2(N+1)(N+2)*h’ V,

i+1,i

=V =—(N+D(N +2)*h; *h,,, V,,; =0jinde

ke h = oo I+ )
explc * DO (i /(N +1))]

Pokud neni o znamo, lze pouzit iterativni postup jeho postupného zptesiovani z prvnich
odhadli [9]. Véhovd matice V ukazuje na vychyleni vznikajici pouZzitim nevazenych
nejmensich ¢tverct.

8. Cenzorované vybéry

Pro odhady parametrii v cenzorovanych vybérech lze pozit jak metodu maximalni
vérohodnosti, tak 1 metody zaloZzené¢ a potfaddkovych statistikich. Omezme se na piipad
cenzorovani typu I, kdy zname limitu detekce x; (mez pod kterou se jiz zaznamenava pouze
»pritomnost* méfeni) a predpokladejme, zndme rozdé€leni dat charakterizované hustotou
pravdépodobnosti f(x) resp. distribuc¢ni funkci F(x). Pro cenzorovana méteni lze pii znalosti
distribuc¢ni funkce méfeni urcit pouze pravdépodobnost s jakou lezi pod mezi detekce, ktera je
rovna F(x;). VeliCina n; se uvazuje jako ndhodnd, protoze nelze a priori piedpoveédét,
v kterém vzorku dojde k piekroc¢eni meze detekce a v kterém ne. VSechny mozné kombinace



n; prvka, které ve vybéru velikosti N lezi pod limitou detekce jsou dany binomickym
koeficientem N//(n;!*(N-n;)!). Vérohodnosti funkce ma pro tento pifipad tvar

In(L) = n'*(]]VV') F(X )" * Hf(x(l)) (39)
1 i=n+1

Pro pfipad, kdy se uvazuje omezeni zprava, tj, n, prvkd lezi nad pracovnim rozmezim
piistroje xy ma vérohodnostni funkce tvar
N n N-n,
In(L) _W[l Fxy)]™ * Hf(x(,))

Koneéné pro ptipad omezeni z obou stran platl, 7e

N-n,

In(L) = . M "= F e )] * ] G)

2 i=n;+1

Pro zndmé rozdelem dat 1ze tedy dosadit do téchto vztahil a po logaritmovani resp. derivacich
nalézt maximaln¢ vérohodné odhady parametrt.
Pro pfipad normalniho rozdéleni dat nalezl Cohen [2] vztahy pro odhad stfedni

hodnoty x,. a rozptylu sZ odpovidajici maximalizaci rov (39) s vyuzitim odhadd stfedni
hodnoty a rozptylu z necenzorované c¢asti dat

1 . 2 2
Xan = zx(i) Sy = Z(X(z) X4v)
N—n, i=n+1 N n —1,5 1y +1
Plati, ze
2 2 2
Xyo =Xy —A* (X 4y —x1) Se =8y A% (x iy —xp) (40)

Parametr A zavisi na odhadnutém podilu cenzorovanych dat Z=n,/N a na parametru
g=sy/(x, —x,)*. Jeho hodnoty jsou tabelovany a existuji také empirické vztahy [11].
Algoritmus numerického urceni parametru A je popsan v praci [12].

Je tedy patrné, Ze zanedbdni cenzorované casti dat vede k nadhodnoceni aritmetického
pruméru a podhodnoceni rozptylu v zavislosti na velikosti parametru A .

Misto optimdlniho feSeni Casto postacuje jednokrokovy odhad zaloZeny na ptedpokladu, ze
pocet hodnot pod limitou detekce mad binomické rozdéleni [10,11]. Pro odhady stfedni
hodnoty x,., arozptylu s, pak plati, ze

&
Zx(n
i=n+1 _
Xgcs =Xan —q %Sy Sé/ = N+n _(XAN)Z_Szzv*(q*(D l(h)_qz) (41)
-

Korek¢ni faktor ¢ ma tvar

exp(~0.5*[® " (1)]*)

N
T Wenyon

Odhady x,., a s¢, lze tedy urcit relativné snadno bez nutnosti pouziti specidlnich tabulek.

Pokud bude ptedpokladané rozdéleni dat dvou-parametrové logaritmicko normalni sta¢i misto
hodnot x;) pouzit jejich logaritmii /n (x;)) a logaritmovat i limitu detekce. Pro tfi-parametrové



logaritmicko normalni rozdéleni a cenzorovani z obou stran nalezl vhodné iterativni feSeni
Tiku [13]. Existuje pochopitelné¢ také moznost hledat pfimo maximum vérohodnostni funkce
(39) s vyuzitim nelinearnich optimaliza¢nich metod.

Velmi jednoduSe je mozné pouzit pro odhady parametrii cenzorovanych rozdéleni Q-Q grafi,
protoze potradkové statistiky jsou zaloZeny na potadi a pro konstrukci Q-Q grafu staci jen
vybrané potadkové statistiky (ty, které jsou nad limitou detekce). Pro piipad normélniho
rozdéleni a prostého cenzorovani zleva se tedy vynaseji hodnoty x; pro i = n;+I proti
kvantilim normovaného normalniho rozdé&leni ®~'(P) pro i = n;+1. Pofadkové statistiky je

vSak tfeba upravit s ohledem na cenzorovani, tedy

n71+N—n1 i—-0.375-n,
" N N (N+025-n

Opét lze pouzit jak vazené tak nevazené metody nejmensich ctverct. Po logaritmické
transformaci je mozno odhadovat parametry dvou parametrového logaritmicko normalniho
rozdéleni resp. pouzit riznych specialnich postupt pro tii parametrové logaritmicko normalni
rozdéleni. Nevyhodou tohoto postupu je vychylenost odhadli a mald pfesnost pro malé
vybéry. Pokud je podil cenzorovanych méteni 2 mensi jak 0,25 je mozno pouzit pro
statistickou analyzu pouzit median a interkvartilové rozpéti protoze pro jejich urceni
postacuje znalost poctu hodnot pod limitou detekce. Navic dojde ke zrobustnéni odhadii. Pro
porovnani odhadii ziskanych z Q-Q grafu metodou robustni regrese sa odhady x,., a sg,

byl sestaven program LCENZ v jazyce MATLAB. Tento program by pouzit pii feSeni
ptikladu 1.

9. Praktické dopliky

Pti zpracovani experimentalnich 1 neexperimentalnich dat zalezi na mnozstvi
informaci, které jsou ptfed vlastni analyzou k dispozici. Existuji tfi zékladni skupiny
s ohledem na Uroven informaci:

A.Vime vSe — tj. zndme pravdépodobnostni model —pak sta¢i jen ovéieni predpokladi jeho
platnosti pied vlastni konfirmativni statistickou analyzou

B.Nevime nic — buduje se datové zéavisly pravdépodobnostni model — pak se provadi
komplexni analyza dat (prizkumova, transformace, porovnani vybérového rozdéleni
s teoretickymi atd.)

C.Néco tuSime — konstruuje se empiricky model zahrnujici jak znamé tak i datové zavislé
informace — pak se realizuje jak analyza dat tak ovéfovani predpoklada

Zdanlivé nejjednodussi ulohou je odhad intervalu spolehlivosti stfedni hodnoty na
zaklad¢é vybéru (x;, x5, ...x,) z (ne)znamého rozdéleni f{x). Zakladni problém je nenulova
Sikmost (g; # 0) a Spicatost odpovidajici nenormalnimu rozdé€leni. (g2 # 3). Vybrané techniky
byly diskutovany sohledem na data zoblasti Zivotniho prostfedi v pfedchozim textu.
V obecném ptipadé lze pouzit také dalsi postupy:

- robustni metody
- pouziti zeSikmenych rozdéleni
- pocitacove intenzivni metody
- generalizovana linedrni regrese



Jak tyto tak 1 dal$i postupy konstrukce intervalu spolehlivosti sttedni hodnoty jsou zaloZeny
na néjakych predpokladech a nejsou universalni pro vSechny situace. VétSina postupl je
uvedena v knize [1]. Pro pfipad cenzorovanych méfeni je tfeba volit specialnéjsi postupy,
které zabrani podcenéni rozptylu a piecenéni odhadu stfedni hodnoty.

10. Priklad Urceni koncentrace necistot v_surovinéi
V ramci monitorovani kvality suroviny byla sledovéna koncentrace néistot v ug/g (data byla
publikovéna v [2]). Ziskané koncentrace v pg/g jsou
DL DL 1.241.49 1.501.56 1.61 1. 78, kde DL oznacuje hodnoty pod limitou detekce.
Limita detekce piistroje je limd = 1 pg/g .Uéelem je odhad stfedni hodnoty rozptylu a
intervalu spolehlivosti za pfedpokladu normalniho rozdé¢leni.
Nevhodny postup s vynechanim hodnot pod mezi detekce.
Primér = 1.53 a vybérova smérodatna odchylka = 0.177 .Kvantil t rozdéleni ty¢75(5) =2.571
95 % ni interval spolehlivosti UC = 1.72 LC =134
Maximalizace vérohodnostni funkce
Parametr h = 0.25, parametr g=0.11 a tabelovana hodnota 2 = 0.3387
Primér = 1.35 a vybérova smérodatna odchylka = 0.355
95 % ni interval spolehlivosti UC = 1.72 LC =098
Jednokrokova aproximace maximalizace vérohodnostni funkce
Primér = 1.46 a vybérova smérodatna odchylka= 0.2 .
95 % ni interval spolehlivosti UC = 1.67 LC=125
Poradkové statistiky
Na obr 1. je rankitovy graf spolu s regresnimi pfimkami pro klasickou a robustni MNC.

Rankitowy graf
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Ze smérnice a useku uréenych klasickou MNC vyslo
Primér = 1.43 a vybérova smérodatnad odchylka= 0.24 .
95 % ni interval spolehlivosti UC = 1.68 LC=118

Je patrné, Ze postupy berouci v uvahu limitu detekce vedou k vyrazné nizsi dolni mezi
intervalu spolehlivosti.

8. Zavér

Je patrné, Ze statistické zpracovani dat v oblasti stopové analyzy ma celou tfadu
specifickych zvlastnosti. V fad¢ ptipadl je tieba budovat i pro zdanlivé jednoduché situace
pomérné komplikované modely. Formalni aparat statistiky resp. pfizpisobeni dat potiebam
statistické analyzy bez hlubsiho rozboru zde mize vést ke katastrofickym zavéram.

Podékovani:
Tato préace vznikla s podporou vyzkumného centra Textil LNOOB090
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