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Abstrakt:

Jsou popsdny zdkladni problémy vznikajici v disledku pouziti vicerozmérnych dat. Je
pojedndno o vybranych projekcich pro obecné korelovand data a jsou uvedeny nékteré
moznosti snizovani dimense ve statistické analyze vicerozmérnych dat.

1.Uvod

Jednim ze zékladnich rysi vicerozmérnych dat je jejich rozmér (dimense),
ktera komplikuje jak jejich statistickou tak i prizkumovou analyzu. Pro
znazornéni vicerozmérnych dat je pak tfeba hledat vhodné projekce, velikosti
vybérli musi byt znaéné vétsi nez u jednorozmérnych dat a fada statistickych
technik narazi na obtize. Je tedy vzdy ugelné uvaZovat o redukci dat, ktera miaze
byt vyhodna zejména pokud plati, Ze:

a) fada proménnych ma variabilitu na arovni Sumu takZe jsou s ohledem
na statistickou analyzu nadbyteéna.

b) Vdatech existuji vyrazné linearni vazby (korelace), které jsou
zpusobeny bud’ pouzitim redundantnich proménnych nebo vazbami
vyplyvajicim i z jejich podstaty. Tyto proménné Ize &asto bez Ujmy na
pfesnosti nahradit podstatné mensim poctem proménnych, které jsou
Jiz nekorelované.

Zakladnim ddvodem pro redukci po&tu proménnych viak miize byt tzv.
» prokleti vicerozmérnosti“ (multivariate curse), které se projevuji jiz v tom , Ze
pocet dat potfebnych k zachovani stejné presnosti p¥i odhadu funkce nékolika
proménnych je exponencidlng rostouci funkci jejich po&tu. V piipadé
vicerozmérnych dat se také vyskytuje problém tzv. ,prdzdného prostoru®, ktery
klade dalsi naroky na zvétSovani velikosti vybéru.
Samostatnym problémem je vyjadieni vzdalenosti, které se pouziva v fadé
metod jak prizkumové tak i konfirmativni statistické analyzy dat. Misto
klasické  Eukleidovské  vzdalenosti je vyhodné pouzit  vzdalenost
Mahalanobisovu, ktera bere v tvahu i korelaéni vazby.



Tento pfispévek je zaméfen na diskusi ke tfem vySe zminénym
problémim vicerozmé&rné statistické analyzy dat, tedy:

1. Dusledky ristu dimense vicerozmérnych dat
2. Snizovani rozmérnosti dat
3. Vybrané projekce vicerozmérnych dat

Protoze je snahou demonstrovat zakladni a pfitom opomijené skute¢nosti
Je omezen matematicky aparat resp. citovani pavodnich praci. Ctenaf nalezne
oboje v knihach [1-5].

2. Zakladni postupy

Vyjdéme z jednoduchého zadani, kdy je k dispozici pro »n objektti (bodi)
celkem m znakd (proménnych) vyjadienych v kardinalni $kale . Zdrojova matice
X ma rozmé€r n X m, kde standardné plati, Ze n je podstatné vy$si nez m.
Piedpokladejme, ze veli¢ina m definuje dimensi problému (urdujici podet
znak).

Pfed vlastni aplikaci vhodné metody vicerozm&rné statistické analyzy je
tieba vzdy provést exploratorni (prizkumovou) analyzu dat, ktera umoZiiuje:

(a) posoudit podobnost objektii resp. jejich tendenci ke shlukovani,

(b) nalézt vybocujici objekty, resp. jejich znaky,

(¢) stanovit, zda lze pouzit ptedpoklad linedrnich vazeb,

(d) ovefit predpoklady o datech (normalitu, nekorelovanost, homogenitu).

Pro ucely prizkumové analyzy vicerozmérnych dat se pouZziva riiznych
technik, umozZiujicich jejich grafické zobrazeni ve dvourozmérném
soufadnicovém systému a u nové&jsich vypodetnich prosttedka i v t¥irozmérném
soufadnicovém systému. Toto zobrazeni umoziiuje zejména:

a) identifikaci objektd nebo jejich slozek, které se jevi jako vybo&ujici,

b) indikaci rdznych struktur v datech, které ukazuji na heterogenitu
pouZitého vybéru nebo pfitomnost riznych diléich vybéra s odliSnym
chovanim.

Na zaklad€ t€chto informaci a vysledki testd normality (piip. grafickych
ckvivalentd t&chto testl)) pak miiZe byt pfed vlastni statistickou analyzou
provedena fada rliznych korekei, vedoucich k odstranéni nehomogenity vybéru
a ptiblizeni se k vicerozmérné normalité.

VétSina pouzivanych technik pro zobrazeni vicerozmérnych dat se da zatadit do
jedné ze dvou zdkladnich skupin, ato zobecnéné rozptylové diagramy nebo
symbolové grafy.



Pro zakladni pfipad dvojice ndhodnych znaki (m = 2) lze snadno a bez
zkresleni konstruovat rozptylové grafy, které umoztiuji sledovat statistické
zvlastnosti dat. Je mozné pouZit i histogramy, neparametrické odhady hustoty
a jin¢ grafy pro konstrukei vyb&rového rozdéleni nebo jeho porovnani
s rozdélenimi teoretickymi.

Problémy vSak nastavaji u vicerozmérnych dat pro m > 2, kdy je mozno
bud’ volit n€kolik riiznych grafii ¢i vhodnym zpiisobem provést redukci na dvou
dimenzionalni data. V obou piipadech nelze vylougit zkresleni zpiisobené
vicerozm&rnym charakterem dat, které mize vést k mylnym zavéram.

Jednoduchou moznost dvourozmé&rného zobrazeni m-rozmérnych dat
piedstavuji profily. Kazdy bod x; je zde charakterizovain m vertikalnimi
useckami nebo sloupci. Jejich velikost je imé&rnd hodnoté odpovidajici slozky
X;j =1, ..., m. Na x-ovou osu se vynasi index dané slozky j. Profil pak vznika
spojenim koncovych bodi téchto usedek &i sloupcii. Je vhodné pouzit skdlované
znaky kde max max abs(x; ) je maximalni hodnota absolutni velikosti slozky x;
vektoru x pfes vSechny body, i = 1, ..., n. Profily jsou jednoduché a umoznuji
uréeni rozdilt mezi jednotlivymi body x;, x; i v dil&ich sloZkach. Snadno lze tedy
identifikovat vybocujici slozku objektu, respektive skupiny objektd, s prakticky
shodnym chovanim.

Ke zjednoduSeni interpretace a omezeni artefaktd se &asto pouziva
rozptylovych grafli v modifikovanych souradnicich, které souvisi se zavedenim
tzv. latentnich proménnych resp. vhodnou projekci vicerozmérnych dat do dvou
dimenzi. Z fady rtiznych technik, jsou velmi &asto vyuzivany techniky zaloZené
na metod€ hlavnich komponent, ktera je vhodnd pro ptipady, kdy jsou sloupce
matice X silné korelovany.

3. Vicerozmérna geometrie

Vyse uveden¢ a fada dalsich postupti grafického zobrazeni dat “mohou byt
pro pfipad vétSiho poétu znakid (vétsi rozmérnosti Glohy) omezené pouzitelné.
To Ize snadno demonstrovat na p¥ipadu dat ktera se budou koncentrovat v m
dimensionalnim prostoru mimo jeho soufadnice. Vyjd€me z ptedstavy, ze data

lezi v hyper-krychli [-1,1]" na diagonalnim vektoru v vychézejicim ze st¥edu a

kon€icim v jejim rohu. Uhel mezi timto vektorem a soufadnicovou osou e; je
roven

v*e, =

v*e, m

(D

Je zfejmé, Ze pro dostateéné vysoké m vyjde tento kosinus ptiblizné roven
nule a tedy , diagondlni vektory budou piiblizn& kolmé na vSechny soufadné
osy. Pfi pouziti rozptylovych diagrami se pak shluky bodd leicich ve sméru
téchto diagondlnich vektord promitnou do po&itku a nebude je mozné je



identifikovat. Naopak shluky bod lezici ptiblizn€ ve smérech jednotlivych os se
v rozptylovych diagramech promitnou prakticky ne zkresleng.

DalSim problémem souvisejicim s vicerozmé&rnymi daty je fenomén koncentrace
objemu, ktery neni zfejmy z klasického 2 3 dimensionalni geometrie.

Lze dokazat, ze objem hyper-koule polomé&ru r v m rozmé&mém prostoru m4 tvar

7z_m/2
k=———r" (2)
[(m/2+1)
Pro objem hyper kryche o velikosti strany 2r plati, Ze
Vili=2"%p" 2]

Pfedpokladejme hyper- kouli vepsanou do hyper-krychle. Pomér objemi pak
bude roven

Vk 71_111/2

- = - —0 pro m — 4)
Vi 2" *T(m/2+1)

S rostouci rozmérnosti se tedy objem hyper-krychle koncentruje v rozich a
stfedni Cast je mdlo ,,obsazena“. Na obr. 1. je pomé&r objemtl zndzornén graficky.
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Obr. 1. Vliv dimense prostoru na polméf}cb)bj emu krychle a Vepééné koule.



Je patmé, Ze uZ pro m = 8 je objem koule zanedbateln& maly vii¢i objemu
krychle. To znamend, Ze se i data ve vicerozmé&mém prostoru budou
koncentrovat spiSe v oblasti koncii nez stfedu a bude potfeba mit dostateénd
veliké vybéry aby se data vyznamnou mérou vyskytovala i o oblastech blizko
mddu. Dobfe e to patrné pfi pouziti vicerozm&mého normalniho rozdé&leni
s nulovym vektorem stfednich hodnot a jednotkovou kovarianéni matici. Na obr.
2 je zndzorn€na zavislost velikosti distribuéni funkce vicerozmérného
stadardizovaného normalniho rozdgleni v misté x= (1, 1,1....1 i

P(x<1) v m-te dimensi

cef(1)

dimense m

Obr. 2 Zavislost distribu¢ni funkce vicerozmérného normalniho rozdéleni
v misté x= (1, 1,1....1) na jeho dimensi

Pfipomefime, Ze hodnota distribu¢ni funkce odpovida pravd&podobnosti
s jakou leZi nadhodna veli¢ina pod zadanym vektorem x. Z obr. 2 je patrné, e
tato pavdépodobnost pomé&rné& vyznamné klesa s ristem 7. To indikuje , Ze se
v centralni oblasti vyrazng snizuje pravd&podobnost vyskytu ndhodné veliginy
Naopak, v oblasti koncti rozdéleni tato pravdé€podobnost vyrazné roste. Na obr.
3 je e znizornéna zavislost velikosti distribuéni funkce vicerozmérného
stadardizovaného normalniho rozd&leni v misté x= (2, 2,2....2). Je opé&t patrny
pokles pravdépodobnosti s ristem m, ktery demonstruje, Ze se objem ,,hromadi“
v oblasti kraji.

Z predpokladii nezavislych slozek nahodného vektoru x majiciho
standardizované vicerozmérné normalni rozdéleni resultuje znamy vysledek, Ze



soucet ¢tvercu slozek ma chi kvadrat rozdéleni.
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Obr. 3 Zavislost distribuéni funkce vicerozmérného normalniho rozdé&leni
v misté x= (2, 2,2....2) na jeho dimensi

Tedy

m

=3 x2rp? (5)
=1

ProtoZe je stfedni hodnota rovna nulovému vektoru definuje tato norma &tverec
vicerozmérné vzdalenosti. Pro vypoéet pravdépodobnosti vyskytu vicerozmérné
nahodné veli¢iny v hyper kouli s po¢atkem v nule a polomérem r pak plati, Ze.

P(x*><r)=P(y2 <r) (6)

Z tohoto vztahu lze tedy snadno urit pravdépodobnost s jakou se data
budou vyskytovat v centralni oblasti.

Na obr. 4 je znizorn€na zavislost vyskytu vicerozmémé normalné
rozdélené néhodné veliiny v oblasti o polom&ru 3. na dimensi nahodné
veliCiny. Je patrny rychly pokles smé&rem k nule. To ukazuje, Ze pro piipady od
m = &8 bude tfeba pocitat s tim, Ze vyskyt hodnot jednotlivych objektl v oblasti
sttedu je malo pravdépodobny.Miize se tedy snadno stat, zejména pro mensi m,



Ze cely vybér bude lezet v oblasti koncd. Proti b&zné intuici zde tedy dochazi
k vyraznému posileni vlivu konct rozdéleni na ukor centra.
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Obr. 4 Pravdépodobnosti vyskytu vicerozmérné, normalné rozdélené nahodné
veli¢iny na hyper kouli o poloméru 3.

Z uvedencho je patrné, Ze s ristem dimense dochazi k paradoxnim jevam,
které pochopitelné vyrazn& ovlivni jak prizkumovou analyzu dat, tak i funkci
fady statistickych metod.

4. Redukce po¢tu proménnych

Vitadé piipadd lze zjistit, Ze rozmérnost vektoru objektu je silné
ovlivnéna Sumy, nepfesnostmi a nevyznamnymi znaky. Pak Jje logické hledat
redukovanou velikost m, tedy omezeny poéet znaki.Pro piipad zobrazeni dat se
spiSe hleda vhodnd projekce resp. se pGvodni znaky nahrazuji latentnimi
proménnymi, které jsou jejich linearni kombinaci ale jsou vzajemné nezavislé.

Na bazi latentnich proménnych je zaloZena metoda hlavnich komponent,
kterd je podrobné popsana v knize [1]. Tato metoda patfi mezi line4rni projekéni
metody. Dulezité je to, Ze projekce odpovidd minimu soudtu &tverch odchylek
od hlavnich komponent (latentnich proménnych).

Zakladnim cilem PCA je transformace pivodnich znakd x;, /=1, ..., m, do
mensiho poctu latentnich proménnych y;. Tyto latentni promé&nné maji vhodngjsi
vlastnosti: je jich vyrazné méng, vystihuji témé& celou proménlivost pavodnich



znakl a jsou vzajemné nekorelované. Latentni proménné jsou nazvéany hlavnimi
komponentami a jsou to linearni kombinace puivodnich proménnych: prvni
hlavni komponenta y, popisuje nejvétsi &ast rozptylu pivodnich dat, druhd
hlavni komponenta y, zase nejvétsi &ast rozptylu neobsaZeného vy, atd.
Matematicky feceno, prvni hlavni komponenta je takovou linedrni kombinaci
vstupnich znakt, kterd ma nejveétsi rozptyl mezi vSemi ostatnimi linearnimi
kombinacemi. Druhd hlavni komponenta ma nejvétsi rozptyl mezi zbytkem
linedrnich kombinaci a je kolmd na komponentu prvni. Analogicky jsou
definovany ostatni hlavni komponenty. Pro feSeni Glohy hlavnich komponent
postaCuje rozklad kovarianéni matice dat na vlastni &isla vlastni vektory.
Analyza hlavnich komponent je standardni soudasti prizkumové analyzy dat.
SniZeni rozmérnosti je ¢asto vyuzivano pfi konstrukci komplexnich ukazateld
jako linearnich kombinaci pivodnich znakd. Napf. prvni hlavni komponenta je
vlastné vhodnym ukazatelem jakosti pokud puvodni znaky charakterizuji jeji
slozky.

Oby¢ejné se pro 2D projekci voli prvni dvé hlavni komponenty, i kdyz Ize
Casto ziskat zajimavé informace i z poslednich hlavnich komponent. Vyhodou
je, Ze tyto projekce zachovavaji vzdalenosti a Ghly mezi jednotlivymi objekty.
Nevyhodou hlavnich komponent jako prostfedku 2D projekce je fakt, Ze nenf
nikterak zohledné€na potfeba optimalni projekce s ohledem na odkryti struktur v
datech.

Tuto nevyhodu odstrafiuji techniky linearni projekce vicerozmérnych dat
(projection pursuit), optimalizujici zvoleny index projekce IP(C;). Formalng se
tedy hledaji vektory projekce C;, maximalizujici funkci IP(C)) pfi omezeni
C; C; = 1. Projekce na tyto vektory je pak C;' X. Lze snadno ukazat, 7e index
[P, odpovidajici metode hlavnich komponent m4 tvar

IP(C)=max(C;SC,) proC/C, =1 (7)

kde je § vybérova kovarianéni matice. Jak je ukézano v knize [1]je C; spltiujici
podminku maxima rov. (7) vlastnim vektorem matice S kterému odpovida i-té
nejvetsi vlastni Eislo A, =1, 2. Navic jsou Cj a Cyortogonalni. Lze ukazat [
ze index IP(C) odpovidd minimu ze vSech projekci C maxima logaritmu
vérohodnostni funkce pro normalng rozdélena data. N(c'p, ¢’ C c). Tedy za
predpokladu normality dat je statisticky odvoditeln4 jako optimalni projekce do
prvnich dvou hlavnich komponent.

Castym pozadavkem byva vyhledavani shlukéi v projekci. Pro tento el
se pouziva celd fada indexd. Jednoduchy je napf. pomér mezi primérnou
meziobjektovou vzdalenosti D a prim&rnou vzdalenosti nejblizsich sousedd d.
Rada indexi vyuziva odhadu hustoty rozdéleni dat v projekci fp(x). Jako odhad
Je(x) ) se obycejné voli jadrovy odhad hustoty [1]. Casto se doporucuje volba



IP(C) = [ £} (x)dx (8)
Tento index vSak ukazuje spiSe na odchylky od parabolického tvaru nez

na shluky. Odchylky od normality, vyjadfené hustotou pravdépodobnosti ¢(x)
vyjadiuje index

IP(C) = [p(x)Lf,, (x) - $(x) dx 9)

Zékladnim problémem pfi pouziti téchto indext je velka Sasova ndroénost
vypocti. Kromé€ linearnich projekénich metod existuje dnes jiz celd fada
nelinedrnich projekénich metod [3] Mezi znamé patii Kohonenova
samoorganizujici mapa a generativni topografickd mapa, nelinedrni varianty
PCA, zaloZené na pouZiti neuronovych siti. Sammontiv algoritmus provadi
projekei z plivodniho prostoru do prostoru mensiho rozméru tak aby byly pokud
moZzno zachovany vzdéalenosti mezi objekty. Pokud jsou a’,j vzdalenosti mezi
dv€ma objekty v plivodnim prostoru a dj; vzdalenosti v redukovaném prostoru je
cilova funkce E (ktera ma byt minimalni) ve tvaru

* 2
__L_x{dy-dy) (10)
zd i 1<] d ij
<j

Pro minimalizaci této funkce se pouziva iterativni Newtonova metoda
nebo fada heuristickych optimalizanich postupd. Jak je patrné, souvisi volba IP
s tim, co se od projekce ocekava.

Jedna pomémé jednoduchd projekéni technika spo&ivd v zobecnéni PCA,
kdy je matice § nahrazena vhodnou robustni verzi Sg. To vede k projekci, ktera
je schopna indikovat bud’ vybocujici body nebo shluky v datech. Pro uréeni S je
mozné pouZzit fady technik, popsanych v knize [1]

5. Zavér

Je patrne, Ze vicerozmérnd data maji celou fadu specifickych zvlastnosti.
V fadé¢ pfipadd je tfeba i ve zdanlivé jednoduchych situacich pouZivat pomé&rng
specidlni postupy.

Podékovani:
Tato prace vznikla s podporou vyzkumného centra Textil LNOOB090
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