K cemu jsou techniky vicerozmérné statistické analyzy?
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Souhrn: Vicerozmérnd statistickd analyza je zaloZena na latentnich proménnych, které jsou
linedrni kombinaci piivodnich proménnych, y = WX, + .. +w_x,. Zdrojovd matice dat
obsahuje proménné v m sloupcich a objekty v n Fidcich. Analytickd data jsou pred
zpracovdnim Skdlovina. Cilem je nalézt shluk podobnych objektit s podobnymi proménnymi.
Podobnost objektit posuzujeme na zdkladé vzddlenosti objektii v m-rozmérném prostoru: ¢im
Je vzddlenost shlukii Ci objektii vétsi, tim mensi je jejich podobnost. K rychlému posouzeni
podobnosti slouZi grafy exploratorni analyzy vicerozmérnych dat: profily, polygony, slunicka
a hvézdicky. Strukturu a vazby mezi proménnymi vystihuji metody sniZeni dimensionality,
metoda hlavnich komponent (PCA). DileZitou pomiickou je rozptylovy diagram, ktery
zobrazuje objekty, rozptylené v roviné prvnich dvou hlavnich komponent. Graf komponentnich
vah porovndvd vzddlenosti mezi proménnymi, kde kritkd vzddlenost znaci silnou korelaci.
Dvojny graf pak kombinuje oba predchozi grafy. Objekty Ize seskupovat do shluki
hierarchicky dle predem zvoleného zpiisobu metriky (primérové, centroidné, nejblizsim
sousedem, nejvzddlenéjsim sousedem, medianove, mezi té3isti a prumérnou vazbou) a
nehierarchicky dle uZivatelem vybranych objektii-predstavitelii. Vysledkem je dendrogram.
Metoda hlavnich komponent a tvorba shlukii je demonstrovina na dvou vzorovych ulohdch.

Vicerozmermd statistick analyza vychazi z koncepce latentnich proménnych (faktord, hlavnich
komponent) y, které jsou linedrni kombinaci pivodnich proménnych x s vhodné volenymi
vazbami. Latentni proménnd y je kombinaci m-tice sledovanych (méfenych resp. jinak

ziskanych) proménnych x, x, ..., x,, ve tvaru y = WXy + wyX, + ... +w,x . Jednotlivé

vicerozmémé metody vyuZivaji riznych zplisobdi stanoveni vah w p Wa ey W,

Zdrojové matice méd rozmér n X m. Pied vlastni aplikaci vhodné metody vicerozmémé
statistické analyzy je tfeba vidy provést exploratorni (prizkumovou) analyzu dat, ktera
umozZnuje

(a) posoudit podobnost objektii pomoci rozptylovych a symbolovych grafi,

(b) nalézt vybocujici objekty, resp. jejich proménné,

(c) stanovit, zda lze pouZit pfedpoklad linedrnich vazeb,

(d) ovéfit predpoklady o datech (normalita, nekorelovanost, homogenita).

Jednotlivé techniky k urleni vzdjemnych vazeb se dale déli podle toho, zda se hledaji

(a) struktura a vazby v proménnych nebo

(b) struktura a vazby v objektech:

(1) Hleddni struktury v proménnych v metrické gkale: faktorovd analyza FA a analyza
hlavnich komponent PCA.

(2) Hledani struktury v objektech v metrické skale: shlukovd analyza.

(3) Hledani struktury v objektech v metrické i v nemetrické $kdle: vicerozmérné
Skdlovani.

(4) Hledani struktury v objektech v nemetrické kéle: korespondencni analyza.

(5) VétSina metod vicerozmémé statistické analyzy umoziinje zpracovini linedrnich
vicerozmérnych modelil, kde zdvisle proménné se uvazuji jako linedrni kombinace



nezavisle proménnych resp. vazby mezi proménnymi jsou linedrni. V fad¢ pfipadi
se také uvaZuje normalita metrickych proménnych.
Urlenim struktury a vzdjemnych vazeb mezi proménnymi ale i mezi objekty se zabyvaji
techniky redukce proménnych na latentni proménné, metoda analyzy hlavnich komponent
(PCA) a metoda faktorové analyzy (FA).

Uloha 1. Sledovini spotieby proteinii v Evropé

Sledovana spotieba proteinli v 25 zemich formou spotfeby 9 druhil potravin je pfedmétem
vysetfeni. Ukazuje graf komponentnich vah na siln€ korelujici proménné? Lze odhalit v
rozptylovém diagramu komponentniho skére odlehlé objekty, vyjimecné co do spotieby
proteini? Které zemé jsou si podobné ve spotiebé proteini?

Data: i znali index, Cervene Cervené maso, Bilé maso, Vejce, Mléko, Ryby, Obilniny,
Skrob, Ofrechy, Ovoce a zelenina,

Objekty Promeénneé
Stat Cervene Bile Vejce Mleko Ryby Obilnin Skrob Orechy Ovoce
y
1 |Albania 10.10 1.40 0.50 8.90 020 4230 0.60 5.50 1.70
2 |Austria 8.90 1400 4.30 19.90  2.10  28.00 3.60 1.30 430
3 |Belgium 13.50  9.30 4.10 1750 450 2660 570 2.10 4.00
4 [Bulgaria 7.80 6.00 1.60 8.30 1.20 56.70 1.10 370 420
5 |Czechoslov. 9.70 1140 2.80 1250 2.00 3430 5.00 1.10  4.00
6 |Denmark 10,60 1080 370 2500 990 2190 4.80 0.70 2.40
7 |E Germany 8.40 11.60 3.70 11.10 5.40 24.60 6.50 0.80 3.60
8 [Finland 9.50 4.90 2.70 3370 5.80 2630 5.10 1.00 1.40
9 [France 1800 990 3.30 1950 570 28.10 4.80 2.40 6.50
10 |Greece 10.20 3.00 2.80 1760 590 4170 220 7.80 6.50
11 |Hungary 5.30 1240  2.90 9.70 030 40.10 4.00 540 420
12 {Ireland 1390 1000 470 2580 220 24.00 6.20 1.60 2.90
13 (Italy 9.00 5.10 2.90 13.70 3.40 36.80  2.10 430 6.70
14 |Netherlands 9.50 13.60 3.60 2340 250 2240 420 1.80 3.70
15 |Norway 9.40 4.70 270 2330 970 23.00 4.60 1.60 2.70
16 {Poland 6.90 1020 2.70 19.30 3.00 36.10 5.90 2.00 6.60
17 {Portugal 6.20 3.70 1.10 4.90 1420 27.00 5.90 470 7.90
18 |Romania 6.20 6.30 1.50 11.10 1.00  49.60 3.10 5.30 2.80
19 |Spain 7.10 3.40 3.10 8.60 7.00 2920 5.70 5.90 7.20
20 [Sweden 9.90 7.80 350 2470 7.50 19.50 3.70 1.40 2.00
21 |Switzerland 13.10 1010 3.10 23.80 230 2560 280 2.40 4.90
22 [UK 1740 570 470 2060 430 2430 470 3.40 3.30
23 |USSR 9.30 4.60 2.10 16.60 3.00 4360 6.40 3.40 2.90
24 |W Germany 1140 1250 4.10 18.80 3.40 18.60  5.20 1.50 3.80
25 [Yugoslavia 4.40 5.00 1.20 9.50 0.60 5590  3.00 5.70 3.20
Reseni:

1. Exploratorni analyza: Rychlé posouzeni podobnosti mezi jednotlivymi objekty ¢ili fadky
datové matice usnadfiuji pfedevs§im symbolové grafy. Jednotlivé proménné jsou v nich
"koédovény” s ohledem na jejich konkrétni hodnoty do uritych geometrickych tvard, symboli.
Kazdému objektu x; odpovidd jisty obrazec zvany symbol. Vlastnosti dat se posuzuji
s ohledem na vizudlni rozdily mezi symboly.

Polygony jsou vlastné profily v polarnich soufadnicich, kdy kaZda proménna objektu xT,
i =1, ..., n, odpovida délce paprsku vychdzejiciho ze spole¢ného stiedu. Paprsky déli kruznici



ekvidistantné, proménné jsou standardizovany do intervalu [0, 1]. Mezi polygony patii graf
slunecnich paprskii a hvézdicovy graf. Sestavaji z paprskl, reprezentujicich relativni hodnoty
proménnych u jednotlivych objektl, které se pro kazdy objekt spojuji v jednom centralnim
bodé.
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Obr. 1 Hvézdickovy graf

Nejkrat3i paprsek indikuje, Ze u objektu nabyva pfislu$nd proménnd nejmensi hodnoty z
celého vybéru. Podobné nejdelsi paprsek informuje o nejvyssi hodnoté piislusné proménné.
Délky ostatnich paprskii se pohybuji podle relativni velikosti hodnot proménné u piislusného
objektu mezi t€émito dvéma krajnimi mezemi.

2. Metoda hlavnich komponent:
a) Vysetfeni indexového grafu upati vlastnich Cisel:
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Obr. 3 Indexovy graf upati vlastnich Cisel pro 25 objektti a 9 proménnych.

Vlastni Cisla slouZi k urCeni poCtu “vyuZitelnych” hlavnich komponent, jeZ si zvolime v
analyze k dal§imu uZivani. Indexovy graf upati vlastnich Cisel je vlastné sloupcovy diagram
velikosti vlastnich Cisel proti stoupajici hodnoté¢ indexu, pofadového ¢&isla. UZitetné



komponenty jsou tak oddéleny zietelnym zlomovym mistem, a x-ova soufadnice tohoto zlomu
je hledana hodnota indexu.

b) Vysetieni grafu komponentnich vah: graf ukazuje, Ze proménné Bilé maso-Mléko-
Cervené maso-Vejce spolu silné koreluji.
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Obr. 4 Graf komponentnich vah (Components Weights Plot).

Ukazuje se, Ze by bylo vhodné jejich polet zredukovat na dvé proménné, napt. Bilé maso-
Vejce. Mezi pruvodiCi ostatnich proménnych je dostate¢né velky uhel, a tim mala korelace.
Proménné, které spolu nekoreluji mohou byt ponechdny ve vstupnich datech.

¢) Vysetieni rozptylového diagramu komponentniho skére: nejdulezitéjsi diagram metody
hlavnich komponent ukazuje celou vysetfovanou strukturu objektl, tzn. shluky objektd,
izolované objekty, odlehlé objekty, anomdlie, atd. Objekty mohou byt oznaeny textovym
popisem nebo Ciselné indexem. V pravém hornim rohu se dobfe oddélil shluk objekti:
1(Albanie), 4 (Bulharsko), 18 (Rumunsko), 25(Jugosldvie), ktery pokryva zemé Balkdnu.
Vyjimeéné postaveni maji 17(Portugalsko), 19(Spanélsko). Ostatni stdty jsou kromé 11, 13,
23 v jednom spole¢ném shluku.
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Obr. 5 Rozptylovy diagram komponentniho skore (Scatterplot)



3. Klasifikace metodou analyzy shluki:

Hleddnim struktury a vzdjemnych vazeb v objektech se zabyvaji klasifikatni metody
vicerozmérné statistické analyzy. Klasifikacni metody jsou postupy, pomoci kterych se jeden
objekt zafadi do jedné existujici tiidy (diskriminacni analyza DA), nebo pomoci nichZ lze
neuspofddanou skupinu objektli uspofddat do nékolika vnitiné sourodych tfid &i shlukd
(analyza shlukii CLU). Analyza shluki patfi mezi metody, které se zabyvaji vysetfovanim
podobnosti vicerozmérnych objektii (tj. objektd, u nichZ je zméfeno vétsi mnoZstvi
proménnych) a jejich Klasifikaci do shlukii. Hodi se zejména tam, kde objekty projevuji
pfirozenou tendenci se seskupovat.

Hierarchické postupy jsou zaloZeny na postupném spojovani objektii a jejich shluké do
dalSich, vétsich shluki. Nejprve se vypoCte zakladni matice vzddlenosti mezi objekty. Pii
shlukovani vznikaji dva zakladni problémy:

(a) Zpiisob méreni vzddlenosti mezi objekty: i kdyZ existuje celd fada mér vzddlenosti
(vicerozmérmych metrik), nejCastéji se uziva euklidovskd metrika, kterd je ptirozenym
zobecnenim béZného pojmu vzdalenosti;

(b) Volba vhodné shlukovaci procedury dle zvoleného zpisobu metriky.

Metody metriky shlukovani jsou

Metoda pramérova: vzddlenost dvou shluki se potitd jako primér z moznych
mezishlukovych vzdalenosti dvou objekti, kdy mezishlukovou vzddlenosti objektli se rozumi
vzdilenost dvou objektl, z nichZ kazdy patfi do jiného shluku. NejbliZsi jsou shluky, které
maji nejmenSi primémou vzdalenost mezi vemi objekty jednoho a viemi objekty druhého
shluku.

Metoda nejblizsiho souseda: kritériem pro vytvafeni shluki je minimum z moznych
mezishlukovych vzddlenosti objektd. Metoda tvofi novy shluk na zdklad& nejkratsi vzdalenosti
mezi shluky a neumi proto rozlisit $patné separované shluky.

Metoda nejvzdalenéjsiho souseda: polita vzddlenost dvou shlukii jako maximum z
moznych mezishlukovych vzdalenosti objektli. Proto viechny objekty ve shluku jsou na
zéklad® maximdlni vzdélenosti ¢i minimalni podobnosti vii¢i objektiim ve druhém shluku.

Wardova metoda je zaloZena na minimalizaci ztrdty informace pfi spojeni dvou tfid. V
kaZdém kroku je uvaZovan takovy moZny par objektli (¢i shluki), aby suma étvercil odchylek
od stfedni hodnoty dosahla pfi vzniku shluku svého minima.
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Obr. 6 Dendrogram proménnych metodou Obr. 7 Dendrogram proménnych metodou
nejvzdalenéjsiho souseda primérovou

Analyzou shlukli budeme sledovat a vysetfovat podobnost objektli, analyzovanou pomoci
dendrogramu objektii, a jednak podobnost proménnych analyzovanou pomoci dendrogramu
proménnych.



Dendrogram podobnosti objektil je standardni vystup hierarchickych shlukovacich metod,
ze kterého je patrna struktura objektt ve shlucich.

Dendrogram podobnosti proménnych odhaluje nejcastéji dvojice Ci trojice (obecné m-
tice) proménnych, které jsou si velmi podobné a siln¢ spolu koreluji. Nékteré vlastnosti (i
proménné) neni tfeba viibec méfit, protoZe jsou snadno nahraditelné jinymi a nepfispivaji do
celku velkou vypovidaci schopnosti.

Mira vérohodnosti: kritériem vérohodnosti nalezené struktury objektti a proménnych mezi
objekty je kofeneticky korelacni koeficient CC. Je to druh korelaCniho koeficientu mezi
skute¢nou a dendrogramem predikovanou vzdalenosti. Druhym kritériem t€snosti proloZeni
je kritérium delta A, které méfi stupefi pfetvofeni, distorze spiSe neZ stupefi podobnosti.
Hodnoty delta blizké nule jsou zadouci. Rada autord ukdzala, Ze metoda primérova vede
obvykle k nejleps$imu dendrogramu.

Dendrogram podobnosti proménnych obsahuje dvojice nebo trojice proménnych, které jsou
si velmi podobné a silné spolu koreluji. Metoda nejvzdélen€jSiho souseda ukazuje na 4
dvojice: prvni dvojice Cervené maso-Miéko, druhd Bilé maso-Vejce, tieti Ryby-Skrob, &tvrta
Obilniny-OFechy. NejdileZité¢jsim dendrogramem je dendrogram podobnosti objektl, ze
kterého je patrna struktura objektti ve shlucich, roztfidéni stati Evropy dle spotieby proteinti
na zakladé 9 kritérii a vzdjemné podobnosti.
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Uloha 2. Klasifikace zdrojii pitné vody
Na 62 vzorcich zdroji pitné vody bylo stanoveno 16 proménnych kvality. Je tieba nalézt
vybocujici objekty, resp. jejich proménné, zda ukazuje graf komponentnich vah na korelujici
proménné, zda lze odhalit v rozptylovém diagramu komponentniho skére odlehlé objekty, zda
1ze posoudit podobnost objektii shlukovou analyzou klasifikaci zdroji.
Data: i index vzorku, x, obsah dusi¢nant [mg/l], x, obsah dusitanli [mg/1], x; obsah chloridi
[mg/1], x, obsah celkového chloru [mg/1], x; obsah siranli [mg/1], x, obsah fosfore¢nant [mg/1],
x, obsah amonnych soli [mg/l], x5 obsah vapniku [mg/l], x, obsah hof¢iku [mg/1], x,, obsah
Zeleza (celkového) [mg/l], x;; obsah manganu [mg/1], x,, pH, x,; KNK, x,, ZNK, x,; vodivost,
X, nerozpusténé latky [mg/l].
X X X X Xs  Xe X7 Xy Xy Yo X X Xz X X5 X
1 22000 6. 6. 1035 0 0.02 181 17 0.016 0.05 7.08 8.1 3.40 855 0.09

62 32.8 0.01 25. 25. 1155 0.1 0.02 102 12 0.016 0.05 7.69 2.6 0.65 436 0.05
Reseni: Metoda hlavnich komponent - VySetreni indexového grafu apati vlastnich éisel:
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Obr. 12 Indexovy graf upati vlastnich Cisel pro 62 objektd a 16 proménnych
UZiteCné komponenty jsou oddéleny zfetelnym zlomovym mistem a hledany pocet je 2.

Plot of Component Weights
0.53 F YT - ; - ]
N gasf ;
= U33F ZNK
& : NGZON KK
013 F -
g : sra@m_'ae 89 °?/oﬂ/j
Q _007F -
= - Mg ]
8 -0.27 F NQ3 Gt -
.0.47 B4 .

-017 -0.07 003 013 023 033 043

Component 1
Obr. 13 Graf komponentnich vah (Components Weights Plot)



Vysetieni grafu komponentnich vah: porovnanim vzdalenosti mezi proménnymi a se
dospéje k zavéru, Ze kritka vzdalenost mezi dvéma proménnymi znamend silnou korelaci.
Graf ukazuje, jakou mérou pfispivaji jednotlivé piivodni proménné x, j= 1,..., 16, do prvni
hlavni komponenty y, nebo do druhé hlavni komponenty y,. Nékteré plivodni proménné x;
ptispivaji kladnou vahou, nékteré zapornou. Piivodni proménné x, j= 1,..., 16, blizko sebe a
nebo proménné x; s malym Ghlem mezi svymi privodiCi proménnych maji vysokou kladnou
kovarianci a vysokou kladnou korelaci. Naopak, pivodni proménné x; daleko od sebe anebo
s velikym dhlem mezi privodi¢i proménnych jsou negativné korelovany.

Vysetieni rozptylového diagramu komponentniho skére: nejdiilezitéj$i diagram metody
hlavnich komponent ukazuje celou vysetfovanou strukturu objektli, tzn. shluky objektl,
izolované objekty, odlehlé objekty, anomadlie, atd.
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Obr. 14 Rozptylovy diagram komponentniho skére (Scatterplot)

Objekty mohou byt oznaCeny textovym popisem nebo jako na obr. 14 ¢iselné indexem:

1. Umisténi objektii: objekty daleko od poCatku (4, 5, 7, 11, 29, atd.) jsou extrémy. Objekty
nejblize poCatku (22, 52, 53, 54, 45, atd.) jsou typicté;si.

2. Podobnost objektii: objekty blizko sebe (napf. 53 a 54 a 44 a 45) si jsou podobné,
objekty daleko od sebe (napf. 5 a 45, 4 a 30, atd) jsou si nepodobné.

3. Objekty v shluku: objekty umisténé zieteln¢ v jednom shluku (napi. 12, 13, 17, 55, 23,
61, 50, 20, atd) jsou si podobné a piitom nepodobné objektlim v ostatnich shlucich (napf. 14,
15, 24, 49, atd.). Dobfe odd€lené shluky prozrazuji, Ze lze nalézt vlastni model pro samotny
shluk. Jsou-li shluky blizko sebe, znamena to zna¢nou podobnost objektd.

4. Osamélé objekty: izolované objekty (4, 5, 7) mohou byt odlehlé objekty, které jsou silné
nepodobné ostatnim objektim.

5. Odlehlé objekty: v idedlnim pfipadé byvaji objekty rozptylené po celé plose diagramu.
V opaCném piipad€ je néco Spatného v modelu, obyCejné je pfitomen silné odlehly objekt (4,
5, 11, 29). Odlehlé objekty jsou totiz schopny zbortit cely diagram, ve srovnani se silné
vyboCujicim objektem jsou ostatni objekty nakumulovany do jediného uzkého shluku. Po
odstranéni vybocujiciho objektu se ostatni objekty roztfidi po celé plose diagramu a teprve
vypovidaji o existujicich shlucich.



Klasifikaéni metoda shlukii: V prvém stddiu se vySetiuje podobnost proménnych, a tim se
také odhaluje silnd korelace proménnych. Odhali se, kterd piivodni proménna je nadbyte¢na
a kterou lze vynechat a nahradit jinou. Cim niZ8i je spojka dvou objektd, tim jsou si objekty
podobné€jsi.

Dendrogram Dendrogram
Nearest Neighbor Method,Squared Euclidean Furthest Neighbor Method,Squared Euclidean
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Obr. 15 Dendrogram proménnych metodou Obr. 16 Dendrogram proménnych metodou
nejbliz§iho souseda nejvzdalenéjsiho souseda

Metodou nejblizsiho souseda Ize nalézt Sest dvojic velice si podobnych proménnych. Nejvice
jsou si podobné proménné ve dvojicich: x;(KNK)-x,,(ZNK) a x5(SO/?)-x4(Ca). Pon€kud
ménéjsou si podobné proménné ve dvojici x,(NO;)-x,(PO /) a také ve dvojici x,(NH*)-
x,;(Mn). Nejméné jsou si podobné proménné ve dvojicix,(NO;y)-x,,(pH). VyjimeCné postaveni
ma proménna x 4(#sraZenina), kterd si neni podobna s Zédnou jinou proménnou.

Dendrogram Dendrogram
Group Average Method,Squared Euclidean Ward's Method,Squared Euclidean
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Obr. 17 Dendrogram proménnych metodou Obr. 18 Dendrogram proménnych metodou
primérovou Wardovou

Wardova metoda je jednou z nejnaroCnéjsich ve vypoCtu a také nejpfisnéjsi na tvorbu
shlukti. Odhalila Sest shluki, Sest dvojich podobnych proménnych. Dospéla k podobnym
zavérim jako metoda nejbliZ§iho souseda.

V druhém stadiu klasifikace tvorbou shluki se vySetfuje podobnost objektli-zdroji pitné
vody, jako nejdilezitéjsi ¢ast klasifikatni analyzy. Jde o odhaleni vybocujicich zdrojti, které
jsou silné nepodobné ostatnim, které maji anomalni hodnoty proménnych.



