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Abstrakt:

Jsou popsdny zdkladni logické postupy realizace metody hlavnich komponent (ddle PCA)
vychdzejici z riznych hledisek. Je pojedndno o zpiusobech predbéiné analyzy dat, viastni
realizaci PCA, mozZnostech vizualizace vystupii a  riznych zpiisobech omezeni vlivu
vybocujicich bodii. Je diskutovdno o vhodnosti vyuziti PCA v priizkumové analyze a moznych
uskalich. Nékteré typy transformaci a Skdlovdni dat jsou demonstrovdny graficky.

1.Uvod

Jednou ze zakladnich dloh analytické chemie je simultdnni monitorovani trovng riznych
latek (proménnych) v materidlech, ovzdusi, vod¢ a pidé. Cilem je &asto zjisténi, zda dané
latky (celkem p) nepfekratuji zadané rovné. Problémem je, Ze se jednotlivé latky navzajem
ovliviiuji a v fad¢ pfipadd spolu siln€ souvisi, takZe se &asto Spatn& samostatné interpretuji.
Navic se informace o koncentracich téchto latek ziskavaji z rznych zdroji (mist), které
nejsou nezavislé. To ve vede k pozadavku zkoumani struktur v datech a hledani vazeb mezi
latkami resp. zdroji. Oby¢ejné je pozadovéno :

1. Nalézt kombinace piivodnich proménnych, které 1épe vystihuji data ne pavodni
proménné a objasnit jejich vyznam

2. Nalézt struktury a souvislosti v datech, které charakterizuji jednotlivém zdroje a
jejich mozné vazby

3. Identifikovat nevyznamné kombinace sloZek (sniZeni dimense problému a
eliminace Sumil) a vybolujici zdroje (indikace resp., eliminace atypickych zdroji)

Také celd fada dalich Gloh zoblasti analytické chemie vede na zpracovéni
vicerozmérnych vybérl. Podobné problémy se vyskytuji také v jinych oborech, kde se
zkouma chovani systémi ovlivnénych simultdnng fadou souvisejicich faktort resp. pri
konstrukci modelt predikujicich vlastnosti vyrobka z vlastnosti surovin atd. Ve je
komplikovano tim, Ze se vychdzi z experimentélnich dat , kterd maji v téchto p¥ipadech
standardné nékteré specifické zvlastnosti:

(a) rozsahy zpracovdvanych dat nejsou oby&ejné velké,

(b) v datech se vyskytuji vyrazné nelinearity, neaditivity a struktury, které je tieba
identifikovat a popsat,

(c) rozd€leni dat jen zfidka odpovida normalnimu bé&Zné predpokladanému ve standardni
statistické analyze,

(d) v datech se vyskytuji vybocujici méfeni a rizné heterogenity,



(e) statistické modely se &asto tvofi na zéklad® pfedbéznych informaci z dat (datové
orientované pfistupy),

(f) parametry statistickych modeld maji mnohdy definovany fyzikalni vyznam, a musi proto
vyhovovat velikosti, znaménkem nebo vzajemnym pomérem,

(g) existuje jista neurditost pfi vybéru modelu, popisujiciho chovani dat.

Z hlediska pouZiti statistickych metod je proto Zadouci mit moznost zkoumat
statistické zvlastnosti dat (prizkumova analyza), ovétovat zékladni ptedpoklady o datech a
hodnotit kvalitu vysledkii s ohledem na zakladni schéma [1]

"data - model - statisticka metoda"

Toto schéma se povaZzuje za zdklad interaktivni tvorby statistickych modeli vseho
druhu. Pii jeho praktickém pouziti v§ak nastdvaji problémy zejména v pfipadech, kdy se jedna
o vicerozmérné ulohy. JiZ samotné zndzornéni dat vyZaduje pouZiti riznych projekci, které
v8ak vzhledem k multikolinearité , nelinearitdm a dimensi problému nemusi dobfe indikovat
napf. tzv. vybocujici hodnoty (body), jejichz pifitomnost mize mit katastrofické diasledky
s ohledem na interpretaci vysledkti a praktické zavéry. Standardné se pro prizkumovou
analyzu vicerozmérnych dat pouZivd metoda hlavnich komponent (PCA), ktera je dnes
béZnou soudasti prakticky vSech programovych systémi pro vicerozmérna data. To vede ke
stavu, Ze je rutinné vyuZivana tak, jak je naprogramovana, coz mizZe ¢asto zpUsobit potiZe
tam, kde je vhodné volit alternativni cesty.

V této praci je pojednano o zplsobech piedbéZné analyzy dat, vlastni realizace PCA,
moznostech vizualizace vystupl a riznych zpisobech interpretace vysledkd. Je diskutovéno
o vhodnosti vyuziti PCA v regresni analyze a moznych tskalich. Jednotlivé postupy a
metody jsou demonstrovany na datech z textilniho oboru.

2. Metoda PCA

Vétsina metod vicerozmérné analyzy dat vychazi z nahrady ptivodnich proménnych
(latek, faktor®), které jsou korelované tzv. hlavnimi komponentami, které jsou péarové
nekorelované (ortogonalni). Hlavni komponenty jsou vétSinou tvofeny linearni kombinaci
pivodnich proménnych a pfi jejich konstrukci se oby&ejné definuji dalsi omezeni urujici
jednozna¢né jejich polohy. Jednim ze zakladnich poZadavkd byva vybér takovych smérd,
které vzdy vedou k maximalnimu sniZovani celkové variability dat [1]. U metody PCA je
vstupem matice dat X (Nxp) obsahujici hodnoty N méfeni (vzorkt) pro p piivodnich
promeénnych. Vystupem je matice Z (Nxp) , obsahujici hodnoty N mé&feni (vzorkd) pro p
hlavnich komponent. Pfedpokladejme nejdiive, Ze matice X je sloupcové centrovand, tj.
sloupcové prumery jsou rovny nule (divod tohoto centrovani je uveden v kap.3 ). Matice Z je
tvofena sloupci hlavnich komponent, které jsou linearni kombinaci sloupci matice X, coz
znamena, ze plati

Z=X*A (1)
kde A musi byt ortogonalni matice. Je ziejmé, Ze i matice Z je sloupcové centrovana. Z
geometrického hlediska tvofi fadky matic Z a X body v p rozmémém prostoru
(soufadnicovém systému) proménnych resp.hlavnich komponent. Existuje také inverzni
transformace, ktera je vzhledem k ortogonalité matice A ddna vztahem

X=Z*A' )
Na zékladé vzajemnych linearnich transformaci lze uréit, ze X* X" =Z*Z" . Z této rovnosti,
tj. invariance matic skaldrnich sou€ind, plyne, Ze obou soufadnicovych systémech jsou
zachovany Eukleidovské vzdalenosti mezi body a velikosti uhld, které sviraji vektory



spojujici tyto body s poCatkem soufadnic. Vzdalenosti a ihly definované maticemi skalarnich
souCinil se ¢asto souhrnné oznacuji jako konfigurace. Je tedy patrné, Ze matice A zpiisobuje
pouze rotaci kolem pocatku soufadnic. Necht' je symbolem G oznadend takova matice A4
zpusobujici rotaci kolem pocatku soufadnic, pro kterou jsou hlavni komponenty vzajemng
nekorelované. S pouzitim matice G vede transformace rov. (1) ke tvaru

Z=X*G 3)
Sloupce matice Z se pak oznaCuji jako skéry hlavnich komponent (dale skéry) a fadky
definuji soufadnice bodl vzhledem k tomuto soufadnému systému hlavnich os. ProtoZe je
matice X’ X aZ na nésobivou konstantu rovna matici kovarianéni matici vyb&ru musi platit,
Ze

2"*Z2=G"*X"X*G =L? 4)
Jak bude ukazano dale, obsahuje matice G jako sloupce vlastni vektory a diagonalni matice
L? obsahuje vlastni ¢isla matice X”X. Standardng jsou vlastni &isla settidénd sestupné 4.
sz+l < L’/ Pfedpokladejme, ze matice X je tvofena p sloupci plivodnich proménnych
X=(x,,.x,). Pak lze pro jednotlivé hlavni komponenty tj. sloupce matice Z =(z,,..z ,) 2
pivodni proménné psat, Ze

14 14

z, =ZG,., *X, resp. X, =ZG!., ¥z, %)

i=1 =i
Tyto relace ukazuji na vztah mezi ptivodnimi a novymi prom&nnymi. V prostoru proménnych
je vektor zj soucet slozkovych vektori G, *x;. Délka tohoto vektoru je soudet projekci

vektorli x; do sméru dané hlavni osy. Schematicky je kolmé projekce vektoru x na vektor z
zndzornéna na obr. 1.
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Obr. 1 Projekce vektoru x na vektor z

cosa =

Z obr 1. je zfejmé, Ze konstanta imérnosti k =(x"z)/(z"z). Vektor p je projekei vektoru x
na vektor z . Existuje tedy projekéni matice @, pro kterou je

P=Q*x=k*z=z" *x*z/(z"z)=[z*2" (2"2)] * x.
Matice Q=z*z' /(z'z)je ortogonélni projekéni matice (tj, symetrickd a idempotentni).
Délka vektoru p je dana vztahem

p= p'p=cosa*x=x"z/z=x"*Q*x=k*iz (6a)
V kontextu PCA je vektor z vyjadien jako soudet definovany rov (5) a pfispévek jednoho
vektoru x k tomuto souctu je Umérny konstanté k . P¥i zkoumani vazeb mezi vektory z; a x;
umoZziuje tato analyza lépe porozumét geometrickym souvislostem.
Je zfejmé, Ze délka vektoru z; je déna vyrazem z; =.z" *z, =L , kde ; je odmocnina z j-
tého vlastniho ¢&isla. To plyne pfimo z rov. (3). Délka projekce vektoru x; na vektor Zj je dan
vztahem (viz. rov (6a))



py=" o =G, *L, (6)

J

V této rovnici bylo vyuZito ortogonality sloupcti matice Z tj. z,%2,=0 pro j#k. PHi
konstrukci vektoru z se séitaji slozkové vektory vektort G, *x,, takze je celkova délka
vektoru z; vyjadfitelna vztahem [2]

p P
z, =L;=3 G, *p, =ZG!‘/2 YL (7)
i=| i=]

Rov. (7) ukazuje, ze ptispevek kazdé plivodni prom&nné (v pfitomnosti ostatnich) k délce
vektoru z; je umérny Ctverci Gj; . Veli¢ina L; je im&m4 smérodatné odchylce nové proménné
(hlavni komponent¢). Zajimavé je také urCeni vazby mezi vektory Zj a x;, kdy pro
odpovidajici korela¢ni koeficient 7y plati
X;*z, G,*L,

*
X, ¥z, X;

@®)

if

Ve statistické terminologii je délka centrovaného vektoru imérna smérodatné odchylce,
N

protoZe x; *x, = x’ zde odpovida souétu &tvercii odchylek hodnot odpovidajicich i-té
j=1
proménné. Z rov. (8) a (6) plyne ,7e p; =G, *L, =x, *r;. Pokud je x, =1, plati ze

p; =r;. K této situaci dojde v pfipad¢, Ze data jsou standardizovana, tj. X’ X =R je rovna

korelatni matici. V maticovém vyjadeni je projekéni matice projekci x-vektorti do z-vektort
ve tvaru P = G*L a korela&ni matice ve tvaru R = §'*G*L.

V nékterych pripadech se pfi rekonstrukci matice X vyuziva pouze omezeného poctu
k < p tech hlavnich komponent, které nejvice ptispivaji k sniZeni celkové variability dat. Lze
ukdzat, Ze plati

k k
D.Gi<l 4o Y pr/Ih<] ©)
j=! j=1

Projekce vektoru x; do &- rozmérného pod-prostoru pouze prvnich & hlavnich komponent lezi
uvnitf hyper-elipsoidu jehoZ poloosy jsou L;.

Pfi konstrukci matice Z se b&Zné& pouzivad pouze omezeny pocet hlavnich komponent,
takZe plati model

k
x,=ZG_,,*zj+e, (10)
J=
kde chybovy ¢len e souvisi s hlavnimi komponentami, které nebyly pouzity pii rekonstrukci
vektoru x;, tedy

Y4
e = ZG,, *z, (11)

J=k+1

P
Délka vektoru e; je maximalné Ly, protoZe plati, Ze ZG; <.
J=k+1

V' N rozmérném prostoru méfeni (vzorkd) je rov. (5) interpretovatelna jako linearni
regresni model , kde vysvétlujici proménné jsou plivodni prom&nné a vysvétlovana proménna
je hlavni komponenta z; . To je alternativni motivace pro PCA.

Je také mozné uvazovat kazdou pivodni proménnou jako linearni kombinaci viech
ortogonalnich hlavnich komponent z; j = /..p. Délky téchto slozek jsou projekce pj; , které
poskytuji soufadnice pro x; s ohledem na sm&ry hlavnich komponent.



Ze statistického hlediska se PCA uvazuje jako popisna vicerozmérna metoda zalo¥ena na
spektralnim rozkladu kovarianéni matice X definovaném vztahem (viz. rov. (3))

L=G*L'*G’ (12)
Predpoklada se uspotadani vlastnich ¢&isel podle velikosti, takze j — tému vlastni &islo L’, =4,
je co do velikosti na j-tém misté¢ a odpovida mu j-ty vlastni vektor G;  tj. j-ty sloupec matice
G.

Castym divodem pouZiti PCA je sniZeni rozmérnosti problému, kdy se misto plivodnich
p proménnych vybere jenom k hlavnich komponent odpovidajicich nejveétsim vlastnim &isléim,
které objasnuji nejvétsi podil variability v datech. Pro icely prizkumové analyzy se vybiraji
dve nebo tfi hlavni komponenty a data se znazortiuji v prostoru t€chto hlavnich komponent
graficky. To umoziiuje relativné snadno odhalit struktury v datech jako jsou skupiny bodg,
isolované body atd. Pro posouzeni struktur v datech Je moZné pouZit i jiné dvojice resp. trojice
hlavnich komponent a chépat PCA jako jeden ze zplsobli 2D resp. 3D projekce dat.
Standardné se tvoii graf skéra tj. sloupci matice Z. Tento graf je pochopitelnég silng ovlivnén
transformaci dat. Zakladni omezeni naznageného postupu spocivaji v tom, Ze:

1. komponenty které objasiiuji malou &4st variability dat mohou byt z hlediska analyzy
vicerozmérnych dat vyznamné

2. Nelze a priori odhadnout, jaké ¢ast variability dat je jiZ nevyznamna

3. PHi pouZiti ve spojeni s regresnimi modely nesouvisi &asto vibec variabilita
vysvétlujicich proménnych s variabilitou objastiovanou regresnim modelem.

Standardni postup PCA pro prizkumové Ucely se da rozdélit do téchto kroka [4]:

Transformace dat

Rozklad kovarianéni resp. korelaéni matice
Urceni po¢tu vyznamnych hlavnich komponent
Vizudlni zobrazeni vicerozmérmych dat

bl

Standardné se vychazi z vicerozmérnych vyberd obsahujicich N méfeni (x;..... xy). Vektor
X;j pro j té méfeni obsahuje slozky (1, Xj2...xjp). Vysledkem méteni je tedy matice dat X fadu
N x p obsahujici N tadki (méfeni) a p sloupcii (latek).

UrCeni potu vyznamnych hlavnich komponent je velmi kontroverzni uloha, protoze
vyznamnost charakterizovana velikosti vlastnich &isel nijak nemusi souviset s vyznamnosti
pro popis datovych struktur. To je dobie patrné napf. v oblasti pouZiti PCA v regresi. Piehled
vybranych metod pro uréovani vyznamnych hlavnich komponent podava prace [4]. V ptipadg,
kdy se PCA pouzivé pro priizkumovou analyzu se provédi projekce do dvou resp. tii hlavnich
komponent a neni obtizné vyzkouset rizné kombinace.

Standardnim vystupem PCA je graf skérd (sloupcti matice Z) pro vybrané dvojice
hlavnich komponent. N&kdy se tento graf dopliiuje o vektory projekei jako ¥adkt matice
P =G *L avznika kombinovany graf.

3. Transformace dat

Transformace dat miZe mit fadu piicin a désledki. Obycejné souvisi se specifikou
jednotlivych proménnych a jejich rozdélenim. Specialnim pfipadem transformace je line4rni
transformace nazyvana standardizace.

Jak jiz bylo ukdzano v kap. 2, vychazi standardni PCA z sloupcové centrovanych dat
(kovariantni matice C=X"X). Je viak moné pouzit také normovana data vedouci ke
korela¢ni matici R. Rozdily v t&chto dvou standardizacich jsou zpilisobeny rtiznymi vahami




jednotlivych ptvodnich proménnych pfi tvorb& matic skaldrnich sou¢ind. Pfi pouziti
kovarianéni matice jsou sloupce matice X tj. pivodni proménné "vaZzeny" s ohledem na jejich
délku  x, , tj. umérné¢ smérodatné odchylce v pitvodnich jednotkach. Pfi pouZiti korelacni

matice jsou sloupce matice X normovany tak, aby mély jednotkovou délku (nulovy primér a
jednotkovy rozptyl). Vahy vSech proménnych jsou tedy stejné , protoZze délka vsech
proménnych je jednotkova. BéZné se uvadi, Ze pro piipad proménnych v riznych jednotkach
je vhodng&j$i pouziti korelaéni matice. Bro a Smilde [3] rozebiraji podrobn¢ riizné varianty
centrovani a normovani. Obecné plati, Ze centrovani odstrani absolutni ¢len v modelech a tim
sniZi po¢et odhadovanych parametrii a vede k omezeni numerickych potiZi. Pfitom nedochéazi
ke zméné struktury konfigurace (jen se posune se do pocatku soufadnic). Normovani se
pouziva k odstranéni zavislosti na jednotkéch a heteroskedasticité u pivodnich proménnych.
Normovani ovlivni kritérium odhadu parametri (vaZené nejmensi ¢tverce). Na druhou stranu
je normovani zcela nevhodné pro proménné, které jsou na urovni Sumu (podil signal/Sum je
velmi nizky). Zde dochazi k nevitanému zvyraznéni vyznamnosti. V praci [6] se doporuduje
pouziti vah 1/s (s je smérodatna odchylka dané proménné) pro proménné s vyraznou pfevahou
signalu. Pokud je signal a Sum na stejné Grovni jsou doporu¢eny vahy 1/(4s) a tam, kde je
Sumova slozka pifevladajici se doporuCuje vypusténi proménné resp. vaha 1/(20s). U
proménnych, kde nékteré hodnoty lezi pod mezi detekce d se urCuje podil signal/Sum (S/N)
ze vztahu
Z I(x; 2d)* x,
S/N =
d*N,

kde I() je indikatorova funkce a Ny je pocet hodnot pod limitou detekce d Pokud je S/N<2 je
prome€nnd prakticky Sum. Pro 0,2 <S/N<2 je proménnd mélo odli¥nd od Sumu. Prakticky
toznamend, Ze pfiblizné konstantni hodnoty proménné ve vSech vzorcich indikuji jeji
nevhodnost.

V fadé pfipadi jsou vychozi data vyjadiena jako podily z celku (napt. relativni zastoupeni
riznych sloucenin a prvkl). V celé fadé oblasti (napf. stopové analyze) je b&Zné pouzivat
logaritmickou transformaci dat. Tato transformace ma obecné n&které vyhody:

1. Omezuje plsobeni extrémnich hodnot
2. Snizuje pozitivni zeSikmeni dat béZné u fady vysledkli méfeni
3. Stabilizuje nestejny rozptyl proménnych (heteroskedasticitu)

To znamend , Ze logaritmicky transformovana data jiz neni tfeba dale normovat (postatuje
sloupcové centrovani).

Pro ptipad, Ze rozd€leni dat je velmi vzdalené od normality, nebo jsou v datech
skupiny vybocujicich bod doporucuje se pouzit pofadové transformace (hodnoty se nahradi
jejich potadimi). Pak Ize misto korelaénich koeficienti na bazi momentt pouzit Spearmanovy
pofadové korela¢ni koeficienty. Na zdkladé porovnani t&chto transformaci se standardizaci
resp. kombinace transformace a standardizace doSel Baxter [5] k zavéru, Ze logaritmicka
transformace a pofadova transformace jsou vyhodné zejména tam, kde se vyskytuji vyboéujici
hodnoty. Zadna transformace nevysla jako optimalni pro vSechny piipady. V chemometrické
literatufe se vyskytuji jesté dalsi specialni transformace vhodné pro specialni uely [4] .

4. Konstrukce hlavnich kompoiient
Jak je patrné z rov. (3) je zakladem konstrukce hlavnich komponent spektralni rozklad



kovarian¢ni resp. korelaéni matice na vlastni ¢isla a vlastni vektory. Jde o jednu ze zékladnich
uloh linearni algebry. S ohledem na piesnost a spolehlivost se pouzivé pfimo rozkladu matice
X pomoci metody SVD (singular value decomposition). Metoda SVD, rozklada libovolnou
obdélnikovou matici X (Nxp) na tfi matice tj.
X=U*S*V’ (13).

Obycejné se provadi tzv. zkracena SVD kterou uvazujeme v dal§im (pro zkracenou SVD se
méni rozméry matic U a S) Pro zkrdcenou SVD je matice S (pxp) diagonalni a obsahuje na
diagonale tzv. singularni ¢isla matice X. Pokud ma matice X hodnost r (tj. obsahuje pouze r
linearné nezavislych sloupcil) je pravé r kladnych nenulovych singularnich ¢isel sefazenych
dle velikosti, tj. S, =2S,, 28;;2...28,,. Matice U (Nxp) a V (pxp) jsou ortogonalni a

normované, takze plati U'U=Ea V'V =E , kde E je jednotkova matice.

Pro zkracenou SVD plati, Ze kladnad singularni ¢isla jsou odmocniny z vlastnich ¢isel
matice X' X ( ale také matice XX'), sloupce u; matice U jsou vlastni vektory matice XX’ a
tadky v matice V' jsou vlastni vektory matice X'X. Plati, e singularni ¢&isla jsou
odmocniny z vlastnich &isel, tedy Si = L; a matice ¥ je rovna matici vlastnich vektorii G.
S vyuzitim SVD lze rov. (3) vyjadfit ve tvaru

Z=U*S
Dutilezitou vlastnosti SVD je Ze matice

k
X =Z“i *Sitv,

i-11
je nejbliz8i matice fadu k k matici X ve smyslu nejmensich ¢tverct odchylek. Je tedy
minimalizovdno kritérium Z(X i~ X (k)”.)z. Je tedy patrnd 0zké souvislost s metodou

i

nejmensich Ctvercd. Samostatnym problémem souvisejicim s rozkladem na vlastni ¢&isla
vlastni vektory je citlivost na vybocujici body. Existuji v zasadé dvé moznosti jak realizovat
PCA v pfitomnosti silné¢ vybocujicich bodl. Prvni spo¢iva v jejich identifikaci a odstranéni a
druhy v pouZiti robustnich metod. Ukazme si zakladni problémy s identifikaci vybocujicich
bodu.

Techniky indikace vybocujicich bodd jsou citlivé na tzv. ,maskovani®, kdy
vybocujici se jevi jako korektni (diky zvétSeni kovariantni matice) nebo ,prekryt, kdy
pfitomnost vybocujicich méfeni zpisobi, Ze né&kterd sprdvna méfeni lezi mimo
akceptovatelnou oblast.(diky zkresleni kovarianéni matice). Schematicky jsou tyto situace
znazornény na obr. 2 (vybocujici body jsou tmavé).

A. maskovani B. prekryt

Obr. 2 Ptiklad maskovani (A) a prekrytu (B)

Znézornéni na obr 2. vychazi z faktu, Ze Etverce zobecnénych vzdalenosti maji ,(,2, rozdéleni
(elipsa je tedy hrani¢ni oblast oddé€lujici dobra (D) a vybocujici (V) data.



Rada metod pro identifikaci vyboéujicich bodd funguje jen pro nékteré situace nebo
modely datovych struktur. P¥ikladem jsou techniky uvaZujici pouze jedno vybocujici méfeni
(testy zaloZené na odchylkach od praméru atd.) nebo specialni metody pro regresni modely.

Samostatnym problémem je interpretace vybocujicich hodnot. Existuji dvé mezni
situace:

A. Vybocujici méfeni je chybné. To je tieba. piipad, kdy vznikne chyba pfi méfeni, resp.

zpracovani dat (napt. misto 0.74 je pouzita hodnota 74).

B. Vybolujici méfeni je spravné. To je pfipad, kdy byl pouzit neéspravny predpoklad o
rozdéleni dat (napf. normalita pro pfipad, Ze realné rozdéleni je silné zeSikmené) nebo
jde o tzv. Fidké jevy (které se u malych vybérl mohou jevit jako vybocujici).

V realité nelze ¢asto rozhodnout, o ktery ptipad se vlastn¢ jednd. Problém je také v tom, co
s vybolujicimi hodnotami délat. Ptima mozZnost, tj. jejich odstranéni je nebezpetna ze dvou
divodi:
a) data se upravuji tak, aby vyhovovala pfedpokladanému modelu a nelze tedy
dobie posoudit jeho vhodnost,

b) variabilita dat vyjde extrémné nizkd, coZz se mlze negativné projevit pfi
porovnani s novymi daty, resp. informacemi

Jednotny postup zde neexistuje a zalezi na experimentatorovi, resp. zpracovateli jakou
variantu zvoli.Vzhledem k tomu, Ze vyboc¢ujici body jsou vétSinou extrémné vlivné vede zde
nevhodné manipulace ke ztraté informaci a nespravnym zavértm.

Pfedpokladejme pro jednoduchost, Ze data maji p rozmémé normdlni rozdéleni
N(u,2), kde u je vektor stiednich hodnot a 2 je kovarianéni matice. Vybo¢ujici méfeni
leZi v oblasti

out(a,_ p,2) = (x eER :(x—p)' 27 (x- ,u)> ZE)

Tato oblast pokryva cely prostor £” s vylou¢enim vicerozmérného elipsoidu kolem vektoru

sttednich hodnot. Vyboc¢ujici body jsou tedy ptili§ vzdalené od stfedni hodnoty.
Oblast vybocujicich bodi OR pro vybér velikosti N je uréena vyrazem

OR@y, . X)=(xe R” :(x—x,) C (x=x,)> c(p. N.aty )

kde ay=(1-a)" pro a=0.05 0.1. Vie co lezi vOR je vybocujici. Oblast

vybocCujicich bodii uzce souvisi se zobecnénou (Mahalanobisovou) vzdalenosti resp. jejich
¢tvercem

d’i = (x, -x ) C'(x, -Xx,)
Jako vybocujici se pak identifikuji ty body, pro které je  d, > ¢(p,N,,)

Pro pfipad vicerozmérného normalniho rozdéleni a velké vybéry je ¢(p,N,a,) déano
kvantilem chi kvadrat rozdéleni

e(p,N.ay)=y,(1-al/N)
Pro malé vybéry je Iépe pouzit modifikovany koeficient

p¥(N-1)°* F v (I-alN)

N*(n—-p-1+p*F,, , (I1-a/N))

Aby bylo mozno pouzit zobecnéné vzdalenosti pro identifikaci vlivnych bodq, je tfeba
ur¢it ,,¢isté odhady ,, x4 a C. Pro robustni odhad kovarianéni matice se ¢asto voli [1]:
- M odhady
- S odhady minimalizujici det C s omezenim
- Odhady minimalizujici objem konfiden¢niho elipsoidu

c(p,N,ay) =



Pfi prizkumové analyze se viastné oCekava, Ze vybocujici body budou vyrazné na grafech
, ale zkresleni hlavnich komponent jako soufadnicového systému je nezadané. Pokud
ziskame ,Cisté odhady ,, zejména kovarian¢ni matice lze pfimo sestavit nezkreslené hlavni
komponenty a pak jsou vybocujici body 1épe identifikovatelné na grafech. Je tedy patrné, ze
robustni metody uzce souvisi s identifikaci vlivnych bodl. Z celé fady robustnich metod
navrzenych pro PCA jsou ¢asto pouzivané techniky, kdy se hledaji hlavni komponenty
maximalizujici robustni odhad rozptyleni dat. Ptikladem je postup robPCA [7] resp. RAPCA.
Jednoduché jsou metody stanoveni ,,Cisté podmnozZiny dat“ sloZeny z t&chto kroki:

1.Vybér zakladni podmnoZiny bud na zaklade

- Mahalanobisovy vzdélenosti a ufezani podezielych dat

- Vzdélenosti od medianu
Vysledkem je podmnoZina ,,&istych dat™ s parametry x4, C
2. Vypocet rezidui

d;=(x, = x,) C. ' (x, - Xa¢)

3. doplnéni ,,&isté podmnoZiny* o body s reziduem mensim nez c* y, kde
¢ =max(0,(h—-r)/(h+r)) ; h=(n+p+1)/2
¢, =1+(p+D)/(n-p)+2/(n-1-3p)
c=cyte;
4. Skonceni procesu v okamziku, kdy se jiz nic nepfidava ani neubira

Pomérné jednoduchd je metoda vyuZivajici kombinace identifikace potencialné vybocujicich
bodll a ufezanych odhadl. Vi té iteraci se ur¢i ufezané odhady xzc a C¢  kde se ufezava
definované procento ( obycejné 30%) bodi s nejvys$§imi zobecnénymi vzdalenostmi z vektoru
d’;.; vypotitaného v i-1 té iteraci. Z takto ziskanych odhadi se vypotte vektor opravenych
zobecnénych vzdalenosti & ;a pfechazi se na i+1 ni iteraci.

Proces je ukoncen, kdyZ se ve dvou nésledujicich iteracich neméni odhady parametri xzc a
C¢ . Po ziskani findlnich odhadt jiZ postacuje pouzit klasickou PCA na matici C¢

5. Program PCAl

Program PCAl v jazyce MATLAB byl sestaven tak aby umoZnil rizné typy
transformace dat, standardizace a pfipadné robustni odhad hlavnich komponent. Vychézi se z
SVD metody. Program obsahuje tyto zdkladni volby:

1. Typ transformace ( bez transformace, logaritmicka transformace a pofadova
transformace)

2. Typ Skalovani (sloupcové centrovani, vaZeni pomoci smérodatnych odchylek, a
normovani)

3. Druh odhadu hlavnich komponent (standardni metoda a robustni RAPCA)

Grafickym vystupem je pifedev§im kombinovany graf skort a projekci.
Pro ilustraci programu jsou na obr 1-4 uk4zany kombinované grafy pro riizné typy voleb. Byl
zvolen piiklad z oblasti porovnani 8 vlastnosti bavinénych vlaken. Data jsou popséna v praci

(8].
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Obr. 1 Vliv volby transformace a metody odhadu korela¢ni matice na kombinované grafy

A (centrovana data, klasicka metoda), B(centrovana data robustni metoda), C(centrovana data
. logaritmy, klasicka metoda), D (centrovana data , pofadova transformace, klasicka metoda),
E (jako A ale normovana data), F (jako D ale normovana data)



8. Zavér

Je patrné, Ze metoda PCA ma celou fadu specifickych zvlastnosti. V fadé ptipadu je
tieba i ve zdanlivé jednoduchych situacich pouzivat pomérné specialni postupy. Formalni
aparat PCA resp. transformace dat bez hlub§iho rozboru zde muZe vést ke zkreslenym
informacim.
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