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Souhrn: Vicerozmérnd statistickd analyza je zaloZena na latentnich proménnych, které jsou
linedrni kombinaci pivodnich proménnych, y = wx, + ... +w_x . Zdrojovd matice dat
obsahuje proménné v m sloupcich a objekty v n Fddcich. Data jsou pFed zpracovdnim Skdlovina.
Cilem je nalézt shluk jako mnoZinu podobnych objektii s podobnymi proménnymi. Podobnost
objektii posuzujeme na zdkladé vzddlenosti (miry) objektii v m-rozmérném prostoru (vzddlenost
Euklidovskd, Manhattanskd, Minkovského a Mahalanobisova), pdrového korelacniho koeficientu
a koeficientu asociace (Sokaliiv-Micheleneriv, Russeliiv-Raotiv a Hamaniiv): &im je vzddlenost
shlukii ¢i objektii vétsi, tim mensi je jejich podobnost. K rychlému posouzeni podobnosti slouzi
grafy exploratorni analyzy vicerozmérnych dat: profily, polygony, tvdre, kfivky, stromy, slunicka
a hvézdicky. Strukturu a vazby mezi proménnymi vystihuji metody sniZeni dimensionality, metoda
hlavnich komponent (PCA) a metoda faktorové analyzy. DiileZitou pomiickou je rozptylovy
diagram, ktery zobrazuje objekty, rozptylené v roviné prvnich dvou hlavnich komponent. Graf
komponentnich vah porovndvd vzddlenosti mezi proménnymi, kde krdtkd vzddlenost znaci silnou
korelaci. Dvojny graf pak kombinuje oba predchozi grafy. Objekty lze seskupovat do shlukii
hierarchicky dle pfedem zvoleného zpiisobu metriky (priimérové, centroidné, nejblizSim sousedem,
nejvzddlenéjsim sousedem, medianové, mezi tézisti a priimérnou vazbou) a nehierarchicky dle
uZivatelem vybranych objekti-predstavitelii. Vysledkem je dendrogram.

V technické praxi se vedle informaci, obsaZenych v ndhodném skaléru E, vyskytuji
1 vicerozmérné informace, obsazené v ndhodném vektoru £ s m slozkami €y, .oy € Pliklady
vicerozmérnych informaci jsou

a) vyjadfeni vlastnosti produktd jako jsou potraviny, oleje, slitiny, atd. pomoci fady
riznych analytickych metod,

b) hodnoceni spekter pomoci poloh a ploch absorpénich pési slouzici k charakterizaci
a identifikaci chemickych slouéenin,

¢) sledovani sloZeni surovin, produktd, odpadd, v zavislosti na ¢ase nebo na misté vyskytu,

d) regulace jakosti-na zékladé€ riznych procesnich proménnych,

e) stanoveni charakteristiky produktu na zédkladé méfeni souvisejicich proménnych, napf.
spekter (vicerozmérna kalibrace).

Vicerozmérnd statistickd analyza vychazi z koncepce latentnich prom&nnjch (faktord,
kanonickych promé&nnyjch) y, které jsou lineérni kombinaci ptivodnich proménnych x s vhodné
volenymi vazbami. Latentni proménnd y je kombinaci m-tice sledovanych (méfenych resp.

jinak ziskanych) proménnychx, x, ..., x, ve tvaru y = WX, + Wyx, + .. +w_x . Jednotlivé

vicerozmérné metody vyuZivaji riiznych zplisob stanoveni vah w,, w,, ..., w,.

Zdrojovd matice, tj. matice vychozich dat (popisujici napf. fadu aut) obsahuje proménné
v m sloupcich (napf. obsah motoru, vykon, spotfeba paliva, hmotnost vozu, zrychleni, vyika,
Sitka, délka, atd.) a objekty v n fadcich (napf. auta rizngch vyrobcd), na nich jsou tyto



proménné (vlastnosti) méfeny. Protoze métené proménné maji riizné jednotky, a asto se
fadoveé lisi, byva zdrojova matice pfed zpracovanim jesté€ upravovéna, Skdlovdna, a to bud (a)
centrovdnim, kdy se od prvki sloupce odelte jejich sloupcovy aritmeticky primér, nebo (b)
standardizaci ¢ili normovdnim, kdy se prvky centrovanych sloupcii vydéli svou sloupcovou
smérodatnou odchylkou. Hodnoty x; tvoii ndhodny vybér, ktery je tvofen n-tici fadkovych
vektorti x,.T = (X, .. X,,,) @ lze proto vyjadfit matici rozméru (n X m)
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Radek zdrojové matice &ili i-ty ¥adkovy vektor x,.T = (X;}5 - X;,n) Nazyvame objektem (napf.
auto ur¢it€ho typu a modelu) a miZzeme ho chapat jako jeden jediny bod v m-rozmérném
prostoru. Tento objekt je charakterizovan svymi proménnymi, a to bud kvantitativnimi,
metrickymi Cili Ciselnymi hodnotami nebo proménnymi kvalitativnimi ¢ili nemetrickymi.
Metrické proménné se vyskytuji ve ¢tyfech §kalach:

(a) Proménné v absolutni $kdle maji na $kéle pfirozeny pocatek a jediné méfitko, napf.
obsah uhliku v %, rychlostni konstanta.

(b) Proménné v pomérové Skdle maji zachovan podil hodnot charakteristik ¢ = x,/x,, napf.
vztah vii¢i standardni slou¢ening, vztah vii¢i jevu s definovanym nulovym pocatkem, parametr
o v Hammettové rovnici.

(c) Proménné v intervalové Skdle maji zachovan podil rozdild ¢ = x, - x,. Jedn4 se o
pomerovou Skalu s pfirozenym pocCitkem pro obé srovndvané hodnoty, napt. Pomér
absorbanci indikétoru, vztazeny na absorbanci nulové linie.

(d) Proménné v rozdilové skdle jsou vztahovany k riznému pocatku, napt. hodnoty asovych
Skal, stari, atd.

Nemetrické proménné se vyskytuji ve dvou $kél4ch:

(a) Proménné v ordindini $kdle maji svou hodnotu danou pofadim v neklesajici
posloupnosti proménnych dle néjakého kritéria, napf. podet atomti chloru v molekule,
Zebti¢ek umisténi, pofadové (Cislo.

(b) Proménné v nomindlni Skdle jsou nejméné informativni. Obsahuji kéd, napf. barvu
kodem 1 aZ 16, rodinny stav (svobodny 1, Zenaty 2, rozvedeny 3, vdovec 4).

(c) Proménné v alternativni (bindrni) §kdle vyjadiuji rovnost &i nerovnost vii¢i néjakému
kritériu. Maji binarn{ charakter a relaci miizeme popsat dvojici 1 (ano), 0 (ne).

Shluk ve vicerozmé€rné analyze chédpeme jako mnoZinu objektl se spoleénymi nebo
alespon blizkymi proménnymi, znaky (napf. viechna auta typu BMW). Blizkost & podobnost
objektil posuzujeme na zaklad€ miry blizkosti &i vzddlenosti objektii v m-rozmérmém prostoru
proménnych. Vyjadieni vzdélenosti objektd pro kvantitativni proménné jsou Euklidova
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metrika Cili geometrickd vzddlenost piedstavuje nejjednodussi typ vzdalenosti a definovany
vztahem




Harrimingova metrika Cili Manhattanskd vzddlenost je definovana vztahem

dy(xe %) = Y |x; - x|
=1

Zobecnénd Minkowskiho metrika je definovana vztahem

Ay(xp x,) =

j=1 N
kde pro n = 1 jde 0 Hammingovu metriku a pro n = 2 o Euklidovu. Cim je n vétsi, tim vice
je zdiraziiovana vzdélenost mezi blizkymi objekty. VSechny tyto metriky pfedpokladaji
nezévislost mezi proménnymi. Zahrneme-li v§ak do vztahu pro vzdalenost i vnitfni vazby
mezi proménnymi, vyjddfené kovarianéni matici C dostaneme novou miru, zvanou
Mahalanobisova metrika nebo Mahalanobisova vzddlenost

dpu(x x) = \/(xk -x)T ¢ (%, - x).
Ta se spolecné s Euklidovou metrikou nejvice pouziva v praxi. Ve viech uvedenych pfipadech
jsou si dva objekty tim blizsi, ¢im je jejich vzdalenost mensi.

Mirou podobnosti dvou objektdi nebo proménnjch x; a x; mize byt pdrovy korelaéni
koeficient r. Objekty jsou si tim podobné&jsi, ¢im je parovy korelaéni koeficient vétsi a blizsi
1. V pfipadé ordindlni Skédly je analogickou mirou podobnosti Spearmaniv korelacni
koeficient. Podobnost binérnich nebo nominalnich prom&nnych vyjadiuji riizné koeficienty
asociace. Oznacime-li poCet pfipadl negativni shody typu 0-0 pismenem a, pocet piipadi s
neshodou typu 1-0 pismenem b, poCet piipadi s neshodou typu 0-1 pismenem c¢ a podet
pfipadi s pozitivni shodou typu 1-1 pismenem d, dojdeme ke nasledujicim vzorciim riznych
koeficientti podobnosti:

(a) Sokaliiv-Micheleneriv koeficient asociace je definovan vzorcem

a+d
a+b+c+d’

Ssu =
(b) Russelitv-Raoiiv koeficient asociace je definovan vzorcem

d
a+b+c+d’

SRR
(¢) Hamannuv koeficient asociace je definovdn vzorcem

a+d-b-c¢

S, = ,
a+b+c+d

H

a také lze konstruovat obdobu korelacniho koeficientu vztahem
B ad-bc
ry = .
V@a+b)(c+d)(a+c)(d+d

Mira podobnosti mezi objekty, charakterizovangmi riznymi typy proménnych se vypocte jako
vazeny primér jednotlivich mér podobnosti. Na zékladé mér podobnosti objektd se
konstruuji miry podobnosti mezi objekty a shluky a miry podobnosti mezi shluky. Jako
nejcastéjsi mira podobnosti se pouziva vzdélenost shlukd d(x, x,). Analogicky zde uzZijeme
zpiisobii vyjédreni vzdalenosti objekti, protoze objekt mfizeme chépat jako shluk o jednom
objektu. Cim v&tsi je vzdalenost, tim mensi je podobnost:

(a) Vzdalenost nejbliZsino souseda: nejblizsi jsou ty shluky, které maji nejmensi vzdalenost
mezi dvéma nejbliz§imi objekty dvou pozorovanych shlukd.
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(b) Vzddlenost nejvzddlenéjsiho souseda: nejblizsi jsou ty shluky, které maji nejmensi
vzdéalenost mezi dv€éma nejvzdalenéjSimi objekty.

(c) Vzddlenost mezi téZisti tfid: nejblizi jsou ty shluky, které maji nejmensi vzdalenost mezi
svymi tézisti.

(d) Vzddlenost priimérné vazby: nejblizsi jsou ty shluky, které maji nejmensi primérnou

vzdélenost mezi viemi objekty jedné a vSemi objekty druhého shluku.

1. Postup analyzy vicerozmérnych dat

Postup analyzy vicerozmé€rnych dat zélezi na typu dat a na druhu poZadované informace jez
se z dat m4 ziskat. Jednotlivé techniky pro stanoveni zdvislosti se dale d€li podle poctu zavisle
proménnych a podle typu Ci 8kély méfeni. Klasické vicerozmérna regrese je piipadem jedné
zavisle promé€nné v metrické Skale.

Schematicky lze vztahy mezi jednotlivimi technikami analyzy vicerozmérné zavislosti zapsat
ve formé téchto prifazeni:

(a) Kanonicka korelace:

V¥Vt * Y, = X tXxt.+Xx,
(metrick4, nemetricka) (metrickd, nemetrickd)

(b) Vicerozmérna analyza rozptylu:

Vit Y, oty = X tx .t X

(metricka) (nemetricka)

(c) Analyza rozptylu: NS KT LT,
(metrickd) (nemetrickd)
(d) Diskrimina¢ni analjza:
Vi X tX v tx,
(nemetrickd) (metrickd)
(¢) Vicerozmérna regrese a kalibrace:
Vi o= X tXfatXx

(metrickd)  (metrickd, nemetricka)
(f) “Conjoint” analyza:

Y = X tX v+ X,
(metrickd, nemetrickd) (nemetrickd)
(g) Strukturni rovnice:
Yi S X txp o tx,

Y = X tXptatx,

yn = xnl + an oot xnm

(metrickd) (metrickd, nemetrickd)

Zdrojové matice ma vzdy rozmér n X m. Data v nemetrické $kale lze kédovat s vyuZitim i
umélych (dummy) prom&nnych, nabyvajicich napf. hodnot 1 (pfitomnost nominélniho znaku)
nebo 0 (nepiitomnost nominalniho znaku). To umoZiiuje “rozifeni” faktorové a shlukové
analyzy o data v nemetrické Skale. Pfed vlastni vicerozmérnou statistickou analyzou je tieba
provést exploratorni (priizkumovou) analyzu dat, kterd umozfiuje

(a) posoudit podobnost objektii pomoci rozptylovych diagramil a symbolovych grafd,

(b) nalézt vybocujici objekty, resp. jejich proménné,



(c) stanovit, zda lze pouzit pfedpoklad linedrnich vazeb,

(d) ovéfit pFedpoklady o datech (normalita, nekorelovanost, homogenita).

Jednotlivé techniky pro stanoveni vzdjemnych vazeb se déle déli podle toho, zda se hledaji
struktury v proménnych nebo v objektech:

(1) Hledéni struktury v proménnych v metrické 8kale: faktorovd analyza a analyza hlavnich
komponent.

(2) Hledani struktury v objektech v metrické Skéle: shlukovd analyza.

(3) Hledani struktury v objektech v obou 8kalach: vicerozmémé skdlovdni.

(4) Hledani struktury v objektech v nemetrické Skale: korespondencni analyza.

(5) VétSina metod vicerozmérné statistické analyzy umoZifiuje zpracovdni linedrnich
vicerozmérnych modelii, kde zavisle proménné se uvaZuji jako linedrni kombinace
nezavisle proménnych resp. vazby mezi proménnymi jsou linedrni. V fad€ ptipadi se
také uvazuje normalita metrickych proménnych.

2. Charakteristiky vicerozmérnych nahodnycl veli¢in

K charakterizaci polohy j-t¢ proménné ¢ Cili j-tého sloupce matice X se 2pouiiva’l stiedni
hodnota E({) = u; a pro charakterizaci rozptyleni pak rozptyl D(¢) = of. Dile je tieba
definovat miru intenzity vztahu mezi dvéma proménnymi ¢ a £., Vhodnou charakteristikou
je druhy smiSeny centrdlni moment, nazyvany kovariance cov(¢, ¢), definovany vztahem

cov(§,€) = E(§E) - E(&) E)

Kovariance m4 vlastnosti:
a) Jeji znaménko ukazuje na typ stochastické vazby mezi j-tym a i-tym sloupcem matice.
b) Je v absolutni hodnoté shora ohrani¢end soucinem o; o, tj. | cov(§;, &))| < o; o;.
¢) Je symetrickou funkci svych argumentt.
d) Neméni se posunem pocétku, ale zména méfitka se projevi imérné jeho velikosti. Pro
¢isla a,, a, b, b, pak plati, Ze

COV(al Ei + b]; az Ej + b2) = a] a2 COV(EP EJ) :

¢) Pro nekorelované nahodné veliCiny je cov(¢, &) = 0 a mohou nastat dva ptipady:
LE(¢ &) = 0a zaroveh E(¢) = E(£) = 0, coz je ptipad centrovanych ortogondlnich
nahodnych veli¢in, ne nutné nezévislych.
2.E(¢ &) = E(&) E(&), coi je ptipad nezdvislych ndhodnych veli¢in.
f) Je mirou intenzity linedrni zdvislosti.
Nevyhodou kovariance: je fakt, Ze jeji hodnoty zavisi na méfitku, ve kterém jsou vyjadieny
proménné ¢ a £ Jeji velikost Ize hodnotit vzhledem k sou¢inu o, ;. Je proto pfirozené
provést standardizaci pod€lenim timto soucinem. Vznikla veli¢ina p; = p(&, & ;) se nazyva
pdrovy korelacni koeficient

cov(E, & j)

Uiaj

P(Ei, El) = Py =

Je ziejmé, Ze parovy korelaéni koeficient leZi v rozmezi -1 < p; < 1. Pokud je p; > 0, jde
0 pozitivné korelované nahodné veliCiny, a pokud je o; < 0, jde o negativné korelované
nihodné veliCiny. Parovy korela¢ni koeficient ma vlastnosti:

a) Rovnost |p;| = 1 ukazuje, Ze mezi §; a &; existuje pfesné linedrni vztah.

b) Pokud jsou ndhodné veli¢iny ¢ a ¢ vzéjemné nekorelované, je p; = 0.

¢) V piipade, ze ¢ a £ pochazeji z vicerozmérného normélniho rozdéleni a p; = 0,
znamena to, Ze jsou vzdjemné nezdvislé.



d) Plati, Ze i pro nelinedrné zavislé ndhodné veli¢iny méze byt p; = 0.

e) Korelacni koeficient p; ndhodné veli¢iny £ samotné se sebou je roven jecné.

f) Korela¢ni koeficient je invariantni viéi linedrni transformaci nahodnych proménnych
¢, & Prodislaa, a, b, b, plati vztah

P(a, & + by, a, §;+ by) = sign(a a)p(E, £)
kde sign(x) je znaménkova funkce, pro kterou plati

-1 prox <0
sign(x) = 0 prox=20.
1 prox>20
Standardizace &ili normovdni znamena $kélovani proménné, spo&ivajici v jejim pfevedeni na
nahodnou veli¢inu s jednotkovym rozptylem a nulovou stfedni hodnotou,

5; _ E] “E(El) a 5; _ g2"“—‘(52) ‘

yD(&)) yD(&2)

3. Exploratorni analyza podobnosti objekti (EDA)

Prizkumovd analyza vicerozmérnych dat je stejné jako u jednorozmérnych dat zaloZena na
grafickych diagnostikach. Rychlé posouzeni podobnosti mezi jednotlivymi objekty &ili fadky
datové matice usnadniuji predeviim symbolové grafy. Kazdému objektu x; (napf. autu) tak
odpovida jisty obrazec zvany symbol. Vlastnosti dat se posuzuji s ohledem na vizualni rozdily
mezi symboly. Tim lze v jednom grafu rozlidit vice promeénnych x,, j = 1, ..., m. Prvnim
krokem pfed vlastnim zobrazenim do symboli je obvykle standardizace. Mezi zakladni typy
zobrazovanych symboll patii profily, polygony, tvire, kFivky a stromy.

4. Urceni struktury a vazeb v proménnych

Urlenim struktury a vzajemnych vazeb mezi proménnymi se zabyvaji techniky redukce
promeénnych na latentni proménné, metodou analyzy hlavnich komponent (PCA) a metodou
faktorové analyzy (FA).

Metoda analyzy hlavnich komponent (PCA): Principem metody je nahrada pivodnich
proménnych x; tzv. latentnimi proménnymi y, které maji vhodnéjsi vlastnosti, totiz je jich
vyrazn€ mensi pocet, i kdyZ vystihuji témé celou proménlivost ptivodnich proménnych a jsou
vzajemné nekorelované (korelaéni koeficient mezi latentnimi proménnymi y,, ..., y,. je 0).
Latentni proménné se nazyvaji hlavni komponenty a jsou linedrnimi kombinacemi ptivodnich
proménnych. Prvni hlavni komponenta, tj. y, popisuje nejvétsi ¢ast proménlivosti &ili rozptylu
pivodnich dat, druhd hlavni komponenta, tj. y, zase nejvetsi ¢ast rozptylu neobsazeného v Y
atd. Zcela analogicky jsou konstruovany dalii hlavni komponenty, jejichZ celkovy podet roven
mensimu z Cisel n (pocet objektil) a m (podet proménnych). Protoze plati, Ze soucet rozptyli
vSech hlavnich komponent je roven souétu rozptyld vstupujicich proménnych, mizeme z
podilu rozptyld jednotlivych hlavnich komponent usuzovat na &4st proménlivosti, vysvétlenou
doty¢nou hlavni komponentou. Jestlize soudet prvnich (nejvyssich) k podil& proménlivosti je
dostatecné blizky jedné (obvykle viak sta&i 0.9 - 0.95), postai brat v tvahu pravé téchto
prvnich & hlavnich komponent pro “dostate¢né” vysvétleni piivodnich proménnych. I pii
velkém poctu pvodnich proménnych (m) miize byt poCet k velmi maly, ¢asto 2 az 5.

(a) Indexovy graf Gpati vlastnich ¢isel (Scree Plot) je vlastn€ sloupcovy diagram vlastnich
Cisel. Vlastni ¢isla slouzi k uréeni poétu "vyuzitelnych" hlavnich komponent, jez si zvolime v

analyze k dalSimu uZivini. Procento a kumulativni procento popisuje proménlivost v



piivodnich proménnych, popsanou doty¢nou hlavni komponentou. Bereme obvykle k dal§imu
popisu proménlivosti tolik hlavnich komponent, aby bylo jimi popsédno 90 aZ 99% celkové
proménlivosti. V tomto piipadé staéi uzit prvni dvé. Scree Plot zobrazuje relativni velikost
jednotlivych vlastnich ¢isel. Vybrané "uzite¢né" hlavni komponenty (nebo také faktory) pak
tvoii kolmou sté€nu a "neuzite¢né" hlavni komponenty (nebo faktory) pfedstavuji vodorovné
dno. Uzite¢né komponenty jsou tak v tomto grafu oddéleny zlomovym mistem.

(b) Graf komponentnich vah (Plot Components Weights) zobrazi komponentni vahy pro
prvni dvé hlavni komponenty. V tomto grafu se porovnavaji vzdalenosti mezi proménnymi.
Kratké vzdalenost mezi dvéma proménnymi znamené silnou korelaci. Lze nalézt i shluk
podobnych proménnych, jez spolu koreluji.

(c) Rozptylovy diagram (Scatterplot) zobrazuje komponentni skore, tj. hodnoty dvou
hlavnich komponent u jednotlivych objekth navzajem. Dokonalé rozptyleni objektii v roviné
obvykle obou hlavnich komponent vede k rozliSeni objekti pfi jejich popisu pomociy, a y,.
Snadno lze v rovin€ nalézt shluk vzdjemn€ podobnych objektd.

(d) Dvojny graf (Biplot) kombinuje pfedchozi dva grafy. Uhel mezi privodi¢i dvou
proménnych je nepfimo imérny velikosti korelace mezi t€mito proménnymi. Cim mensi Ghel,
tim vétsi korelace. Kazdy privodi¢ mé své soufadnice na prvni a na druhé hlavni
komponenté. Délka této soufadnice je imérna piispévku pivodni proménné x; do hlavni
komponety ¢ili je dmé€rnd komponentni vaze.

5. Urceni struktury a vzijemnych vazeb v objektech

Hledanim struktury a vzdjemnych vazeb v objektech se zabyvaji piredevsim klasifika¢ni
metody vicerozmérné statistické analyzy. Klasifikacni metody jsou postupy, pomoci kterjch
se jeden objekt zatadi do jedné existujici tiidy (diskriminacni analyza) nebo pomoci nichz lze
neuspofddanou skupinu objektli uspofadat do nékolika vnitin€ sourodych shluki (analyza
shlukit). Postup klasifikace je zaloZzen na urcitych predpokladech o vlastnostech
klasifikovanych objektli, napf. normélni rozdéleni ndhodného vektoru charakterizujiciho
objekty, a pak hovoiime o parametrickych klasifikacnich metoddch. Neni-li klasifikace
zaloZzena na znalostech rozdéleni ndhodného vektoru mluvime o neparametrickych
klasifikacnich metoddch.

Analyza shlukit (Cluster analysis) patifi mezi metody, které se zabyvaji vySetfovanim
podobnosti vicerozmérnych objektii (tj. objektd, u nichZ je zméfeno vét§i mnoZstvi
proménnych) a jejich klasifikaci do shlukii. Hodi se zejména tam, kde objekty projevuji
ptirozenou tendenci se seskupovat. Podle zpiisobu shlukovéni se postupy déli na hierarchické
a nehierarchické. Hierarchické se dé€li dle na aglomerativni a divizni. Hierarchické postupy
jsou zaloZeny na postupném spojovani objekti a jejich shlukli do dalsich, vétsich shlukd.
Nejprve se vypoCte zdkladni matice vzdélenosti mezi objekty. U aglomerativniho shlukovdni
se dva objekty, jejichZ vzdilenost je nejmensi, spoji do prvniho shluku a vypoéte se nova
matice vzdalenosti, v niZ jsou vynechiny objekty z prvniho shluku a naopak tento shluk je
zatazen jako celek. Cely postup se opakuje tak dlouho, dokud v8echny objekty netvoti jeden
velky shluk nebo dokud nezlistane urcity, pfedem zadany pocet shlukii. Divizni postup je
obraceny. Vychéazi se z mnoZiny vSech objektl jako jediného shluku a jeho postupnym
délenim ziskdme systém shluki, aZ skon¢ime ve stadiu jednotlivych objektd. Vyhodou
hierarchickych metod je nepotiebnost informace o optimalnim poétu shlukd v procesu
shlukovéni; tento pocet se urCuje aZ dodate¢n€. Pii shlukovéani se vyskytuji dva zékladni
problémy: (a) Zpiisob méfeni vzddlenosti mezi objekty. Existuje celd fada mér vzdalenosti &ili
vicerozmérnych metrik nejCastéji se v8ak uZivd euklidovskd metrika, ktera je pfirozenym
zobecnenim béZného pojmu vzdélenosti; (b) Volba vhodné shlukovaci metody dle zvoleného
zptisobu metriky, které mohou byt:



(1) Metoda priimérovd (Average): vzdalenost dvou shluki se pocitd jako primér z mozZnych
mezishlukovych vzdalenosti dvou objektl, kdy se mezishlukovou vzdalenosti objektli rozumi
vzdalenost dvou objektil, z nichz kazdy patii do jiného shluku. NejbliZsi jsou shluky, které
maji nejmensi primérnou vzdalenost mezi viemi objekty jednoho a v§emi objekty druhého
shluku. Dendrogramy maji strukturu podobnou dendrogramtim metody nejvzdalenéjsiho
souseda, pouze spojeni je provedeno pfi obvykle vy3sich vzdalenostech.

(2) Metoda centroidni (Centroid): vzdalenost shlukii se po¢itéd jako euklidovska vzdalenost
jejich t&€zist’. Nejbliz8i jsou ty shluky, které maji nejmensi vzdalenost mezi t€Zisti.

(3) Metoda nejblizsiho souseda (Single): kritériem pro vytvafeni shlukl je minimum z
moZznych mezishlukovych vzdalenosti objektti. Metoda tvoii novy shluk na zékladé nejkratsi
vzdalenosti mezi shluky (¢i objekty) a neumi proto rozlidit §patn€ separované shluky. Je zde
silnd tendence ke tvorb€ fetézch. Jsou-li objekty na opaénych koncich fetézce zcela
nepodobné, fet€zovani miize vést aZ ke zcela mylnym zavérim. Na druhé strané je to jedna
z mala metod, kterd umi roztfidit a rozliit i neeliptické shluky.

(4) Metoda nejvzddlenéjSiho souseda (Complete): politd vzdalenost dvou shlukd jako
maximum z moznych mezishlukovych vzdélenosti objektd. Probihd podobné jako metoda
Single s jednou diileZitou vyjimkou: vzdalenost (¢i nepodobnost) mezi shluky je uréovéna
vzdalenosti (¢i nepodobnosti) mezi dvéma nejvzdélenéj$imi objekty, kazdy ptitom je z jiného
shluku. Proto viechny objekty ve shluku jsou klasifikovany na zdkladé maximalni vzdalenosti
¢i miniméalni podobnosti vici objektim ve druhém shluku.

(5) Metoda medidnovd (Median): jde o jisté vylepseni centroidni metody, nebot’ se snazi
odstranit rozdilné “véhy”, které centroidni metoda dav4 rtizné velkym shlukfim.

(6) Wardova metoda je zaloZena na minimalizaci ztraty informace pfi spojeni dvou shlukd.
V kazdém kroku je uvaZovdn takovy mozny pér objektd (&i shlukil), aby suma &tverci

n
odchylek od stfedni hodnoty ESS = ) (x, - x)* dosahla pti vzniku shluku svého minima.
i=1

Nehierarchické shiukovaci metody: u metody typickych bodii (Seeded) uzivatel na zakladé
svych vécnych znalosti urdi, které objekty maji byt “typickymi” pfedstaviteli nové vytvoienych
shlukd a systém rozdéli objekty do shluki podle jejich euklidovské vzdalenosti od t&chto
typickych objektd. Misto vychozi matice vzdéalenosti miize byt v nékteryjch piipadech ke
shlukovani pouzita i korelacni matice.

Hierarchické shlukovdni: Analyza shlukd patfi mezi metody, zabyvajici se vySetfovanim
podobnosti vicerozmérnych objektd (tj. objektli, u nichz je zméfeno vét§i mnoZstvi
proménnych) a jejich roztfidénim do shluki. Analjzou shlukd budeme sledovat a vysetfovat
jednak podobnost objekti, analyzovanou pomoci dendrogramu objekts, a jednak podobnost
proménnych analyzovanou pomoci dendrogramu proménnych. Dendrogram, diagram shlukd
nebo vyvojovy strom se objevi pouze v pfipadé zadani hodnot pivodnich promé&nnych a nikoli
pfi zadani matici vzdalenosti. Vysledkem je zobrazeni hodnot ve dvojrozmérném prostoru,
kde osy tvofi zadané proménné. Objevi se také “obkrouzeni” objektii v jednotlivych shlucich.

(@) Dendrogram podobnosti objekti je standardni vystup hierarchickych shlukovacich
metod, ze kterého je patrné struktura objektii ve shlucich. Je obvykle cilem nasi analyzy.

(b) Dendrogram podobnosti proménnych odhaluje nejéastéji dvojice &i trojice (obecné m-
tice) prom&nnyjch, které jsou si velmi podobné a silng spolu koreluji. Odhaluje proménné,
kter€ jsou ve spole¢ném shluku, které jsou si tim padem znaéné podobné a které jsou také
vzajemné nahraditelné. To mé znaCny vyznam pii planovéni experimentu a respektovani
uspornych ekonomickych kritérii. Nékteré vlastnosti (¢i proménné) neni tfeba viibec méfit,
protoZe jsou snadno nahraditelné jinymi a nepfispivaji do celku velkou vypovidaci schopnosti.

Mira vérohodnosti shlukii v dendrogramu: Dendrogram lze sestrojit celou fadou technik.
Prvnim kritériem vérohodnosti ¢ili t€snosti proloZeni pti volbé “nejlepsiho dendrogramu”,



jez nejlépe odpovida struktufe objekth a proménnych mezi objekty, je kofeneticky korelaéni
koeficient CC. Je to Pearsontiv korelaéni koeficient mezi skuteénou a predikovanou
vzdalenosti, zaloZenou na dendrogramu. Druhym kritériem tésnosti prolozeni je kritérium
delta A, které mé&fi stupen pfretvoreni, distorze spiSe neZ stupeii podobnosti. Kritérium delta
je definovéno vztahem

[ N

Z |djk - djkPM
j<k

AA = |4 N ’

z ( dj;)”A

L J<k J

kde 4 = 0.5 nebo 1 a d*; je vzdalenost ziskand z dendrogramu. Jsou Zadouci hodnoty delta

blizké nule. Rada autord ukazala, ¢ metoda primérova vede obvykle k nejlepsimu
dendrogramu.

Postup shlukové analyzy: optimélni postup je tvofen nasledujicimi kroky:

1. Volba vstupni databdze: zadavé se typ dat (a) proménnych (sloupcil) analyzovanych objektt
(fadkt), (b) sloupcti matice vzdélenosti, (c) sloupct korelaéni matice.

2. Volba druhu velicin: zadava se typ uZitych veli¢in v datech, kterd mohou byt (a) intervalova,
(b) ordinélni, (¢) nominélni, (d) symetrick4 bindrni, (¢) asymetricka binarni, (f) pomé&rové.

3. Ndzev objektii: zadani pojmenovani ¢i jmen jednotlivych objektd, umisténych v tadcich,
které se mohou objevit v dendrogramu misto indext (pofadovych &isel) objekti.

4. Typ shlukovaci techniky: volba metody z moZnosti: jednoduch4 primérova (Average),
skupinového priméru, centroidni (Centroid), nejblizitho souseda (Single, Nearest),
nejvzdalenéjsiho souseda (Complete, Furthest), medidnovd (Median), Wardova,
a flexibilni.

3. Voli se druh uzité vzddlenosti: vzdélenosti mohou byt Eukleidova metrika &ili geometrické
vzdéalenost, Hammingova metrika ¢ili Manhattanska vzdalenost, zobecnén4 Minkowskiho
metrika a Mahalanobisova metrika.

6. Postup linkovdni a zafazeni do shlukii: tabelarni vypocet vzdalenosti (nebo podobnosti)
mezi objekty a shluky a postupné vytvafeni dendrogramu. Postupy jsou (1) metodou
hierarchického shlukovani, (2) shlukovéni metodou nejblizsich stredd, (3) shlukovéni
metodou stfed-medoidi, a (4) metodou fuzzy shlukovani.

7. Vypocet skutecnych a predikovanych vzddlenosti v dendrogramu: jsou porovnany skute&né
vzdalenosti mezi objekty a vypoltené vzdalenosti (predikované) v dendrogramu, jejich
rozdil a kone¢n€ i procentudlni vyjadieni tohoto rozdilu.

8. Hleddni nejlepsi techniky tvorby dendrogramu: dle bodu 4. a 5. lze k sestrojeni optimalniho
dendrogramu kombinovat fadu technik. Rozhodé&im kritériem vérohodnosti jsou ptedevsim
kofeneticky korela¢ni koeficient CC, ob& miry t&snosti proloZeni delta.

9. Vysvétleni nejlepsiho dendrogramu podobnosti objektii: interpretace optimalniho
dendrogramu podobnosti jednotlivich objekti je prvnim a nejdtileZitéj§im cilem shlukové
analyzy.

10. Vysveétleni nejlepSiho dendrogramu podobnosti proménnych: interpretace optimalniho
dendrogramu podobnosti jednotlivich proménnych odhali souvislosti ve struktute objektt
analyzované databdze a je druhym dileZitym cilem shlukové analyzy.

Vicerozmérné Skélovani (MultiDimensional Scaling, MDS) je technika vytvoteni diagramu
relativniho umisténi objektli v roviné dvojrozmérného grafu na zakladé dat vzdalenosti mezi
objekty, tzv. matice proximity (blizkosti). Diagram miize obsahovat jeden, dva, tii a zfidka i



vice rozmérli, dimenzi. Technika vyCisli metrické klasické (CMDS) nebo nemetrické
(NNMDS) feSeni a vychazi bud pfimo z experimentdlnich hodnot X, z korela¢ni matice
R nebo z matice podobnosti S ¢i vzdalenosti D. Vzdéilenost mezi obéma objekty je

Eukleidovské, pocitand na zakladé Pythagorovy véty, d; = \l ; (x; - xjk)2, kde m je pocet

proménnych a x; jsou data i-tého fadku a k-tého sloupce. I kdyz vynasime vzdalenosti do
dvojrozmérného grafu, mize byt d; vy¢isleno na zikladé vétiiho poétu proménnych m = 2.
Matice vzdélenosti je potom trojahelnikovd a zajima nas jenom jeji horni &4st. S ristem
objektd viak roste i poet dimenzi, takze pro #i objekty je to dvoj-rozmérné rovina, pro ¢tyFi
objekty pak troj-rozmérny prostor atd.

Kritérium maximdini vérohodnosti MDS: Jak tésné prokladda MDS model vzdalenosti dana
experimentalni data se hodnoti testem tésnosti proloZeni s vyuzitim statistického kritéria stress,

zalozeného na rozdilu mezi skute¢nou vzdélenosti d; a modelem predikovanou hodnotou a?l.j.,

m

Z (d,.j - ‘iii)z
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d?
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kde cf,.j je predikovana vydélenost, zaloZzend na MDS modelu. Predikovana hodnota zavisi
piedevsim na poCtu uZitych dimenzi a algoritmu, a to metrickém &i nemetrickém. Je-li stress
Cislo nizké, blizké nule, jevi se MDS proloZeni jako nejlepsi.

Pocet dimenzi v MDS: Diilezitym tkolem v MDS je uréeni poétu dimenzi v MDS modelu.
Kazda dimenze zde piedstavuje latentni proménnou. Cilem MDS je udrZet pocet dimenzi
na co mozna nejmensi hodnoté. Obvykle voli uzivatel dvoj- maximélné trojrozmé&rny prostor.
Vychazi-li vy8si pocet dimenzi, neni MDS technika k analyze dotyénych dat vhodna. Pocet
dimenzi se voli na zdkladé co nejmensi hodnoty kritéria stress. N&kteti autofi si pomaéhaji
indexovym grafem relativni velikosti vlastnich &isel, kterd jsou vycislovéna pro rostouci pocet
dimenzi, tzv. grafem dpati. Postup a interpretace jsou pak stejné jako u metod PCA nebo FA.

Vstupni data v MDS. Data mohou byt trojiho typu, mohou obsahovat (1) vzdalenosti mezi
objekty D, (2) podobnost mezi objekty S nebo (3) hodnoty proménnych (sloupce)
pro jednotlivé objekty (fadky) X. (a) Vzddlenost (disimilarita) d, ptedstavujici vzdalenost mezi
objekty, miize byt méfena pfimo, jako napf. vzdalenost dvou mést. MDS uziva vzdalenost v
datech pfimo a matice vzdalenosti D je symetrickd. (b) Podobnost (similarita) s; vyjadiuje,
jak blizko se nachazeji dva objekty. MDS umoZiiuje naéist miry podobnosti pro kazdy par
objektli. Matice podobnosti S je op&t symetrickd. Podobnost lze konvertovat do veliiny

vzdalenosti vzorcem d;; = \[s; + s; — 2s;, kde d; pfedstavuje vzdalenost a s; podobnost. (c)
Hodnoty x; proménnjch pro jednotlivé objekty ptedstavuji spise standardni miry. Z nich se
vypocte nejprve korelaéni matice R a potom matice Eukleidovskych ¢i Mahalanobisovych
vzdalenosti D.

Klasickd metrickd metoda MDS: Je déna matice vzdalenosti D, kterd vystihuje
meziobjektové vzdélenosti objektd X v prostoru spi§e niziiho rozméru dle vzorce

dij = \l;(xik - xjk)2'

Jednotlivé kroky klasické MDS jsou nasledujici:



1. Z D se vypocte A = {-0.5 d,.f}.

2.Z Asevypolte B = {a; - a; - a; + a}, kde g, je primér viech g, ptes j.

3. Nalezne se m nejvétsich vlastnich Cisel A, > A, > ... > A, matice B a odpovidajici
vlastni vektory L = L, L) .., L), které jsou normovany, takie LT, L, = A,
Piedpokldadame, Ze m je voleno tak, Ze vlastni hodnoty jsou relativn€ velké a kladné.

4. Soufadnicemi objekti jsou fadky matice L.

Klasické feSeni je optimalizovano metodou nejmensich ¢tvercti: pfimé feSeni L minimalizuje
sumu Ctvercii vzdalenosti mezi skute¢nymi prvky matice D, tj. d; a predikcemi dij’ zaloZzenymi
na L. Pfedpokladejme, Ze experimentdlni hodnoty vzdélenosti d; jsou zatizeny ndhodnou
chybou ¢; dle vzorce d; = §; +&;, kde g; pfedstavuje kombinaci ndhodnych chyb z méfen;,
distorze vzdalenosti, kdyZ MDS model zcela neodpovidd konfiguraci navrzenych m
vzdalenosti. Navrhn€éme model zévislosti mezi vzdalenosti dvou objekti vztahem

é:] = By + B, 8, + &; a potom nalezenim nejlepSich odhadd b, pro S, a b, pro B, obdrzime

odhad vypoltené vzdalenosti cf,.j = by + by 5. Optimalizaéni procedura vychazi z Gcelové
funkce

n
_ AN s
U=3 (d,-d) = min
i<j
Aby byla zajiSt€na dplna invariantnost vi¢i transformaci proménnych, uziva se modifikovana
ucelové funkce U, dle vztahu
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a predevsim jeji druha odmocnina, zvand stress = /U__.. Je proto vfhodné hledat optimalni

pocet dimenzi, kterd se vezmou k vycisleni predikce MDS vzdalenosti d ; pomoci minimalni

hodnoty veliciny stress. Pro stress < 0.05 je t&snost proloZeni je3t& pfijatelnd a pro stress <
0.01 je té€snost prolozZeni vytecna.

Nemetrickd MDS: V dosavadnin postupu se piedpokladalo, Ze vzdalenosti jsou vyéisleny
metricky. Jsou v3ak situace, kdy jedna hodnota nevystihuje dostatecné skute¢nost: napf. pfi
porovnavani barev na stupnici miize byt jedna barva zafivéj$i neZ druh4, a tento fakt viak

nikterak neovlivni polohu barvy na stupnici. Predikované vzdalenosti dij jsou vy¢islovany
monotonni regresi: experimentélni vzdalenosti jsou uspofadéany vzestupné do fady

d,.ul Sdyp, s .. = dnjns kde N = n(n - 1)/2
a ciij jsou odhadovany tak, aby splnily podminku slabé monotonicity (WM)

- a

dil,/‘l < dw2 <. =< diN,jN’ nebo
nebo podminku silné monotonicity (SM)

dyj < dpp < .. < A jn-
Prvnim krokem k ziskdni poCitecnich odhadd predikovanych vzdalenosti J,.j byvéa vidy

metrické vycisleni. Pak nésleduje nemetricky p¥istup monotdnni regrese. Indexovy graf tpati
veli¢iny stress je uZite¢nou pomiickou i u nemetrické metody. Hleda se jednak zlom na tomto



grafu a jednak se vySettuje, kdy veliina stress nabyde hodnot mensich nez 0.05, resp. 0.01.
Takovy index, Cili poCet dimenzi, se pak jevi jako optimalni. Obdobné, jako metrickd metoda
CMDS, usti i nemetricka NNMDS ve vicerozmérnou $kalovaci mapu, na které se sleduje
rozttidéni vySetfovanych objekti.

Koresponden¢ni analyza (CA): je grafickd metoda k zobrazeni vnitini zavislosti, asociace
v tabulce Cetnosti. Soustfedime se na dvojrozmérnou tabulku &etnosti zvanou kontigenéni
tabulka, které obsahuje n tadkd a m sloupcd. Diagram korespondenéni analyzy, subjektivni
mapa obsahuje dva soubory bodii: soubor n bodii odpovidajicich f4dk& a soubor m bodé,
odpovidajicich sloupcii. Koresponden¢ni analyza je kompozitni technika, protoZe subjektivni
mapa je zaloZena na asociaci mezi souborem objektii a souborem popisnych znaki, zadangch
Clovékem. Polohy bodi pak pfimo vyjadfuji asociaci. I kdyZ je podobna faktorové analyze,
zasahuje dale za faktorovou analyzu. Jeji piimou aplikaci je zobrazovani korespondence
kategorii prom&nnych, znakd, které jsou méfeny v nominalni stupnici. Tato korespondence
je zékladem vytvateni subjektivni mapy.

Rddkové body (obr. 26), které jsou t&sné u sebe indikuji Fadky, které maji podobné profily
v celém sloupci. Sloupcové body (obr. 25), které jsou blizko u sebe indikuji sloupce s
podobnymi profily smérem dol ptes vSechny fadky. Kone¢né fadkové body, které jsou t&sné
ke sloupcovym bodiim pfedstavuji kombinace, které se objevi ¢ast&ji nez by se otekavalo u
nezavislého modelu, ve kterém fadkové kategorie nejsou vztaZeny ke sloupcovym.

Béiny vystup z korespondencni analyzy obsahuje “nejlepsi” dvojrozmérné zobrazeni dat
(obr. 27), podél kterého jsou soufadnice zobrazenych bodé a dale miru inertia vyjadtujici
mnozstvi informace zobrazené v kazdé dimenzi. Korespondenéni analyza piinasi fadu vyhod:

Prvnivyhodou je subjektivni mapa, kterd zobrazuje tabulku vicerozmérnych katego-rickych
proménnych jako jsou tfeba znaky vyrobki proti vyrobctim. Piistup umoziuje bud analyzovat
existujici odezvy nebo shroméazdit odezvy u nejméné omezeného typu méfeni nominalni nebo
kategorické drovné. Respondent potfebuje naptiklad u souboru objektil hodnotit ano a ne
pro celou fadu znakd. Odpovédi jsou shromézdény v tabulce a analyzovany. Ostatni
vicerozmérné techniky jako faktorovd analyza vyzaduji u kazdého objektu numerickou
hodnotu kazdého znaku.

Druhou vyhodou je zobrazeni vedle vztahu mezi fadky a sloupci také vztahti mezi
kategoriemi bud fadké nebo sloupcl. Jsou-li napfiklad sloupcemi znaky v tdsné blizkosti,
budou mit u vSech objektli vesmés podobné profily. Tento zpisob tfdéni znaki je velmi
podobny faktorové analyze a metod& hlavnich komponent.

Treti vyhodou je poskytnuti spole¢ného obrazu fadkovych a sloupcovych kategorii ve
stejném poctu dimenzi (obr. 27). Modifikace nékterych programfi dovoluje porovnani
vnitfnich bodt, ve kterém je relativni blizkost vztaZzena k vys8i asociaci mezi oddélenymi
body. U téchto srovnani je umoznéno sou¢asné vysetienf fadkovych a sloupcovych kategorii.
Analyza umozni identifikovat tiidy objekt, charakterizovanych znakd, které jsou v t&sné
blizkosti.

Vedle vyhod pfinasi korespondenéni analyza také nevyhody a omezeni. Jde o popisnou
techniku, kterd se nehodf ke statistickému testovani hypotéz. Koresponden¢ni analyza se
uplatni v rdmci exploratorni analyzy dat. Tyk4 se sniZeni dimensionality, i kdy? nema
proceduru k uréeni vhodného po¢tu dimenzi.

Casto jsme pii analyze vicerozmérnych dat postaveni pfed problémem “kvantifikovat
kvalitativni data”, nalezena v nominélnich proménnych tj. nemetrickych datech nebo v
kodech. Korespondencni analyza se 1§ od ostatnich vnitiné-zavislostnich technik ve své
schopnosti zpracovévat nemetrickd data a i nelinedrni vztahy. Provadi redukci dimenzi
podobnou vicerozmérnému $kalovani typem subjektivniho mapovéni nebo faktorové analyzy.
Ukazuje na miru asociace mezi fadkovymi a sloupcovymi kategoriemi.



6. Postup analyzy vicerozmérnych dat
Pti vySetfovani jednotlivych 1loh je tfeba postupovat dle nasledujicicho postupu:

1. Standardizace: vicerozmérné analyze obvykle pfedchézi standardizace €ili $kalovani
proménnych.

2. Odhady parametrii polohy, rozptyleni, tvaru a intenzita vztahu mezi proménnymi: vy¢isleni
vybérové stfedni hodnoty kazdé proménné, odhad kovarian¢ni matice S a jeji normované
podoby - korela¢ni matice R. Matice R obsahuje Pearsonovy péarové korelacni koeficienty pj,
které se diskutuji. UziteCny je pfedeviim diagram korela¢ni matice.

3. Exploratorni analyza dat EDA: (a) posoudi podobnost objektli pomoci vizudlnich
rozptylovych diagrami typu symbolovych a profilovych graft (hvézdicky, sluni¢ka, obliceje,
kiivky, stromy), (b) nalezne vyboclujici objekty nebo vybolujici proménné, mnohdy k
nevhodné analyze, (c) stanovi, zda plati pfedpoklad linedrnich vazeb, (d) testuje vSechny
piedpoklady o datech (normalitu, nekorelovanost, homogenitu).

4. Uréeni vhodného poctu latentnich proménnych: matice S nebo R se rozlozi na vlastni &isla
A; a vlastni vektory v,. Z indexového grafu tpatf vlastnich Cisel (Scree plot) se uréi vhodny
pocet latentnich proménnych (pro zobrazeni v roving se obvykle dava pfednost prvnim dvéma
latentnim proménnym), které jeSt€ dostateCné popisuji proménlivost v datech. Kdyz se
latentni proménné podafi pojmenovat a dét jim i fyzikélni, biologicky ¢i jiny vécny vyznam,
jedna se o faktory. V opac¢ném piipadé¢ jde o hlavni komponenty.

5. UrCeni struktury v proménnych (PCA): hleddni struktury a vzjemnjch vazeb (korelace)
proménnych se provede v grafu komponentnich vah. Hledani struktury v objektech a t¥idéni
objekti do shluki se provede v rozptylovém diagramu komponentniho skére. Dvojny graf
je pfehlednym spojenim obou predeslych grafii a ukaze interakci objektii a proménnych.

6. Urceni struktury a vzdjemnych vazeb v objektech: Klasifikaéni postupy zafadi
v diskriminacni analyze analyzovany objekt do jednoho jiZ existujiciho a ptedem zadaného
shluku. Neutfidénou skupinu objektd Ize uspotfadat do shlukfi a vysledek tfidéni zobrazit
dendrogramem v analyze shlukii. V hierarchickém postupu je tfeba k vytvoteni shluk vybrat
vzdalenost mezi objekty (Eukleidovskou, Manhattanovskou, Mahalanobisovu) a jednu z
nabidnutych metod: priimé€rovou, centroidni, nejbliziiho souseda, nejvzdilengjiiho souseda,
medianovou, Wardovu. Nehierarchické postupy rozdéli objekty do shlukd, v nichz jsou
pfedem umisténi typiti reprezentanti.

7. Soulad nalezené struktury objektii a vzdjemnych vazeb v dendrogramu a PCA grafech: je
tieba vySetfit a komentovat nalezenou strukturu a vazby jednotlivjch proménnych, nalezenou
jednak v PCA a jednak v dendrogramu podobnosti proménngch analyzou vzniklych shlukg.
Dale je tfeba komentovat také strukturu a vazby klasifikovanych objektsi, nalezenou v PCA
a v dendrogramu podobnosti objekt.

Vyuzitim programového systému ADSTAT, resp. programu STATGRAPHICS, SCAN,
MINITAB, STATISTICA, S-Plus atd. 1ze analyzovat dané tlohy.




Uloha 1. Vicerozmémd analyza dat 38 rozlicnych vin dle 24 proménnych znakil
Zdrojova matice dat obsahuje 38 objekti rozli¢nych vin, analyzovanych dle 24 proménnych
Cili namétenych vlastnosti a znakd. Je tfeba analyzovat vnitini strukturu vin dle analytické
odezvy v prom&nnjch a nalézt ptedevsim shluky podobnych druhd vin. Existuji také podobné
¢i korelujici proménné? Které proménné jsou silné nepodobné s ostatnimi?

Reseni: Indexovy graf dpati vlastnich Cisel (obr. 1 a 5) ukazuje, Ze prvni zlom na kfivce se
nachdzi prom = 2 a pro m = 7 je vlastni Cislo mensi nez 1. Byly zvoleny prvni dvé hlavni
komponenty. SloZeni prvnich ti{ hlavnich komponent y, y, a y, z ptivodnich 24 proménnych
x, aZ x,, ukazuji diagramy na obr. 2, 3 a 4.

Pro chemika je velmi dilezity graf prvnich dvou komponentnich vah (Plot Components
Weights) (obr. 6), ktery ukazuje proménné v blizké korelaci a vyznamng ovlivitujici
proménlivost v datech. Je-li Ghel mezi dvéma privodici maly blizky nule, jsou doty¢né
pivodni proménné v silné korelaci. V korelaci jsou proto proménné Region-Body-B, dile
proménné P-Cr-Na, dvojice K-Sr, dvojice Mg-Ba, silnou korelaci také vykazuji proménné Mo-
Pb-Cu, dale Quality-Flavor. Je-li mezi pivodnimi proménnymi velky thel (napt. Ca-Mn), je
korelace velmi slabd a korelaéni koeficient se blizi k nule. Je-li dale privodi¢ ptivodni
promenné x; dostatecné dlouhy, je tato pivodni proménn4 statisticky vyznamna a vyyznamné
také ovliviluje proménlivost v datech, napt. Sr, Aroma, Ca, Region, Na, atd. Je-li naopak
privodi¢ kratky, neovliviiuje v§znamné proménlivost v datech, napi. Al, Cu.

Rozptylovy diagram komponentniho skére (Scatterplot) (obr. 7) ilustruje klasifikaci vin dle
24 proménnych. Okolo oéislovanych bodi ¢ili typti vin je mozné udglat elipsy a vyznacit tak
jednotlivé shluky. Néktera vina jsou svym charakterem odlehld od ostatnim a va&i nim
naprosto nepodobnd, napf. druhy 14, 12, 24, 20, 1, 9. V diagramu lze oznaéit 3 a7 4 shluky
nejpodobnéjsich vin. Interpretace rozptylového diagramu komponentniho skore lze shrnout
do té€chto bodi:

1. Umisténi objektt: Objekty daleko od po&atku jsou extrémy. Objekty nejblize potatku

jsou nejtypicté;si.

2. Podobnost objektii: Objekty blizko sebe si jsou podobné, objekty daleko od sebe jsou
si nepodobné.

3. Objekty v shluku: Objekty umisténé zfetelng v jednom shluku jsou si podobné a ptitom
nepodobné objektiim v ostatnich shlucich. Dobfe oddélené shluky prozrazuji, ze lze
nalézt viastni model pro samotny shluk. Jsou-li shluky blizko sebe, znamena to znacnou
podobnost objekti.

4. Osamélé objekty: Izolované objekty mohou byt odiehlé objekty, které jsou silng
nepodobné ostatnim objektim. Pravidlo plati, pokud se nejednd o zdanlivou
nehomogenitu danou se$ikmenim dat a odstranitelnou transformaci proménnych.

5. Odlehlé objekty: V idedlnim piipadé byvaji objekty rozptylené po celé plose diagramu.
V opaéném piipadé je néco $patného v modelu, obyCejné je pfitomen silné odlehly
objekt. Odlehlé objekty jsou totiz schopny zbortit cely diagram, ve srovnani se silné
vyboCujicim objektem jsou ostatni objekty nakumulovany do jediného tzkého shluku.
Po odstranéni vybocujiciho objektu se ostatni objekty roztfidi po celé plose diagramu
a teprve vypovidaji o existujicich shlucich.

6. Vysvétleni mista objektu: Umisténi objektu na plose v diagramu miize byt porovnavano
s komponentnimi vahami pavodnich proménnjch ve dvojném grafu a pomoci
pivodnich proménnych pak i vysvétleno.



Dvojny graf (Biplot) (obr 8) kombinuje pfedchozi dva grafy Uhel mezi privodici dvou
promennych x;ax,je neprlmo umeérny velikosti korelace mezi t€mito dvéma proménnymi.
Cim je men3i uhel tim je vétsi korelace. Kazdy pruvodlé ma své€ soufadnice na prvni a na
druhé hlavni komponenté. Délka této soufadnice je tmérna pfispévku ptivodni proménné
x; do hlavni komponety, ¢ili je umérna komponentni vdze. Kombinace obou grafli v jediném
pﬁnééi cenné srovnani, jeden graf pisobi zde doplnkove vici druhému. KdyzZ se ve dvojném
grafu nachazi objekt v blizkosti urcité proménné x;, znamena to, Ze tento objekt “obsahuje”
hodné pravé této proménné a je s ni v interakci. Interakce proménnych a objektli umoziiuje
také vysvétlit umisténi objektd vpravo od nuly na ose y, (¢i vlevo od nuly) pomoci pozice
proménnych v tomto grafu, resp. umisténi nahofe od nuly (i dole od nuly) na ose y,.

V datech se mohou vyskytovat také odlehlé objekty, které se indikuji Williamsovym grafem
(obr. 9) nebo grafem Mahalanobisovy vzddlenosti ve 24 rozmérném prostoru piivodnich
proménnych (obr. 10). Ob& tyto pomiicky ukazuji na odlehly objekt & 20. Diagram
proménlivosti piivodnich proménnych ukazuje, které proménné x; maji velkou miru informace,
a tim padem vysokou proménlivost.

Obr. 12, 13, 14 a 15 ukazuji dendrogram proménnych. Interpretace dendrogramu je snadna:
objekty blizko sebe (i si siln€é podobné jsou propojeny spojovaci UseCkou hodné dole, maji
malou vzdalenost, Cili zna¢nou podobnost. Objekty propojené hodné vysoko maji malou
podobnost a mezi sebou vykazuji velkou vzdélenost, napt. Cu nebo Al se velice 1isi od viech
ostatnich proménnych. Mira podobnosti nebo naopak mira vzdalenosti dvou objekti se miize
piecist pfimo na ose. Polet vhodnych shlukti mtiZe byt snadno uréen zakreslenim rovnob&zky
s x-ovou osou do diagramu. VztyCime-li, naptiklad, kolmici v bod¢ 80 na ose vzdélenosti y,
dostaneme urcity pocet shluki. Nejvhodné&jsi techniku shlukovani vybereme na zakladé dvou
rozhod¢ich kritérii, kofenetické korelace CC a kritéria delta. Na étyfech dendrogramech jsou
uvedeny shluky, vytvofené rozlinymi technikami. ProtoZe rozhod¢i kritéria nalezla jako
nejlepdi techniku primérovou, budeme tento dendrogram povaZovat za optimalni a v nas{
analyze za vysledny. UZivatel mlZe porovnat jemné rozdily mezi dendrogramy.

vvvvv

koeficientu a kritéria delta je nejlepsi technika tvorby dendrogramu metoda primérova. Za
vybocujici je tfeba povaZzovat druhy vina 7, 1, 12, 20 a 24. Objekty blizko sebe jsou propojeny
spojovaci iseckou nizko, maji znanou podobnost. V dendrogramech lze &ist jako v mapé a
orientovat se tak, kterd vina jsou si podobna a ktera nepodobna. Byv4 zvykem, ze na urcité
hladin€ podobnosti (napi. 80%) na y-nové ose se vede rovnobézka s x osou a pod touto
ptimkou se identifikuji jednotlivé shluky. Na obr. 20, 21, 22 a 23 jsou dendrogramy
analyzované j Jlnym software NCSS2000, tyto dendrogramy jsou proti pfedeslym otoceny o 90°.
Jejich vypovéd je vsak analogicka.

Dvojrozmérnd MDS Skdlovaci mapa (obr. 24) pro 38 druhti vin klasifikovanych dle 24
pivodnich proménnych pfedstavuje hlavni visledek metody vicerozmérného $kalovani. Mapa
umoZiiuje interpretovat pouZité proménné, jejich podobnost, jejich korelaci a nepodobnost.
Isolované body proménnych (napi. Ba, Mg, Mn, B, Si) jsou si nepodobné s ostatnimi. Naopak
blizké body proménnjch (napi. Arom, Quality, Flavor) nebo (Oak, Mo, Pb, Clar) vykazuji
znacnou korelaci proménnych. K podobnym zévériim dospéla i korespondenéni analyza (obr.
25, 26 a 27), které Klasifikuje proménné (obr. 25), objekty - druhy vina (obr. 26) a kone¢né
ve dvojném grafu oboji dohromady (obr. 27).



Uloha 2. Vicerozmérné Skdlovini u analyzy podobnosti

Vicerozmérné $kalovani MDS ukéZeme na datech podobnosti 10 vyrobki Coly: 50
respondentii hodnotilo a vzdjemné& porovnalo 10 vyrobkil Coly (objekty) zpiisobem “kazdy
s kazdym” a pfi dokonalé podobnosti byla ptidélena nulova vzdalenost mezi dvéma objekty,
zatimco pii naprosté nepodobnosti vzdalenost 100. Z hodnot parovych vzdalenosti od 50
respondent byla vzdy vypo¢tena stfedni hodnota a zapsdna do buriky vytvoiené symetrické
Stvercové matice. Z této matice se ve vstupnich datech uZije pouze trojihelnikova Cast, tj.
prvky nad (nebo pod) diagondlou nul. Je tfeba provést dvojrozmérné Skdlovdni a z vysledného
grafu usoudit na podobné a nepodobné vyrobky Coly.

Reseni: Vetejnost by v ptivodnich datech méla odhadnout miru shodnosti & podobnosti vzidy
mezi dvéma druhy Coly tak, Ze odhadne vzdéalenost (Cili nepodobnost) mezi nimi: naprosto
stejné napoje budou mit mezi sebou vzdélenost nula a naprosto odli$né vzdalenost 100.
Té&chto 45 hodnot trojihelnikové matice vede k diagramu na obr. 28. Dvojrozmérny diagram
rozloZeni 10 druhti ndpoje Cola pfedstavuje hlavni vysledek vicerozmérného Skélovani. Casto
je nazyvan vicerozmérnou Skdlovaci mapou a umoziuje interpretovat matici vzdalenosti mezi
objekty ve dvojrozmérném diagramu. Neexistuje redlnd orientace tohoto diagramu,
diagramem je totiZ mozZné libovolné otacet okolo pocatku. DuleZité jsou relativni polohy
objektl viiéi sobé a pak hlavné poloha shlukt objektil. Obrazek ukazuje, Ze jednotlivé druhy
Coly jsou zfetelné roztiidény v rovin€. Cola 3, 5, 6 a 9 tvoi{ jeden shluk druhti podobnych
vlastnosti, dale Cola 8 a 10 spolu s Colou 7 pak druhy shluk. Odli$né jsou Cola 1, 2, a 4,
které se od predeslych dvou velmi odliSuji, navic Cola 1 se znaéné€ 1i§i od Coly 2 a Cola 2 se
znacéné lisi od Coly 4. Prvni shluk m& dominantu Colu 9 a druhy shluk pak Colu 10. Okolo
téchto dominant jsou soustfedény ostatni.

MDS Map
40.00-
- Cola10
. O (OCola8 QOColab
] QOColab
15.00: QCola®
1 OCola7
o~ : QOCola3
£-10.00-
Q ]
R OColat
-35.00
| (OCola2
i OCola4
‘60.00_ 1 4 L 1 I 1 T 1 1 1 1 1 ] T | | L 1 1 1 1
-60.00 -30.00 0.00 30.00 60.00
Dim1

Obr. 28 MDS dvojrozmérny diagram rozloZeni 10 druhii napoje cola (dvojrozmérna
Skélovaci mapa).
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Obr. 9. Urceni odlehlych objektd Williamsovym grafem pro 38 ocislovanych Obr. 10. Graf Mahalanobisovy vzdalenosti pro 38 oéislovanych objekti a 24
objektd a 24 pivodnich proménnych zdrojové matice Wine. ptvodnich proménnych zdrojové matice Wine.

C
SIOE —
1MEOT
-+ OE0? —
BOER —
I I I I
s 10 15 pra}

Obr. 11. Diagram proménlivosti pro 24 ptivodnich ocislovanych proménnych
zdrojové matice Wine.
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Obr. 12. Dendrogram proménnych metodou nejbliz§iho souseda (Single) pro

38 objektit a 24 pojmenovanych ptvodnich proménnych zdrojové matice Wine.
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Obr. 14. Dendrogram proménnych metodou nejvzdélenéjsiho souseda
(Complete) pro 38 objektl a 24 pojmenovanych ptivodnich proménnych.
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Obr. 13. Dendrogram proménnych metodou primérovou (Average) pro 38
objektd a 24 pojmenovanych ptvodnich proménnych zdrojové matice Wine.
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Obr. 15. Dendrogram proménnych metodou Wardovou (Ward) pro 38 objekti
a 24 pojmenovanych pivodnich proménnych zdrojové matice Wine.
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Obr. 16. Dendrogram objekti metodou nejblizsiho souseda (Single) pro 38
o¢islovanych objektli a 24 piivodnich proménnych zdrojové matice Wine.

Similarity Complete, squared Euclid.

0.00 —

33.33 —

66.67 —

100.00 T rrrrrTrrrrrirrrrirrrrrrrrrrr T rra T
131415341621252217183033353836122024 1 3 N 6 81110197 4 8 5 2723263128293237
Observations
Obr. 18. Dendrogram objekti metodou nejvzdalenéjsiho souseda (Complete)
pro 38 odislovanych objektli a 24 proménnych zdrojové matice Wine.
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Obr. 17. Dendrogram objektd metodou primérovou (Average) pro 38
oc¢islovanych objektd a 24 ptivodnich proménnych zdrojové matice Wine.
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Obr. 19. Dendrogram objekti metodou Wardovou (Ward) pro 38 ocislovanych
objektli a 24 ptvodnich proménnych zdrojové matice Wine.
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Obr. 20. Diagram objektd metodou nejbliziiho souseda (Single) pro 38
ocislovanych objektii a 24 ptvodnich proménnych Wine (NCSS2000).
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Obr. 21. Dendrogram objekti metodou primérovou (Average) pro 38
olislovanych objektli a 24 plivodnich proménnych Wine (NCSS2000).
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Obr. 22. Dendrogram objektli metodou nejvzdalengjsiho souseda (Complete)
pro 38 ocislovanych objektl a 24 pGvodnich proménnych Wine (NCSS2000).
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Obr. 23. Dendrogram objektd metodou Wardovou (Ward) pro 38 o¢islovanych
objektid a 24 plivodnich proménnych Wine (NCSS2000).
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Obr. 24. Dvojrozmérna MDS $kélovaci mapa pro 38 objekti a 24
pojmenovanych ptivodnich proménnych zdrojové matice Wine.
Correspondence Analysis
0.15+
] O
4 25
1 o1 S
0.08- 16
. . O20 OO 22
SN 7 O24 Orz OOHn
o B O3
= 1 O36
Zr c-ceul.. @ -AD 27 38 O@Nu
] ] o1 o3 oD
=2 7 QO3s OnhUu
. o7 O
-0.08 O26 o
_ Oa
] O2 O32 Os
Icth T T T T T T T T T T T T T T T T T T T
“030 018 -0.05 0.08 0.20

Factorl (46 %)

Obr. 26. Graf fadkovych profilii korespondenéni analyzy pro 38 o¢islovanych
objekti a 24 pivodnich proménnych zdrojové matice Wine.
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Obr. 25. Graf sloupcovych profilit korespondenéni analyzy pro 38 objekti a 24
pojmenovanych puvodnich proménnych zdrojové matice Wine.
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Obr. 27. Dvojny graf sloupcovych i fadkovych profild pro 38 ocislovanych
objektii a 24 pojmenovanych ptivodnich proménnych zdrojové matice Wine.



