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Souhrn

Jsou uvedeny zakladni modely primych a neprimych méreni. Je ukdzdano, ktery model
neprimych méreni odpovida nejistotam dle ISO. Je navrzen hierarchicky model zahrnujici
korektnéji nejistoty typu B. Jsou ukdzany viivy zeSikmeni rozdéleni vychozich dat na Sirku
intervalu spolehlivosti. Na jednoduchém prikladu je provedeno porovnani modelu 1SO a
modelu hierarchického.

1. Uvod

Je zndmo, ze méfeni a interpretace vysledki méteni je zakladem jak ptirodnich tak i
technickych véd. Zadné méfeni neni uplné perfektni, protoZe probihd na piistrojich
s omezenou piesnosti konstruovanych podle ptibliznych méficich principti a v prubéhu
meéteni se vyskytuje fada nekonstantnich podminek. V fad¢ ptfipadi je integralni soucasti
meéficiho fetézce také Clovék jako zdroj subjektivity resp. nepiesnosti. V praxi jsou tedy
méteni zatizena celou fadou riznych Sumil ozna¢ovanych obycejné jako poruchy resp. chyby
(ndhodné kolisani) nebo systematické vychyleni (bias). Tyto Sumy pak zplsobuji rozptyleni
métenych hodnot a jsou zdrojem nepiesnosti vysledki. Zptisob kombinace jednotlivych chyb
je specifikovan modelem jejich pusobeni.

Utelem méfeni je v nejjednodusdim piipadé stanoveni jedné (méfené) velidiny.
Vysledky méfeni jsou pak vyjadieny pomoci vhodného odhadu skute¢né (neznamé) hodnoty
a odpovidajici miry nejistoty. souvisejici s modelem ptisobeni chyb resp. vychylenim.

Klasicka statistika (vychazejici z definice pravdépodobnosti jako limity relativni
Cetnosti) poskytuje aparat pro vyjadieni nejistoty jako intervalu spolehlivosti odhadovaného
parametru M.

Vyjadieni nejistot publikované v_priruckach [1,2].je filosoficky blize subjektivni
definici pravdépodobnosti jako stupni divéry (viry). Tato pravdépodobnost pak souvisi
spiSe s nedostatkem znalosti nez s vysledkem opakovaného experimentu. V praci Geysera [9]
je provedeno porovnani postupu ISO se statistickym pfistupem ke tvorbé intervali
spolehlivosti

V této praci jsou uvedeny souvislosti mezi nejistotami méteni pouzivanymi v souladu
s ISO a nejistotami pouzivanymi ve statistické analyze dat, které jsou zalozeny na konstrukci
modelu méfeni. Jsou ukédzany zjednoduseni pfistupu ISO a mozné zdroje neptesnosti
zpusobené neplatnosti nékterych apriornich predpokladii o chovéani dat. Jsou diskutovany
rozdily v pfistupu a terminologii ISO presentovanych napft. v piirucce EURACHEM [1] resp.
priru¢ce NIST [2] aklasickym statistickym pfistupem vychazejicim z metody maximalni
veérohodnosti [5,6]. Diivodem je, Ze v téchto materidlech je fada informaci ve formé& navodu,
bez hlubsiho objasnéni toho, za jakych pfedpokladil 1ze postupy bezpecné pouzit.

2. Modely méreni

Pti analyze experimentalnich dat jde vlastn¢ o odhad parametrii pravdépodobnostniho
modelu, ktery definuje plsobeni poruch resp. vztah k externim proménnym ovlivilujicim
variabilitu méfeni. Vysledkem statistické analyzy jsou pak odhady parametri téchto
pravdépodobnostnich modelt. Zde se omezime na jednoduché pravdépodobnostni modely



tzv. ptimych a nepfimych méteni. Popsané postupy lze vSak bez problémi piimo pouzit pro
komplikovanéjs§i modely napt. regresniho typu.Pro typickéd data z oblasti analytické chemie
existuji dvé mezni situace:

1. Rozmezi analyzovanych dat se pohybuje v ramci jednoho fadu. To umoznuje pouziti
standardnich statistickych metod zaloZzenych na pfedpokladu konstantniho rozptylu
resp. aditivniho modelu méieni.

2. Rozmezi analyzovanych dat se pohybuje v rozmezi n€kolika fada. Pak se miize pouzit
transformace stabilizujici rozptyl nebo multiplikativni model méieni. To vede
k logaritmické transformaci dat Nevyhodou logaritmické transformace je fakt, ze pii
nizkych koncentracich je absolutni chyba méfeni velmi mala (blizkd 0) aby byla
relativni chyba konstantni, coz odporuje realité.

Aditivni model pfimych méreni
Zakladni aditivni model pfimych méfeni (napf. stanoveni koncentrace analytu) ma

tvar
X=U+E (1)

Parametrem je zde predevSim stfedni hodnota f/ (koncentrace analytu).Vysledek jednoho

méreni je x. (pro opakovana méreni se i-té opakovani oznacuje jako x; a pocet opakovani je
N).Chyba & se povazuje za nahodnou veli¢inu s rozptylem D( & =07, ktery je také zaroveii
druhym odhadovanym parametrem. Rozptyl chyb ¢ je u tohoto modelu totozny s rozptylem
méteni). Predpoklady standardni statistické analyzy jsou:

» stfedni hodnota chyb méteni je nulova, tj. E(€) =0,

* rozptyl chyb méfeni je konstantni, tj. D(£) =0

* chyby jsou vzajemné nezavislé .tj. E(g *€,)=0

 chyby maji normalni rozdéleni tj. £= N(0,0°)

Rozptyl  méfeni  je D(x)=0’. Odhadem  0o’je  vybérovy  rozptyl

- 1< 2
s _N_lg(xi j2)

2
Odhadem parametru Y je vybérovy pramér & = ]1] Z x; srozptylem D(f) = ?\7

Tento model se pouziva jako prakticky jediny pii vypoctech ,, standardnich nejistot*.

V piipadé , kdy E(&) =k, se tato konstanta vlastné pficte k 4 a resultuji systematicky
vychylené odhady stfedni hodnoty, protoze vyjde, Zze E(x)=p+k.
Ptredpoklad o konstantnosti rozptylu. je ekvivalentni pozadavku konstantni aditivni chyby
méficiho piistroje A = g . Pro aditivni model je tedy relativni chyba

O0=NA/x (2)

Predpoklad o nezavislosti métfeni je v fad¢ pripadii splnén. Potize mohou nastat napt. u
kinetickych experimentti, kde mtze dojit vlivem vzorkovéani na jedné soustavé ke vzniku
autokorelace I.fadu

£ =p*E_ *u, 3)



Zde u; je ndhodna veli¢ina s konstantnim rozptylem Plati, ze uy = 0. Autokorelacni koeficient

pje korelacni koeficient mezi dvojicemi x; a xj+;, i = 1,...,N - 1. Lze urcit, ze
2

D(u) = D(x) = I 4)

Je patrné, ze v pripadé vyrazné autokorelace dojde ke zvySeni rozptylu. Autokorelacni

koeficient p se obycejné odhaduje pomoci vztahu
N-1
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kde 57 je vybérovy rozptyl a ¥ je aritmeticky primér. Orientatné plati, Ze pokud lezi p

v intervalu
-2/ IN<p<2/ N

1ze povazovat p za nevyznamny.

Piedpoklad, ze chyby maji normalni rozdé€leni je potiebny pro konstrukci intervala
spolehlivosti (neurcitosti vysledkti méfeni) resp. testovani hypotéz. Pokud je k dispozici
dostatek dat, 1ze odhadnout rozdéleni chyb & z rozdé€leni x méteni, protoze pro model (1) je
tvar hustoty pravdépodobnosti totozny.

V chemické analyze je CastéjSim jevem asymetrické rozdéleni dat zeSikmené k vySSim
hodnotdm. Pro odstranéni této asymetrie se asto pouziva vhodna transformace /(x) . Ta vSak
v pripad¢ platnosti modelu (1) vede ke vzniku nekonstantniho rozptylu

Multiplikativni model primych méreni
Tento model je zalozen na ptredpokladech konstantni relativni chyby a nezdpornosti
méteni (jde o fyzikalni veliiny souvisejici s hmotou).

X = p*exp(€) (6)

Zde & ma stejné vlastnosti jako u modelu aditivniho (rov.(1)). Po korektni logaritmické
transformaci piechézi tento model na aditivni model v logaritmech

In(x) = In(u) + ¢ (7)

Nevyhodou multiplikativniho modelu je predevsim to, ze pro velmi nizké koncentrace
resp.malé 4 vychazi absolutni chyba méfeni piili§ mala. Pokud plati, ze In(x) = N(v,7*) ma
nahodna veli¢ina x lognormalni rozdéleni s parametry

U=exp(V+r1°/2) o = p*(exp(t?) - 1)

Krom¢ stfedni hodnoty 4 (odhadem je aritmeticky prumér)se pouziva také geometricky
pramér

Hg =exp(E(In(x))) = exp(V)
Lze snadno dokézat, ze plati

P(x<s p;)=P(x<exp(V))=P(n(x)<v)=0.5



To znamena, ze geometricky primér je roven medianu
med (x) = exp(V) = 11,

Pro odhady parametrii se pouziva dat v logaritmické transformaci

:;];mxi r’ =N1_1;(lnxi -v)*  p=exp(V+1°/2) (8)
Pro rozptyly odhadu plati
5 2 2
D = - D =F /N -1 9
§2) Nexp(r?) = 1] (Hg)=E(f;) [exp(T” / N) —1] 9)

Stiedni hodnota geometrického priméru je E(f,)=exp(V+7°/2N). Oba priméry
jsou vychylené odhady. Geometricky primér je v§ak vyhodné&jsi nez aritmeticky primér [5].
V ptipadég, Ze se pouzije ,,nevhodna“ logaritmicka transformace na model (1) vyjde

In(x) =In(u+&)=Inpu+In(l+&/ ) (10)
S vyuzitim Taylorova rozvoje lze psat In(1 + x) =x - x> /2 +x” /3+x* /4 apak

In(x)=In(u+&)=Inpu+e/ u-05*/ @)’ +(E/ 1)’ 13-/ @'/4.. (11)
Pokud m4 nahodn4 veli¢ina S rozd&leni N(u, o) plati pro jeji centralni momenty

4 =E(S - )]

tyto vztahy
r! '

(r/2)12""?
Pro malé relativni chyby méfeni d =0/ lze pak s vyuzitim tohoto vztahu nalézt

M. =0 prorliche resp. M = pro r sudeé

vyrazy pro stfedni hodnotu a rozptyl /n(x) ve tvaru
E(lnx)=Inu-05%0>-0.75*0" a  D(nx)=0"+2.5%0" +4.66*95° +6* "

Pokud vychézi vybérova Sikmost veétsi nez 0.35 doporucuje se volit tii parametrové
lognormalni rozdéleni s prahovou hodnotou A. Pii znalosti A 1ze misto x pouzit x-A ve vSech
vySe uvedenych vztazich. Pro rychly odhad A lze pouzit potaddkovych statistik xg; ftj.
vzestupné setfidénych hodnot vybéru.

* _ 2
Xy " Xmy T Aos

A= e
Xaqy T X0 —2%*X;

Presnéjsi odhad A je uveden v knize [6].

Kombinovany model primych méreni
Tento model byl nalezen napft. pro ptipad sledovani Grovné pesticid v rozmezi 1 ppb
az 100 jednotek (Horowitzova trumpeta). Jednd se o kombinaci obou piedchozich typl
modelil méteni, kdy Ize psat

x = p*exp(€) t &, (12)

Obycejné se predpoklada, Ze ob& chyby maji normdalni rozdélenig, = N(0,07) a



&, =N(0,0;). Zjednodulujici predpoklad je, e o7 =0,. V oblasti malych koncentraci
vychazi tedy relativni chyba vétsi. Model (11) je mozno zapsat v logaritmické transformaci

Inx=lnpu+eg +ln{l+L}

¥ exp(e,)
Rozvoj do Taylorovy tady (viz rov.(12)) vede ke vztahu
&
Inx=lny+g+| ——— 13
a {u*exp(fl)} (2

Podle pomérua velikosti chyb vychazeji rizné specidlni typy modelt:

* pro hodné malé &, vyjde aditivni model v logaritmech Inx =In @/ + [i} s nekonstantnim
rozptylem rovaym 0 =0,/ .

* pro hodné malé &,, resp. pro srovnatelné & a &, a velké 4 vyjde aditivni model v

logaritmech Inx = In g + & s konstantnim rozptylem rovnym g;

Rozptyl méfeni je mozné urcit ve tvaru

D(x) =+/07 + 1 *exp(02) * (exp(a?) - 1) (14)

Pro nizké drovné x, kde dominuje druhy ¢len rov. (12) a je mozno pouzit predpoklad
normality Pro vysoké urovné x, kde dominuje prvni ¢len rov. (12) je mozno pouzit
ptedpoklad logaritmicko normalniho rozdéleni.

Modely neprimych méreni
U nepiimych méfeni je vysledek y znamou funkci ptimo méfenych veli¢in X = (X;,..

Xp).
y=g(f(n,),&) (15)

Zde funkce g(.) odpovida modelu poruch a funkce f(.) odpovida modelu nepiimych
méfeni tj. transformaci méfenych veli€in na vysledek méteni a zz_je vektor stfednich hodnot
primo métenych velic¢in. Hledany parametr 4 je stiedni hodnotou ndhodné veliciny y.

Misto modelu definovaného rov. (15) se Casto zjednoduSené vyuziva toho, ze kazda
pfimo méfend veli¢ina je charakterizovana svym pravdépodobnostnim modelem méfeni, ze
kterého jsou urceny odhady stfedni hodnoty %, = £, a vybérového rozptylu s°xi. Pro uréeni
odhadt &4 aD(f&) se pak s vyhodou pouziva techniky Taylorova rozvoje.

Pti vypoctech nejistot podle doporuéeni ISO se vlastné pouziva zjednoduSeny model
nepiimych méteni (rozsifeny o specialni nekontrolované faktory) ve tvaru

y=rm+Y s, (16)

Méfenym veli¢inam X = (X},.. Xp) pak odpovidaji nejistoty typu A (nejistoty uréené
statisticky z odhadi rozptyla jednotlivych pfimo métenych veli¢in



Symbolem Z= (Z,....Zr) jsou oznateny nekontrolované (resp. nesledovang)
faktory, které se chapou jako ndhodné veliCiny s nulovou resp. konstantni stfedni hodnotou a
konstantnim rozptylem. Jejich stiedni hodnota je vyjadienim systematické odchylky a rozptyl
je prispévkem k rozptylu zplsobenému méfitelnymi veli¢inami. Témto veli¢indm pak
odpovidaji nejistoty typu B.

Pti konstrukci statistickych modeli se obecné nekontrolované faktory bud’
zkonstantiiuji nebo znahodnuji. Podle postupu ISO se pouZiva zkonstantnéni s tim, Ze se
odpovidajici odhadnutéd variabilita pfidava k celkové variabilité zptisobené pfimo méfenymi
velicinami (deformované transforma¢nim vztahem f{.)) a provadi se korekce na mozné
systematické vychyleni.

Nekontrolované faktory se zde tedy chapou jako Sumy zplsobené nesledovanymi
vlivy. Pro uréeni parametri nekontrolovanych faktori (odhadi sttedni hodnoty a rozptylu) se
zde vyuziva riznych variant expertnich odhadt. Pro expertni odhad rozptylti s°.; se vychazi z
vhodného aproximujici rozdéleni veli¢iny z. Pokud je znam pouze interval hodnot
nekontrolovaného faktoru —a<z,<a (resp.pouze mezni odchylka a) voli se bud

rovnomérné nebo trojuhelnikové rozdéleni s hustotou pravdépodobnosti f(z;) znazornénou na
obr.1.

& [ &
< » <

-a 0 a -a 0 a

v

Obr. 1 Hustoty pravdépodobnosti pro trojuhelnikové a rovnomérné rozdéleni

V obou ptipadech se uvazuje stiedni hodnota E(z;) = 0. Smérodatné odchylka pro rovnomeérné

v g . . a . , , v g
rozdéleni nekontrolovaného faktoru je s, =—==0,5774*a a pro trojiihelnikové rozdéleni

3

. a
Jc SyT —m~0,2041*a

Jako mira rozptyleni s,; se pak bere bud’ s,z nebo s.7 podle toho, které z téchto rozdéleni 1épe
vystihuje dany problém (viz. nejistoty typu B). Pokud neni stfedni hodnota E(z;) = 0 ale plati
ze E(z;) = b; je tfeba stanovit 1 hodnotu b; zexpertniho odhadu. Na vypoctu odhadu
smérodatné odchylky to nic neméni. Hodnota b; je systematické vychyleni zvySujici hodnotu
odhadu 4.

Pfi znalosti odhadd stfednich hodnot (%;,, b;) a rozptyld (szx,- ,sZZ,») pro vSechny

parametry X a Z je pak moZno pouZit Taylorova rozvoje. Nekorigovany odhad stiedni
hodnoty (obsahujici i1 systematickd vychyleni) ma tvar

1 & Pl P R
Ay = f(R),.8,) + Ezlcii * szi + zl Zlcé/’ * cov(X,;, X )+ Zlbi (17)
i= =1 j=i+ i=
2 2
kde ¢, = LAAC) a c. = m Symbol cov(X;X;) oznaCuje kovarianci mezi

ooax;? '0X,0X,
veli€inami X; a X; Ta souvisi s korelatnim koeficientem r; mezi témito veli¢inami podle
vztahucov(X,, X ;) =r; *s,, *s . Je patrné, Ze pro pfipad korelovanych méfeni vyjde odhad

[ vys§i nez pro nekorelovand méfeni. Obycejné je vhodné urcit jak pesimisticky odhad pro



ri = 1 tak optimisticky odhad pro r; = 0. Jako vysledek méfeni se pouziva korigovany odhad

P
bez systematickych vychyleni &= g1, - z b,
i=l

Pro odhad D( &1) vychézi z Taylorovy linearizace vztah

P-1 P
D(f)=Y el *si+D. D¢, *c, *cov(X,, X )+ 52 (18)
i i=l j=i+l J
_0f(x) . e e e, _
kde ¢, = . Opét je vhodné urcit jak pesimisticky odhad (vétsi rozptyl) pro r; = I tak

optimisticky odhad (mensi rozptyl) pro r; = 0.

Je patrné, Ze kvalita takto ziskanych odhadii zavisi na pfesnosti ndhrady funkce f{.)
kvadratickym rozvojem (pfi vypoctu odhadu stfedni hodnoty) nebo jeji linearizaci (pfi
vypoctu odpovidajiciho rozptylu). Z rov. (29) je ziejmé, Ze interval nejistot je kriticky zavisly
jakna @ tak ina D(Q).

Model vyjadieny rov. (16) bohuZel odporuje Casto realité, protoze ne vSechny nekontrolované
faktory ovlivituji vSechny pifimo méfené veli¢iny stejné a navic jejich vyznam ovliviiuje
nelinearita odpovidajici pfimo métené veliciny.

cvwr

objemu) odpovida skupina nekontrolovanych faktorti Z,; (napf. neptesnost pipety, teplota)
charakterizovana parametry systematického vychyleni b.,; a rozptyly s°.,;. Jiné pfimo méfené
veli¢iné (napf. hmotnost) odpovida jind skupina nekontrolovanych faktorti (napt. neptesnost
vah, tlak vzduchu atd.). Pii vypoctu odhadii stfednich hodnot %, a rozptylt s°i se pak provadi

pfimo korekce na systematické vychyleni a rozptyl Korigovany primér je pak
X =M, =Y b, a pro korigovany rozptyl plati, Ze s, =s. + > s, . Pro odhad stfedni
hodnoty vysledkii méteni y (zde napf. mérnd hmotnost o) pak z kvadratického rozvoje
funkce f(.) plyne, ze

12 p-1 P
A :f(xKla“xKP)-'_EZlcii*SIZ(xi+Z ZCU*COV(Xian) (17a)

i=1 j=i+l

Pro odhad D( &) vychézi z Taylorovy linearizace vztah

P-1 P
D(f)= D el *siy + 2 D¢ % ey *oov(X, X)) (18a)

i=1 j=i+l

Pti porovnani rov. (17) a (17a) resp. (18) a (18a) je patrné, Ze u hierarchického modelu
se dil¢i nekontrolované faktory projevuji s vahami ¢; c; resp. ¢; podle lokalni nelinearity
transformacni funkce. Pro linearni transformacéni funkce poskytuji oba typy modell stejné
vysledky.

3. Intervaly spolehlivosti a nejistoty

Pfirozenou otazkou je, jakd je spolehlivost odhadii pravdépodobnostnich modela
méfeni. Ta se vyjadiuje standardné pomoci intervalti spolehlivosti oznaCované také jako
intervaly nejistot (jsou li vSechny zdroje variability métitelné). Pro ptipad, kdy jdou nékteré
zdroje variability neméftitelné se pouziva analogické konstrukce intervalli nejistot (variabilita
se odhaduje subjektivné, na zaklad¢ zkusenosti ).

Bohuzel mezi nejistotami dle doporuceni ISO a standardnim statistickym
vyjadfovanim nejistot existuji 1 terminologické rozdily




ISO Statistika klasicka

Standardni nejistota A........ smérodatnd odchylka méfené Sumové slozky

Standardni nejistota B......... smérodatnd odchylka (odhadnutd) neméfené Sumové slozky
Kombinovana nejistota .......... smérodatnd odchylka funkce y

Rozsitena nejistota ................. polovina intervalu spolehlivosti

Faktor pokryti ......ccccoceevenene kvantil normovaného normalniho rozdéleni

Rozdily nejsou na zdvadu, pokud lze nalézt rozumné ditvody proc je potieba volit viastni
nazvoslovi. V dalSim budeme pouzivat pfedevsim statistickou terminologii s tim, Ze ¢aste¢né
vyuzijeme i ISO doporuceni (nejistoty typu A. B)

Kvalita odhadl parametri a tedy kvalita intervall nejistot souvisi obecné s:

- Kyvalitou dat
- Pouzitym modelem
- PouZitou metodou odhadu parametrii

Pokud jsou parametry modelli odhadovany metodou maximalni vérohodnosti plati
asymptotickd normalita a odhad £ ma normalni rozdéleni s rozptylem D(f), Pro (I-a)

procentni interval spolehlivosti pak plati, Ze

A=z o, D) Spusfi+z_,,*|D(Q) (19)

Zde z,_,,, je kvantil normovaného normalniho rozdéleni. Pro 90 ti % ni interval spolehlivosti

je tento kvantil roven 1.65 a pro 95 ti % ni interval spolehlivosti je tento kvantil roven 1.98.
Ukazme si problémy spojené s konstrukei intervalu spolehlivosti (nejistot) na piikladu
nejjednodussiho modelu piimého métfeni s aditivnim pilisobenim poruch pii splnéni
ptedpokladi uvedenych v kap. 2 pod rov. (1). Standardni postup zpracovani zde spociva ve
vypodtu aritmetického praméru x, £ a vyb&rového rozptylu s° znahodného vybéru
(jednotlivych méteni x;). Je zndmo, Ze 1 kdyZ zpracovavany vybér velikosti N prochazi z ne -
normalniho rozd&leni se stiedni hodnotou [ a rozptylem o (<e9) méa nahodna veliGina

Z=-IN*(x,~p)/o (20)

asymptoticky normalni rozdé&leni. Pokud neni & znamo, nahrazuje se vyb&rovou smérodatnou
odchylkou s. Pak ma tzv. Studentova ndhodna veli¢ina

t=~IN*(x,—pu)/s 1)
Studentovo rozdéleni s (N - 1) stupni volnosti. Asymptotickd normalita veliCiny Z resp.
Studentovo rozdéleni veli¢iny ¢ umoZiiuje konstrukei intervalu spolehlivosti stfedni hodnoty

U

Pii tzv. frekventistickém pfistupu je 100 (1 - a) % ni interval spolehlivosti CI
definovan vztahem

P(CID< u<CIH )=1-a (22)

Symbol P (.) oznauje pravdépodobnost a O je tzv. hladina vyznamnosti. Obycejné se voli a
= 0.05 nebo a = 0.01 s tim, Ze ¢im je d mensi, tim je interval (CID, CIH) sirsi. Pii znalosti
rozptylu & je mozno interval spolehlivosti CI vyjadfit ve tvaru



s s
X4 _Zl—a/Z*ﬁSlusxA _Za/z*ﬁ (23)
kde z, ,,, =-z,,, jsou kvantily normovaného normalniho rozdéleni. Pokud neni ¢° zndmo
1ze pouzit vztah
s s
X4 _t]—a/Z(N_])*WS/'IS‘xA g (N—1)*——

JN

kde ¢,_,,,(N—-1)=-t,,,( N —1) jsou kvantily Studentova rozdéleni s N-/ stupni volnosti.

(24)

Pro ptipad normalniho rozd€leni maji intervaly (23) resp. (24) ptesné 100(1-a) % ni pokryti
stredni hodnoty. To znamena, Ze jen v 100a/2 % ptipadil je stFedni hodnota mensi nez CI
(nejistota NP zprava) a v 100a72 % ptipadu je vétsi nez CI (nejistota NL zleva).Pro ptipad ne-
normalniho rozdéleni plati tyto intervaly pouze asymptoticky tedy pro dostate¢né vysoka N.
Dostatecna velikost N zavisi siln€ na Sikmosti g;(x) rozdéleni z kterého data pochéazeji.

Pro kvantifikaci vlivu Sikmosti na rozdéleni nahodné veli¢iny Z definované rov. (20)
je mozno pouzit prvniho ¢lenu Edgeworthova rozvoje pro, ktery plati

* 2 —

gi(x)*(x ])f,,(x) (25)
6-/N

Zde F,(x) je distribu¢ni funkce normovaného normalniho rozdé€leni a f,(x) je odpovidajici
hustota pravdépodobnosti. Sikmost ndhodné veliginy Z je ddna vztahem

81(Z)=g,(x)/"IN (26)
Cim je g;(Z) blize k nule, tim je rozd&leni veli¢iny Z bliz§i normalnimu. Z rov. (25) je patrné,
ze pro rozdéleni dat zeSikmené k vysSim hodnotam (tj. g;(x) kladné), je také rozdéleni
nahodné veli¢iny Z zeSikmené k vy$$im hodnotam (tj. g;(Z) kladné). Interval spolehlivosti
(23) pak ma vyssi horni mez CIH a vyss§i dolni mez CID neZ odpovida redlnému rozdéleni
statistiky Z. Napft. pro vybér rozsahu N=10 ze standardizované¢ho exponencidlniho rozdéleni,
kdy je g;(x)=2, je 97.5 % ni kvantil rozdéleni veli¢iny Z uréeny z rov. (25) roven 2.24 a
odpovidajici kvantil normovaného normalniho rozdéleni je pouze 1.96. Podobné lze urcit, ze
2.5 % ni kvantil Z je pouze —1.65 oproti odpovidajicimu kvantilu normovaného normalniho
rozdéleni -1.96. Interval spolehlivosti definovany rov. (4) je tedy cely posunut doprava
oproti skutecnému.

Také pro kvantifikaci vlivu Sikmosti na rozdéleni ndhodné veli€iny ¢ definované rov.
(21) je mozno pouzit prvniho ¢lenu Edgeworthova rozvoje

* 2 +
gi(x)*(2x I)f,l(x) 27)

6-/N
Zde je opét F,(x) distribu¢ni funkce normovaného normalniho rozdéleni a f,(x) je odpovidajici
hustota pravdépodobnosti. Pii porovnani s rov. (25), je patrné opacné znaménko korekcniho
¢lenu, coz znamend, ze pro rozdéleni dat zeSikmené k vys$Sim hodnotam (tj. g;(x) kladné), je
rozdéleni ndhodné veli¢iny ¢ zeSikmené k niz§im hodnotam (tj. g;(z) zaporné). Interval
spolehlivosti (24) pak ma nizs§i horni mez CIH a nizsi dolni mez CID nez odpovida redlnému
rozdéleni statistiky ¢. Interval spolehlivosti definovany rov. (24) je tedy cely posunut doleva
oproti skutecnému. To je zvlasté nepiijemné u dat silné zeSikmenych vpravo a vede to k
k ptfehnan¢ optimistickym .Pfi¢inou rozdilu mezi chovanim ndhodné veli€iny Z a ¢ je korelace
mezi odhady x4 a s . Asymptoticky korelacni koeficient je roven.

IO(XA:S):ﬂ
(g, (x)=1

kde g»(x) je Spicatost rozd€leni dat.

P(Z<x)=F, (x)~-

P(t<x)=F (x)+

(28)



Je patrné, ze problémy s vypoctem intervalli spolehlivosti stfedni hodnoty nastavaji
pokud je rozdéleni dat ne-normalni (zeSikmené vpravo) a velikost vybéru je mala. Pfitom
urceni toho, co je mald velikost vybéru zavisi na Sikmosti rozdéleni dat.

Problémem je nejen posun intervalu spolehlivosti definovaného rov (24) smérem
k niz§im hodnotam, ale také to, Ze pro pozitivné zeSikmena rozdéleni je odhad x, s velkou
pravdépodobnosti mensi, nez Y. Na druhé strané bylo urceno, ze interval spolehlivosti
definovany rov.(24) je pomérné¢ robustni. Je tedy patrné, Ze pii nesplnéni predpokladu
normality mize 1 v nejjednodus$im piipad¢ vyjit interval spolehlivosti vyrazné jiny nez
odpovidéa bézné pouzivané rov. 24).

Pro modely neptimych méteni dochazi navic k deformaci rozdéleni vlivem nelinearni
transformace. Navic je tieba definovat tzv.efektivni stupné volnosti pro urceni kvantilu
Studentova rozdéleni. Obycejné se pouziva vztah

_ D(p)’
TNt *st (N, -1

4

i

kde N; je poCet méfeni pro i - tou pfimo méfenou veli¢inu. Pro uréeni intervalu spolehlivosti
se Casto voli pfiblizny vztah (zanedbavajici ne-normalitu odhadu &)

ALV 5 )1a), * [ DA) (29)

Ukazme si pouziti klasického intervalu spolehlivosti pro piipad vypoctu nejistot
pfimého meéteni s jednou neméfitelnou Sumovou slozkou z;. Z rozsiteného modelu méfeni
(16) pro tento ptfipad plati, zZe g =x, —z,. Pokud je Sumova slozka z; aproximovana
rovnomérnym rozdélenim naintervalu b—a<z <b+a vyjde zrov (17), (18) a (29)

nejistota méfeni (f1,,-b)E  1.96*(s; +a’/3), coz je vsouladu svypoltem podle
pfipady nepiimych méteni.

Priklad komplexniho zpracovani Glohy stanoveni nejistot slozitych méfeni je uveden
v praci [10]. Tento postup, kdy se vyc¢isluji individualng jednotlivé dil¢i nejistoty se oznacuje
jako ,,bottom up®. Pii holistickém piistupu se seskupuji zdroje nejistot dle skupin (presnost,
spravnost, ptfiprava vzorkl, dal§i vlivy) a vétSina variability ve skupinach se urcuje ze
specidlnich experimentt [10].

4. Nejistoty vysledkii méreni
Je zieymé, ze tento problém je mozno feSit na zakladé rtiznych ptistupi. Konkrétné
zvoleny pfistup je siln€ zdvisly na ptedpokladech o vzniku a vlastnostech jednotlivych
nejistot.
LPiima méreni
Schematicky je tato situace znazornéna pro piipad fady zdroji chyb na obr. 2
811 l &

X1 ]
|

n— g(Er &)  |— 50
|

oo T,

Obr. 2 Blokové schéma méficiho systému pro piiméa méfeni
Zde uje métend veliCina, & &, &, jsou Sumove slozky (externi zdroje nejistot) a funkce

Xn




g(&1, &, &, M) souvisi s modelem plisobeni Sumovych slozek (aditivni, multipikativni atd.)

Standardni statisticka analyza
Tato analyza se provadi standardnim postupem tj.:
a) Odhad veliciny U (bodovy)
b) Odhad rozptylu D(Q)

¢) Odhad intervalu spolehlivosti (IS) pro u

d) Odhad vychyleni b= E(u— [l)
Obecné je tfeba ptipustit, ze odhad je vychyleny tj. stfedni hodnota E( &) # W. Pak je mirou
celkové variability stfedni kvadratickd chyba MSE, pro kterou plati

MSE=E(u~p)* = E[u~E(@)]’ + Hp-E(g)* = D(a) +b’

Jde tedy o soucet rozptylu a ¢tverce vychyleni.

Analyza nejistot podle ISO
a) Odhad veliciny 1 (bodovy): Neuvadi se specidlné, ale ziejmé se pouziva model

m
X, =HFE
i=1

2
kde Sumy maji nulové stiedni hodnoty £(&;) =0 a konstantni rozptyly D(&;) =0, . Pak rezultuje zndmy
odhad A =x,.

b) Odhad rozptylu D(f1) Pfedpoklada se nezavislost (resp. pouze linearni zavislost) &

Standardni nejistota typu A u,; tj. smérodatnd odchylka meérené Sumové slozky se
pocita standardné jako odmocnina z vybérového rozptylu. Pro posouzeni toho, zda data
obsahuji ne Gaussovské Sumy, které omezuji pouziti klasické statistiky lze vyuzit Alanova
odhadu rozptylu

A 2*( _I)Z( 1+l_ i

kdy se predpoklada, ze data jsou setifidéna s ohledem na ¢as méteni. Pokud plati, ze

s’ 1

s <l+—

o’ n
pfevazuje Gaussovsky Sum a data 1ze zpracovat standardnim postupem. Nejistota zde souvisi
s kolisanim méfeni kolem neznamé pevné stiedni hodnoty

Standardni nejistota typu B uBi tj. smérodatna odchylka neméiené (v experimentu
nesledované) Sumové slozky se odhaduje jako smérodatnd odchylka odpovidajici jejimu
apriorné¢ vybranému rozdé¢leni. Zde je zdkladnim kamenem urazu, které slozky vzit v tvahu a
jaky jim pfifadit vyznam. Jsou zndmy ptiklady z elektroniky, kdy mezindrodni porovnani
jednoduchého méteni v akreditovanych laboratofich vedlo k vysledkim odliSnym az o dva
fady [11]. Zahrnuti nevyznamnych zdrojii nejistot miiZze cely proces vypoctu komplikovat bez
docileni zlep$eni. Hodn& zde zélezi na praktickych znalostech o méfeném procesu. Rada
odhadu nejistot typu B vychazi apriorné z rovnomérného, trojuhelnikového, lichobéznikového
nebo normalniho rozdéleni.
Misto odhadu D(f) se pouZzivd kombinovana standardni nejistota u. vychdzejici z platnosti

vyse uvedeného aditivniho modelu (30).



2 2 2
us = 2Zuy + 2 up

Pro zéavislé zdroje nejistot se jesté pficitaji kovariance. Pokud vzniké nejistota typu B jako
soucet dil¢ich zdroji se stejnym rovnomérnym rozdélenim vede rychle vysledné rozdéleni
k rozd¢€leni blizkému k normalnimu. Pro pifipady rtiznych rozdéleni v§ak mohou byt vysledna
rozdéleni bimodalni, typu U atd. [11].

¢) Odhad intervalu spolehlivosti (IS) pro [ : Predpokldda se ptibliznd normalita, ziejmée
plynouci z centrdlni limitni véty. RozSifend nejistota (formalné polovicni Siika intervalu

oy e

normality z centrdlni limitni véty nefunguje dobfe.

d) Odhad vychyleni b=FE(u—f): Standardné se neuvaZzuje stim, Ze je vychyleni
odstranéno v ramci metody méfeni.

II.Nepiima méreni
Vysledek je ve tvarup = f(U,,..14p). Zde f(i; Hp) je zndma funkce skutecnych
hodnot vysledkii pfimych méteni 1 pp (Napt. méfime polomér a chceme znét plochu
pfi€ného fezu kruhovych vldken). K dispozici jsou odhady parametrd (4,,4,,....0, ) a
odhady rozptyla resp. ¢tvercii nejistot D(4, ), D(4,),...D(A,) .

Standardni statisticka analyza
Opét se provadi v téchto krocich:
a) Odhad [ z odhadii fi; i=1,..M
b) Odhad rozptylu D([1)
¢) Odhad intervalu spolehlivosti pro y

Analyza nejistot podle ISO
Odhad fi zodhadu fi; i=1,..M : Netesi se piimo, ale ziejmé¢ se prili§ aproximativné

predpoklada g = (4, 4,,... 0, ) -

a) Odhad rozptylu D(£) : Jde vlastné o rozsifenou nejistotu u(y). Vychazi se z predpokladu,
ze f(X) lze nahradit linearizaci Taylorovym rozvojem v okoli stfednich hodnot. Linearizace
muze byt v fadé€ ptipadi velmi nepfesnd, zejména co se tyce intervalll spolehlivosti (rozsifené
nejistoty).

b) Odhad intervalu spolehlivosti pro fi - Predpoklada se téméf vzdy nekorektn& piiblizna
normalita. (Nelinedrni funkce normalné rozdélenych nahodnych veli¢in jiz normalni

rozdéleni nema !!) .

¢) Polovina 95 % - niho intervalu spolehlivosti, resp. rozsirend nejistota je U =2.u(y). Zde 2

resp.piesnéji 1,98 je kvantil normovaného normalniho rozdé€leni . Pro nelinearni transformaci
vSak rezultuji nesymetricka rozdéleni, coz vede k nesymetrickému intervalu spolehlivosti.
Ve specialnich ptipadech (napi. stopova analyza) to miize vyrazné¢ ovlivnit zavéry (pro

positivné zeSikmena rozdéleni vyjde ve sméru k niz§im hodnotam korektné;jsi interval uzsi a
ve sméru k vy$§im hodnotdm $irsi).



5. Poznamky Kk nejistotam
V této ¢asti jsou uvedeny nékteré predpoklady pouzité pii konstrukei intervald nejistot
dle ISO a mozna zobecnéni na jiné modely méteni. Zakladni pouzité predpoklady jsou:

a) aditivni model méfFeni a pisobeni symetricky rozdélenych Sumovych sloZek (zdroji
nejistot). Pritom je znamo, Ze specidlné v analytické chemii se pracuje se zeSikmenymi
rozdélenimi a chyby jsou spiSe multiplikativni. Pro tento ptfipad je vyhodnéjSi pracovat
v logaritmech plvodnich dat. V praci [7] je pro tyto pfipady doporuena tzv. faktorova
transformace kdy se data vyjadiuji jako podily (data se déli vybérovym medianem a pro
vysledky mensi nez 1 se pouziji reciproké hodnoty).

b) konstantni rozptyl méreni (resp. zdroji nejistot). Ve vétsiné pripadi zejména nejistoty
typu A odpovidaji konstantnim relativnim chybam, tedy rozptyl neni konstantni.

¢) normalita nelinearni funkce normalné rozdélenych proménnych (pro urceni rozsifené
nejistoty resp. intervalu spolehlivosti - IS). Pro silné nelinedrni funkce jako jsou podily a
vys$$i mocniny je vyhodné pouzit pocitacove intenzivnich postupt typu Bootstrap [1].

d) nekorelovanost méreni. V piipadech, kdy nelze vyloucit korelaci mezi proménnymi je
vzdy lepsi volit krajni variantu linearni zavislosti a ziskat odhad pro nejhorsi ptipad.

¢) mala nelinearita f(x) umoZiiujici pouZiti linearizace. Reseni pro silné nelinearni funkce
je opé€t v pouziti metod typu Bootstrap.

f) nejistoty typu B se pri¢itaji k nejistotam typu A, coz je pro nepiimd méfeni Casto
nespravné, protoze vaha nejistot typu B se méni s tim jaka je transformacni funkce vzhledem
k odpovidajicim pfimo méfenym proménnym.

Také smérodatné odchylky, které se pouzivaji jako standardni nejistoty typu A jsou odhadem,
jehoz ptesnost zavisi na poctu mefeni. Pro normalné rozdélena data plati, ze

~ 9
D(u,) 2=

V préci [8] je zavedena standardni relativni nejistota nejistoty typu A jako

ug =100//2(n - 1)

a roz$ifena standardni nejistota Ug jako polovina odpovidajiciho intervalu spolehlivosti.
Tento ptistup dovoluje posoudit presnost odhadu nejistot.

6. Priklad

Tento zjednoduseny ptiklad se zvolenymi hodnotami odhadt je sestaven s ohledem na
ilustraci rozdilu mezi modelem ISO a hierarchickym modelem. Uéelem je stanovit nejistotu
mérné hmotnosti oleje v litrovych ldhvich. Z rozdilu hmotnosti plné a prazdné ldhve byla
uréena hmotnost oleje M [g]. Odpovidajici objem oleje V [1] byl ur¢en odmérnym valcem.
Pfimo mé&fené veli¢iny jsou tedy M a V. Pro mémou hmotnost oleje p[kg/m’] plati

transformacni vztah

p="
p



Necht’ byly na zakladé méfeni 50 ti lahvi oleje urceny priméry f,, =1105g a £, =0.98/.

Odpovidajici smérodatné odchylky jsou sy = 0,04 1 a s, = 70g
Uvazujme pouze dva zdroje nejistot typu B

ZMeenee nepiesnost vah (dle tdaji vyrobece 1%), tj. smérodatna odchylka je sz =11.05 g
ZY e nepiesnost odmérného valce (dle udaji vyrobce 2%), tj. smérodatna odchylka je
Szv = 0,0196 1

Neuvazuje se zde systematické vychyleni.

Vzhledem k tomu, Ze méfeni objemu a vazeni jsou nekorelované staci pouze znalost
derivaci transformaéniho vztahu pro vypocet mérné hmotnosti podle jednotlivych
proménnych.(koeficientl ¢). Snadno lze zjistit, ze

2 2
- O’ f(MY) _ 0 . = O’ f (M) _ 5 s Py
’ oM * or? o
_OMV) __ Py . = FMV)_ 1
oo £ Yoo g,

Vypocet nejistot dle ISO
Z rov. (17) vyjde, ze
2 %
p=Fu Sy f’M =1129.4¢
g

Z rov. (18) je
2 2 % 2
N s, *
D(p)=-" +F M
mooa

S ohledem na pocet méfeni lze kvantil Studentova rozdéleni ve vyrazu (29) nahradit hodnotou
2 a pro 95 % ni interval spolehlivosti mérné hmotnosti oleje pak vyjde 957.90< p<1300.9

+s., +s5, =7352.4

Vypocet nejistot dle hierarchického modelu
Vzhledem k nepfitomnosti systematického vychyleni ziistavaji korigované odhady stfednich
hodnot stejné jako nekorigované. Pro korigované rozptyly plati , ze
Sy, =5, +55,=0.002 a s, =s;, +55,, =5021.1
Z rov. (17a) vyjde, ze
2 %
p=Fu S " 2159 90
o
Z rov. (18a) je

2

2 % 2

D(p) = "0 4 o P 495 7
Ay Ay

S ohledem na pocet méfeni Ize kvantil Studentova rozdéleni ve vyrazu (29) nahradit hodnotou

2 a pro 95 % ni interval spolehlivosti mérné hmotnosti oleje pak vyjde 952.40 < p<1307.4

Pri porovnani obou pristupii jsou patrné rozdily zejména v urceni celkove variability mérné
hmotnosti zpusobené riznym pristupem k nejistotam typu B.

7. Zavér

Je patrné, ze vypocet nejistot, jak je navrzen ISO a EURACHEM je pouzitelny jen za
specialnich ptedpokladi o ptlisobeni poruch, typu modelované funkce a zdrojich
nejistot.Navic se pracuje s nejistotami typu B ne zcela korektné. Pro slozit€jsi situace je vzdy



1épe nejdiive nalézt vhodny model méfeni a v jeho ramci pak provadét stanoveni intervalu
neurCitosti. Také problém ndhodnych a systematickych neexperimentalnich chyb neni jesté
uspokojivé dofesen.

Podékovani: Tato prace vznikla s podporou grantu GACR 106/01/0565
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