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Abstrakt: Jsou vedeny zakladni problémy pri pouZti regresnich metod pro popis vztahu mez
doZenim a viastnostmi materidlu. Je prehledné pojednano o logickych principech metody
ngimensSich ctverci: pro linearni modely. Jsou uvedeny zakladni Ulohy regresni diagnostiky.
Detailneéji jsou probrany metoly hodnoceni vlivnych bodi a jejich skupin. Je popsan program
REGDIA v jazyce MATLAB pro identifikaci vlivnych bod:z v linearnich regresnich modelech.

1.Uvod

Jednou z frekventovanych Uloh reSenych v ramci hutni analytiky je analyza sloZeni rud,
resp. obsahu prvka v kovech a ditinach. Ugelem je kromg hodnoceni kvality hledat vztahy
mezi doZenim a vlastnostmi materidlt. Predstavou je, Ze vlastnost materidu P se da vyjadiit
funkci

P=1f(s...S0),

kde s jsou obsahy jednotlivych prvki, resp. doucenin v materidlu.Modely pro vyjéadireni
vlastnosti materidu v zavidosti na jeho dozeni se vyskytuji frekventovane také v dalSich
oborech souvisgjicich smateridovym vyzkumem. Vyznam téchto modela tkvi zejména
v predstavé, Ze umozni predvidat vlastnosti a optimaizovat dloZeni. VyZaduje se tedy
prognosticka schopnost modelu souvisgjici s moznosti rozSiieni mimo oblast dedovaného
sozeni.

Formélne se funkce f(s;....Ssy) hleda svyuzitim metod matematického modelovéni.
Vzhledem k tomu, Ze neexistuje fyzikani teorie, kterd by byla vychodiskem pro nalezeni typu
modelové funkce se vyuziva aparétu regrese. Vychézi se z linedrniho regresnino modelu typu

P=b,+> b *s (1)

=

ktery se dale rozSituje a upravuje tak, aby mel postacujici predikéni schopnosti.
Vzhledem k tomu, Ze je snahou postihnout nejvyznamnéjsi slozky s ovliviiujici vliastnost P
je tieba redit zgfménatyto ulohy:

- stanoveni vazeb mezi promeénnymi § = 1 ...m) za u¢elem odstraneni multikolinearit a
parazitnich proménnych

- nalezeni vazeb mezi vysvétlovanou proménnou P a vysvétlujicimi promennymi s za
ucelem zpiresneni modelu (1), resp. jeho rozSireni o interakce a nelinearity

- posouzeni kvality dat s ohledem na omezeny rozsah (obsah prvkui je omezen jak shora,
tak i ze zdola), piitomnost viivnych boda (vybocujici body, extrémy) a piipadné
nenormalni rozdeleni.




Rada vhodnych technik pro feSeni téchto Gloh je uvedena v knize [1]. V tomto piispévku jsou
popsany pouze vybrané problémy tykajici se posuzovani kvality dat, které jsou pro konstrukci
kvaditniho modelu jednou z rozhodujicich soucéasti. Je piehledné pojednéno také o obecném
postupu tvorby regresnich modeld.

2. Zaklady regrese

Regresni analyza umoZziuje nalezeni zavislosti vystupni veli¢iny (odezvy) y na nastavované
kombinaci hodnot m-tice vstupnich proménnych X = (X1, X2..Xm)-

Vychézi se z namétrenych hodnot y pii raznych kombinacich nastavovanych proménnych
X1, X, ..Xm Jde vlastné o n-tici boda {y;, %}, j = 1, ..., m, i= 1, ..., n, vyjadienych ve
zkréceném maticovém zpisu {y, X}. Vektor y ma rozmer (nx1) amatice X (nxm). Cilem
statistické analyzy je objasnéni variability merené, vystupni zavise proménné (vysvétlované)
veliciny y svyuzitim regresni funkce y = f(x, B) obsahujici nastavované, vstupni, nezavisle
promeénné (vysvétlujici) veliciny x. Bézné se predpokladd, Ze velicinay je ndhodna a veliciny x
jsou nendhodné alibovolné nastavovatelné. Tento predpoklad je mozné akceptovat i pro
hutnicka data pouze stim, rozdilem, Ze obsah jednotlivych sloZzek v materidlu neni libovolne
nastavitelny. Je neovlivnitelny experimentatorem a jeho velikost je omezena. To maze ¢init
problémy zejména pii posuzovani vyznamnosti pies korelacni koeficient, kdy omezeni v datech
pusobi vyrazné na jeho velikost. DalSim piedpokladem je aditivni model mereni ktery Ize
vyjadrit ve tvaru

y, = f(xi,b)* ¢ (2)

kde € jsou ndhodné veli¢iny.

Omezme se na linearni regresni modely, kde je regresni model linearni v parametrech a
oby¢gné je primo lineérni kombinaci vysvétlujicich proménnych. Podminena stiedni hodnota
proménnéy pro dané x (regrese) je pak ve tvaru

E/x) = 3 8,x (12)

Je patrné, Ze tomuto modelu vyhovuje takeé rov. (1) vychozi pro hledani vztahu mezi doZenim
a vlastnostmi materialt. Odhady b parametria B je pak mozné urcit metodou nejmensich
Ctvercy, kterabyvav praxi ngjpouzivangjsi. Ukazme si geometricky vyznam této metody.

V piipadé platnosti aditivnihno modelu metreni pro linearni regresni model je mozné zapsat
vysledky experimentt jednoduSe s pomoci linearni kombinace sloupcovych vektoru.
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Sloupce x; matice X definuji z geometrického hlediska m-rozmérny souiadnicovy systém
resp. nadrovinu L v n-rozmérném eukleidovském prostoru E". Vektor y obecng neleZi
v nadroviné L, (viz. obr. 1 pro pripad dvou nezavide proménnych m = 2). V nadroving L viak
lezi vSechny lineérni kombinace sloupci matice X tj. vektory X . Parametry 3 Ize tedy chapat
jako koeficienty umernosti u jednotlivych slozek x souradnicového systému (vysvétlujicich
promeénnych) jejichZ lineérni kombinace tvori regresni model. Bez ohledu na uzité kritérium
regrese bude tedy u linearnich regresnich modelt lezet modelova funkce X b stgné jako
teoreticky model X B v m-rozmerné nadroving L.

Metoda ngmensich &tverca (MNC) hledd odhady parametra b tak, aby byla
minimalizovana vzdalenost mezi vektorem y anadrovinou L. To je ekvivalentni poZadavku
minimalni délky vektoru rezidui

E=Y~Yp (4)

kde y, = X b je vektor predikce. V eukleidovském prostoru Ize délku vektoru e vyjadrit
vztahem

d=>¢ ®

Ctverec délky vektoru e je tedy &iselng shodny shodnotou kriteridni podminky S(b) metody
nejmensich ¢tverca. Odhady modelovych parametra b pak minimalizuji vyraz

S(b) :Z{y —ix,—b,} ©

Vektory e a yp jsou zndzornény na obr.1. Vektor yp nazyvany vektor predikce predstavuje

kolmou projekci vektoru y do nadroviny L. Vektor enazyvany vektor rezidui leZi v (n-m)
rozmeérné nadroving L*, kolmé na nadrovinu L.

Obr. 1 Geometrie linedrniho regresniho modelu

Na zaklade tohoto geometrického znazorneni Ize hledat odhady parametrd b tak, aby byla
minimalizovana vzdalenost mezi vektorem y anadrovinou L. Je patrné, Ze vektor rezidui e je
kolmy na vSechny sloupce matice X, aproto jsou odpovidgjici skalarni souciny nulové.Tuto



soustavu podminek Ize zapsat maticove jako
X'e=0 (7)

Po dosazeni zae =y - X b aUpravé vyjde odhad b, minimalizujici vzddenost d ve tvaru
b=X"X)"X"y (8)

kde symbol A™ oznaiuje inverzi matice A. Z rovnice (8) Ize urgit tvar projekéni matice H
pomoci které se promita vektor y do nadroviny L. Tedy

ye =HYy (9)
Pomoci vektoru b |ze vyjédrit rovnici (9) ve tvaru
Yo =X b=XXTX)"*X"y (20)

Projekéni matice H = X (X' X)™* X" méa tu vlastnost, Ze promitne libovolny vektor V do
roviny L. Projekéni matice P pro kolmou projekci do nadroviny L*, kolmé na nadrovinu L ma
tvar

P=E-H (11)

kde E je jednotkova matice. S vyuzitim téchto projekénich matic Ize provést rozklad vektoru 'y
do dvou sozek

y=Hy+Py=y, +e

Geometricky to znamend, Ze vektor y byl rozloZen na dva vzgemné kolme vektory. Jeden
souvisi sc¢ésti variability objasnéné regresnim modelem a druhy se zbytkovou (rezidudni
variabilitou). Ke stgnym vztahim Ize dospét analytickou minimalizaci kritéria MNC, tzn.
derivovanim rovnice (6) a dalSimi Upravami.

Pro uréeni statistickych vlastnosti néhodnych vektorti vy, € resp. b se uziva predpoklada,

za kterych ma metoda nejmengich &tverct (MNC) optiméni viastnosti [1]:

|. Regresni parametry 8 mohou nabyvat libovolnych hodnot. V praxi vSak ¢asto existuji
omezeni parametrad, kterd vychazegi z jgich fyzikaniho smysdu.

I1. Regresni model je linedrni v parametrech a plati aditivni model mereni (2).

[11. Matice nenahodnych, nastavovanych hodnot vysvétlujicich promeénnych X ma hodnost
rovnou pravé m. To znamena, ze zadné jgi dva sloupce x;, xx nejsou kolinearni, tj.
rovnob&Zné vektory. Tomu odpovida i formulace, Ze matice X'X je symetricka regulérni
metice, ke které existuje inverzni matice ajgiz determinant je veétSi nez nula
Z geometrického hlediska to znamend, Ze rovina L je mrrozmeérnd avektory X b jsou
jednoznacné uréeny. Jednoznatné jsou iodhady b parametra B, stanovené metodou
nejmensich ¢tverca.



V. Nahodné chyby & maji nulovou stiedni hodnotu E(g) = 0. To musi u korelatnich
modela platit vzdy. U regresnich modela se mize stat, ze E(g) = K, i= 1, ..., n, cozZ
znamena, Zze model neobsahuje absolutni ¢len. Po jeho zavedeni vsak bude E(g!) = 0, kde
=Y, ~Yp; K. Modely typu (1a) obsahuji absolutni ¢len, pokud je posedni proménna

Xm = 1 pro véechnai = 1, ..., n. Posledni sloupec matice X obsahuje tedy samé jednicky
a by, predstavuje absolutni ¢len.

V. Néhodné chyby & maji konstantni akonesny rozptyl E(g?) = ¢®. Také podmingny
rozptyl D(y/x) = & je konstantni ajde o homoskedasticky piipad.

V1. Nahodné chyby & jsou vzgiemne nekorelované aplati cov(s &) = E(g §) = 0. Pokud
maji chyby normdni rozdéleni, jsou nezévisdé. Tento pozadavek odpovida pozadavku
nezavidosti mérenych veli¢in y.

VII. Chyby & maji normélni rozdgleni N(O, ¢). Vektor y mé pak vicerozmgrné normani
rozdgleni se stiedni hodnotou X8 a kovarianéni matici 6°E, kde E je jednotkova matice.

Pokud plati prvnich Sest predpokladd, jsou odhady b, ziskané minimalizaci kritéria
nejmensich ¢tvercy, nejlepsi nevychylené linedrni odhady regresnich parametra:

Nejlepsi odhady b jsou proto, Ze jgich libovolna linearni kombinace ma ngimensi rozptyl
ze v&ech linearnich nevychylenych odhadi. Znamené to, ze i jednotlivé rozptyly odhadi D(by)
jsou miniméni ze vSech moznych linearnich nevychylenych odhadt (Gaussova-Markova véta).
Je tieba poznamenat, Ze existuji vychylené odhady, jgichz rozptyly jsou mensi nez rozptyly
odhadi D(by).

Nevychylené odhady b jsou proto, Ze plati E(8 - b) = 0, coZz znamend, Ze stiedni hodnota
vektoru odhadt E(b) je rovna vektoru regresnich parametra .

Linearni odhady b jsou proto, Ze je Ize zapsat jako linedrni kombinaci metreni y s vahami
Q;, které zavisi pouze na polohach promeénnych x, j = 1, ..., m. Za jistych predpokladi
o matici X navic plati, Ze odhady b maji asymptoticky vicerozmérné normalni rozdéleni
s kovarian¢ni matici

D(b) =a*(XTX)™ (12)

V piipade, Ze plati také predpoklad V1., maji odhady b normalni rozdéleni uz pro kone¢né
rozsahy vybéru n.
ProtoZe je matice H nendhodna, plati pro kovarianéni matici predikce vztah

D(y,)=0"H (13)
aanalogicky plati pro kovarianéni matici rezidui vztah

D(e) =o?P=0?(E-H) (14

Oba vztahy vyplyvaji z dulezitych vliastnosti projekénich matic, tj. idempotentnosti, kdy H
=H H asymetrie, kdy H = H'. Souget ¢tverci rezidui RSC Ize napsat ve tvaru



RSC=S(b)=e'e=y"(E-H)y=y'Py
apro jeho stiedni hodnotu plati, Zze
E(RSC) =¢° tr(P) =0° (n - m) (15)

kde tr(P) je stopa matice P. Ta je vzhledem k idempotentnosti a symetrii matice P rovna jgi
hodnosti. Pro nestranny odhad s” rozptylu chybo? 1ze tedy vyuZit rezidudni rozptyl

&= S(b) _e'e
n-m n-m

Pri pouziti odhadii parametra b je tieba mit na paméti, Ze jde o bodové odhady parametra .
Tyto bodové odhady jsou nahodné velic¢iny, amaji proto pro praxi mensi vyznam. DuleZitéjsi
jsou konfidenéni oblasti, nazyvané také oblasti nebo intervaly spolehlivosti, ve kterych lezi
teoretickd hodnota B se zvolenou pravdépodobnosti (1-a). Stejné jako u jednorozmernych
vybérd, se voli hladina vyznamnosti a = 0.05 nebo 0.01. Této volbé odpovidaji 95 %oni nebo
99 %ni intervaly (oblasti) spolehlivosti.

Pri konstrukci intervalia spolehlivosti se vychézi ze skutecnosti, Ze ndhodné velicina (n - m)
s?/ 0® ma x® rozdkleni s (n - m) stupni volnosti a néhodna velicina (b - B)" X" X (b - B) / o°
méa x>-rozdkleni sm stupni volnosti. Podil téchto veligin korigovany stupni volnosti mé
F-rozdéleni sm a(n - m) stupni volnosti. Pro hranice 100x(1-a) %niho intervalu spolehlivosti
pak vyjde

(b-B)TXX(b - B)=ms*F_, (mn-m) (17)

kde Fi.4(m, n - m) je (1-a) kvantil F-rozdéleni sma (n - m) stupni volnosti. Vzhledem k tomu,
Ze matice X'X je regulérni, definuje rov. (17) hyperelipsoid, jehoZ osy jsou orientovény do
smérd vlastnich vektora V; matice (X™X)™. Délky jednotlivych poloos jsou rovny p \/)T , kde A
jsou vlastni ¢idamatice (X" X)* a

P’ = M&® Fyq (M, n-m) (18)

Jak je patrné, jsou jak odhady parametru, tak i dalSi statistické charakteristiky regrese zavidé
jak nahodnotéchy tak i X.

Metoda ngmensSich ¢tverca poskytuje spravné vydedky jenom pri soucasném splneni
piredpokladi o datech ao regresnim modelu. K ovérovani téchto piedpokladi se pouziva
regresni diagnostika, ktera zahrnuje :

1. Metody pro priazkumovou analyzu jednotlivych promennych
2. Metody pro analyzu vlivnych bodu.
3. Metody pro odhaeni poruseni piedpokladu metody ngmensich ¢tverci

Z&kladni rozdil mezi regresni diagnostikou aklasickymi testy spociva vtom, Ze
u regresni diagnostiky neni tireba piresné formulovat aternativni hypotézu a jsou pritom
odhaleny typy odchylek od idealniho regresniho tripletu ,, data - model - metoda odhadu®.



3 Pruzkumové analyza dat

Ugelem priizkumové analyzy je zkoumani statistickych zvlédtnosti v datech, Problémem
pouZziti téchto metod vregres je to, Ze jde o strukturovana data svazbami vyjadienymi
regresni funkci. O metodéach prazkumoveé analyzy jednorozmeérnych dat je detailné pojednano
v knize [1]. V regresni analyze se vybranych postupd priazkumoveé analyzy pouziva pro:

a) urceni statistickych zvlé&tnosti jednotlivych promennych nebo rezidui,
b) posouzeni "parovych” vztahi mezi viemi sledovanymi proménnymi,
c) oveéreni predpokladu o rozdéleni promennych nebo rezidui.

V fad¢ pripadu jiz pouhé vyneseni nameéiené veliciny y; proti indexu i miZe odhalit skrytou
promeénnou, ¢asto souvisgici s ¢asem nebo poradim meieni.

K orienta¢nimu posouzeni vztahi mezi jednotlivymi promennymi se uziva rozptylovych
grafi, kde se na osy vynaSgi primo hodnoty dedovanych promeénnych. Informace o
multikolinearité lze ziskat vynesenim dvojic vysvétlujicich promennych x; proti x,. Priblizne
lineérni zavidost zde indikuje silnou multikolinearitu. Na druhé strané vsak maze vést vynéSeni
y proti %, j = 1, ..., m, i k mylnym zavéraim o nelinearit¢ modelu, ktery je ve skutecnosti
lineérni.

K ovéreni normality dat se ¢asto pouzivd Q-Q grafd [1]. Mezi z&kladni techniky
prazkumoveé analyzy patii i stanoveni rozsahu arozmezi dat, jgjich variability a piitomnosti
vybocujicich pozorovéni. K tomu lze vyuzit grafu rozptyleni s kvantily atady dalSich postupa
[1]. Pres svoji jednoduchost umoziuje prizkumova analyza identifikovat jesté pred viastni
regresni analyzou:

1. nevhodnost dat jako disledek malého rozmezi nebo piitomnosti vyboéujicich bodi,
2. nespravnost navrZzeného modelu (skryté promeénné),

3. multikolinearitu (priblizné linearni vztah mezi sloupci matice X)

4. nenormalitu v piipade, kdy jsou vysvétlujici promenné ndhodné veliciny.

4. Posouzeni kvality dat

Kvalita dat Uzce souvisi spouzitym regresnim modelem. Pri posuzovéni se deduje
piredevsim vyskyt vlivnych bodi (VB), které jsou hlavnim zdrojem tady probléma, jako je
zkresleni odhadi arast rozptyla az k naprosté nepouZzitelnosti regresnich odhadti parametra.
Ve zvl&stnich pripadech vSak vlivné body zlepauji predikéni schopnosti modela.

Vlivné body siingé ovliviiuji veétdinu vydedki regrese. Lze je rozdélit do tii zakladnich
skupin:

a) Hrubé chyby, které jsou zptsobeny méifenou velicinou (vybocujici pozorovani) nebo
nevhodnym nastavenim vysvétlujicich proménnych (extrémy). Jsou obyceiné dasledkem chyb
pii manipulaci s daty.

b) Body svysokym viivem (tzv. golden points) jsou specidné vybrané body, které byly
piresné zmereny, a které obvykle rozsiiuji predikéni schopnosti modelu.

) Zdanlivé vliivné body vznikaji jako disledek nespravné navrzeného regresniho modelu.

Podle dozky dat, ve které se vlivné body vyskytuji, |ze provest déleni na:

1. vyboéujici pozorovani (outliers O), které se naose y vyrazne lisi od ostatnich,
2. extrémy (high leverage points E), které se li&i v hodnotéch na ose x, nebo v jgich



kombinaci (v pripadé multikolinearity) od ostatnich bodu.

Vyskytuji se viak i body, které jsou jak vybocujici tak i extrémni (OE). O jegich vysdedném
vlivu v&ak predevSim rozhoduje to, Ze jsou extrémy.

Obr. 2 Vliv vybocujiciho bodu (O plné ¢ara), extrémg (E céarkovana ¢ara) a kombinace (OE
teckovana ¢ara) na prabeéh regresni piimky uréené MNC

K identifikaci vlivnych bodu typu vybocujiciho pozorovéni se vyuzivd zejména rezidui
ak identifikaci extrémiz pak diagonanich prvka H;; projekéni matice H.

Obecnégjsi charakteristiky vlivnych bodd jsou funkci rezidui g a diagonalnich prvku
projekéni matice Hj; s faktorem souvisgjicim s poc¢tem bodu n a poctempromennych m.

5. Statisticka analyza rezidui

Rezidua jsou za&kladem pro identifikaci podezielych bodi a nekorektnosti navrzeného
regresnino modelu. Pri jgich interpretaci se vsak vyskytuje fada chyb a nepiesnosti.
Statisticka analyza rezidui g = y; - xib, kde x; je i-ty fadek v matici X, vychéazi z predpokladu,
Ze jde o odhady chyb &. Nespravné predstavy o klasickych reziduich jsou, Ze:

1. rozdéleni rezidui je stejné jako rozdéleni chyb a statistickeé vlastnosti rezidui jsou shodné
svlastnosti chyb

2. ¢im jereziduum g vetSi, tim je dany bod vlivngjsi, a tim spise by se mél z dat vylougit.

Z geometrie na obr.1 plyne, Ze rezidua e nejsou nezavida, i kdyz chyby jsou nezavidé. Jde
totiz o projekci vektoru y do podprostoru rozmeéru (n - m). S vyuzitim projekéni matice P Ize
psat, Ze

e=Py=P(Xfp+¢&)=P¢ (29

Pti Uprave rovnice (19) bylo vyuzito faktu, Ze vektor X b lezi v rovingé kolmé na rovinu, do
které se provédi projekce, takze vydedkem je nulovy vektor.Pro i-té reziduum vyjde

e = (1 Hii)yi'Zn_:Hij y, — (1- Hii)fi'iHij Ej (20)



Kazdé reziduum e je tedy linearni kombinaci vSech chyb & . Rozdéleni rezidui je obecne
z&vidé narozdéleni chyb, na prvcich projekeni matice H a na velikosti vyberu n.

ProtozZe je reziduum e souctem ndhodnych vei¢in s ohranicenym rozptylem, projevuje se
zgména u mensSich vybérd tzv. efekt supernormality. To znameng, Ze i kdyz chyby & nemaji
normalni rozdéleni, vychazi rozdéleni rezidui blizké normanimu. U menSich vybera jsou prvky
projekéni matice H veliké a prevazuijici roli hraje soucet ¢lent Hj; €. Rozdéleni tohoto souctu
se vice blizi normalité nez rozdéleni pavodnich chyb ¢ . U dostate¢né velikych vybéra, kdy 1/n
jeblizké 0 je e = & aanalyzarozdéleni rezidui podava informace o rozdéleni chyb.

Pro rozptyl rezidui plati

D(e) = (1-Hi)s® (21)

Rozptyl rezidui D(e) je tedy nekonstantni, i kdyZz rozptyl chyb je konstantni. Pro péarovy
korelacni koeficient r;; mezi dvémarezidui g a g plati
_ - Hj

\/(1' Hi)(1- Hy)

Fij

Je tedy patrné,ze rezidua jsou korelovand, i kdyz chyby &; a &£ jsou nezavidé.

Pro silné extrémni body plati, Ze diagonani prvky Hii -1, zatimco vSechny nediagondni
prvky Hi; — 0. Z rovnice (20) pak ovsem plyne, Ze e = 0 je bez ohledu na velikost y;. Rezidua
proto neindikuji vzdy spravne silng odchylené hodnoty.

Klasicka rezidua jsou tedy korelovand, s nekonstantnim rozptylem, jevi se normalnéjSi a nemusi
indikovat silné odchylené body.

V odborné literature se ¢asto doporucuje uzivani normovanych rezidui ey = € /s,
o kterych se soudi, Ze to jsou normané rozdelené veli¢iny snulovou stiedni hodnotou
ajednotkovym rozptylem ey ~ N(O, 1). K wyjadieni jgjich vlivu se pouziva pravidla 3s, tj.
hodnoty veétsi nez + 3s jsou povazovany za vybocujici. Pro pripad normalniho rozdeleni lezi za
hranici x, + 3spouze 0.3 % hodnot.

Rozptyl D(eni) = (1 - H;) neni ani konstantni, ani jednotkovy. Navic bylo ukazano, Ze pro
sing vlivné extrémni body je & - 0, takZe uziti pravidla + 3s mize vest i k vylucovani
spravnych dat pii zachovani chybnych hodnot.

Konstantni rozptyl maji teprve standardizovana rezidua es, ktera vzniknou délenim
rezidui jejich smérodatnou odchylkou s, tedy

o8 (22)

Sy1-Hi

Vlastnosti standardizovanych rezidui ey jsou témér stejné jako klasickych rezidui e. Maximani
hodnotaeg je vVn—m.

Veligina €/ (n - m) mébeta-rozdsleni Be[0.5; (n-m- 1)/ 2].

Pokud se vrov. (22) pro vypocet standardizovaného rezidua es pouzije misto odhadu s
odhadu smérodatné odchylky s.), ziskané pri vynechanim i-tého bodu, resultuji piné
Studentizované, resp. Jackknife rezidua ey;



& = ey nnle = 4/n-mcotge, (23)

Tato rezidua maji za predpokladu normality chyb Studentovo rozdéleni s(n - m - 1) stupni
volnosti. Odpovidaji testovaci statistice Studentova t-testu nulové hypotézy Hy: C = 0
v modelu jednoduchého posunuti

y=XB+i*C+¢ (24)

kde i je jednotkovy vektor, obsahujici jako i-ty prvek jednicku aostatni prvky jsou nulové.
Model (24) vystihuje nejen piipad vybocujiciho meéieni, kde C je piimo velikost vychyleni, ale
i pripad extrému, kdy je C = ad; je vektor vychyleni jednotlivych x-ovych sozek i-tého bodu.
Jackknife rezidua jsou bézn¢ vyuzivana misto klasickych rezidui e k identifikaci vybocujicich
bodd.. Ani tato rezidua vSak nemusi byt spolehliva v pripade extréma. Dalsi skupiny rezidui
jsou popsany v praci [1].

6. Analyza prvkua projekéni matice

Analyza prvkd projekeni metice hraje v regresni diagnostice duleZitou roli. Diagonani
prvky této matice Hi =x5 (X' X)™'x indikuji piitomnost extrémnich bodd, které nejsou
zachyceny analyzou rezidui. Diagonalni prvky H; maji fadu vlastnosti, plynoucich ze symetrie
aidempotentnosti matice H:

1. Z vlastnosti projekéni matice H piimo plyne podminka pro diagonalni prvky O < H;j < 1
a prvky mimo diagonalu -1 < H;; < 1. Pokud model obsahuje absolutni ¢len a hodnost matice
X je m, plati pro diagondni prvky podminka 1/n < H; < 1/C, kde C je pocet opakovani
meieni t.j. opakovani i-tého réadku matice X.

2. Pro model s absolutnim ¢lenem a plnou hodnosti matice X plati, Zze

ZHiizl, ZHijzl
i=1 i=1
a prameérna hodnota diagonalniho prvku je Hi; = nvn.

3. Z idempotentnosti matice H plyne, Ze H; = Hi+> HZ = > H?
j#i =1
Z téchto rovnosti vyplyvaji dvé dulezité vlastnosti diagonalnich prvku Hi;:

a) pokud jsou diagondni prvky blizké nule, H;; — 0, jsou i vSechny mimodiagonalni prvky
blizké nuleHj; - 0, proj =1, ..., n;

b) pokud jsou diagonalni prvky blizké jedné, Hii — 1, jsou vSechny mimodiagonalni prvky
blizké nule, H;; -~ O, proj =1, ..., n.

4. Jestlize matice X pochézi z vicerozmeérného norméniho rozdéleni, ma velicina

F=(n-m)[Hi-1n] [(1-Hi)m-1)]
F-rozdéleni F (m- 1, n- m).

5. Cim jsou diagondlni prvky Hi vySSi, tim vice ovliviije i-ty bod predikci y . Jsou-li
hodnotou Hj; blizké jedné H; - 1, je yr. = ¥ aveSkera variabilita v misté x; je objasnéna
regresnim modelem. (viz te¢kovana a ¢arkovana céra na obr. 2)

6. Diagonalni prvky Hii = dy g / dy; vyjadiuji citlivost predikce yg. na zménu hodnoty y;.
Jgjich nulova hodnota H;; = 0 potom indikuje bod, ktery neméa Zadny vliv na predikci.

7. Diagondni prvky Hii jsou neklesgjici funkci poctu vysvétlujicich promeénnych m



anerostouci funkci po¢tu boda n.
vice poroste i hodnota diagondnich prvka H;.

9. Pokud maji vysvétlujici promenné x normani rozdéleni, plati pro velké poety bodu n, Ze
n H; - 1 mapriblizng x2 (2) rozdglen.

Pro komplexnéjsi analyzu je vhodné proveést rozsSireni matice X o vektor y, takze vznikne
matice X' = (X y). Této matici odpovida projekéni matice

ee’

e'e

H =H+

ProtoZe matice H™ obsahuje informace o v&ech datech, je vhodna jako celkova mira vlivnych
bodu. Pro diagonalni prvky této matice plati vztah

eZ
(n-m)g’

Hi = Hi+

Pro grafické znazornéni se pouzivaindexovy graf prvku H;; proti indexui.

7. Charakteristiky vlivnych bodu

P¥i posuzovéni vlivnych bodu je tieba mit na paméti, Ze mohou nestejné vyrazné ovliviiovat
rizné charakteristiky regrese. Napriklad, body ovliviiujici vyrazné predikci ys nemusi byt
z hlediska rozptylu parametri vibec vlivné. Stupei vlivu jednotlivych bodi je tieba posuzovat
vzdy sohledem na to, které charakteristiky regrese ovliviuji. K identifikaci vlivnych bodda
existuje fada dalSich diagnostik, které Ize rozdélit dle dvou z&kladnich skupin

ZvétSeny rozptyl

Tento pristup vychazi z platnosti linedrniho regresniho modelu (1a) se speciani strukturou
rozptyla chyb. Pro i-tou chybu &; plati, Ze m& norméni rozdgleni N(0, s>/ w;), zatimco ostatni
chyby &, j # i, mgji normélni rozdleni N(0, °) s konstantnim rozptylem. Vahovy parametr
w; leZi vintervalu O < w; < 1. Takovy model pasobeni viivnych bodu se oznatuje jako model
2vétSeného rozptylu (inflated variance).

Pro w; = 1 se jedna o klasickou metodu ngmensich ¢tverci. Oznatme b(w;) odhad
parametru b, uréeny MNC pro piipad, Ze rozptyl i-té chyby je roven pravé s’/wi. Pak plati

b ~b(w) =& fi)(_li( i\,(v_l);'v_%)q (25)

kde x; je i-ty ré&dek matice X, ktery obsahuje x-ové doZky i-tého bodu. Pro w = 0 vyjde
zrovnice (25), ze b(1) - b(0) = b - by, kde b je odhad ziskany metodou nejmensich ctverci
ze vech bodu krome i-tého. Vynechani i-tého bodu je tedy steiné, jako kdyZz ma tento bod
neohrani¢eny, tj. nekonecny rozptyl.
Vypousténi boda

Tento pristup je zalozen na dledovani zmeén charakteristik regrese, ke kterym dojde pri
vypusténi jednotlivych bodi nebo jegich skupin. Je snahou pouzivat vhodné skalérni miry
regresnich charakteristik, které se snadno interpretuji a graficky znazornuji. Nejznamgjsi



skalérni mira je Cookova vzdalenost D; souvisgjici s konfidencnim elipsoidem odhadi.

D = (b—by) X' X(b-by) ey H, (26)
- ms? " mil-H,

To umoziuje jgji porovnani s kvantily F-rozdéleni. Jde zde viak o posun odhadu, ktery vznikl
vynechanim i-tého bodu. Orientacné plati, Zze pro D; > 1 posun piresahuje 50%ni konfiden¢ni
oblast adany bod je proto vlivny. Dalsi mozné vysvétleni Cookovy vzdaenosti D; vychazi
ztoho, Ze jde o Eukleidovskou vzdalenost mezi vektorem predikce yr metody nejmensich
Ctverch avektorem predikce yeg, ktery odpovida odhadim metodou nejmenSich ¢tverch pri
vynechéni i-tého bodu. Cookova vzddenost D; vyjadiuje vliv i-tého bodu pouze na odhady
parametra b. Pokud tedy i-ty bod neovlivni odhady regresnich parametri b vyrazng, bude
hodnota Cookovy vzddenosti D; mala Takovy bod vsak maze siné ovlivnit odhad
rezidudniho rozptylu s°.

K vyjédieni relativni zmeny odhadi parametrd, zpasobené vynechanim i-tého bodu je
mozné uzit standardizovanych odchylek j-tého odhadu b od téhoz odhadu bgy;, ziskaného pri
vynechani i-tého bodu. Odpovidgjici diagnostika ma tvar

bj - bg);

DS =
Sy Vi

(27)

kde Vi je diagondni prvek matice X"X. Vliv i-tého bodu na odhad j-tého regresniho parametru
je vyznamny, pokud je DS > 2/ V2.

Andrewsova-Pregibonova diagnostika AP; vyjadiuje vliv i-tého bodu na zménu objemu
konfiden¢niho elipsoidu

p - det(XgX*(i))

R (28)

kde X' = (X y) je matice X rozifena o vektor y. Diagnostika AP, souvisi s prvky rozsitené
projekéni matice H” vztahem

AP = 1-Hi-e = 1-Hi (29)

Zavyrazné vlivné se povazuji body, pro kteréje H; = (1- AP) > 2 (m+ 1)/ n.
K unifikovanému vyjadieni vlivnych bodi se pouziva vérohodnostni vzdalenost LD,
definovanou vyrazem

LD, =2(L(©) - L(&,,)

kde L(©@) je maximum logaritmu veérohodnostni funkce pii pouziti vSech bodu a L(@ ) je
totéZz svynechanim i-tého bodu. Vektor parametri @ obsahuje jak odhady regresnich

parametri b tak i rozptylu . Za silng vlivné se povazuiji body, pro které je LD; > Xia (m+1),
kde x:_(m+ 1) jekvantil x?rozdgleni s(m+ 1) stupni volnosti.
Pomoci raznych variant LD; Ize vySetrovat vliv i-tého bodu na odhady parametrd, rozptyl



chyb nebo kombinaci obojich.
Pro dedovéni vlivu jednotlivych bodi pouze na odhady regresnich parametra b vyjde
vérohodnostni vzdalenost ve tvaru

dH,
LD, =nln{' ! +1}

Pro sledovéni citlivosti odhadu reziduéiniho rozptylu s* na pitomnost vlivnych bodi mé
vérohodnostni vzdalenost tvar

n di(n-1)
i(s®) = nin +nin(1-g)+——=-1
LDi(s?) -~ (1-d) 1g

Pro dedovani vlivu i-tého bodu na odhady parametri irozptylu ma veérohodnostni
vzdalenost tvar

LD; (b, SZ):nIn[nj+nln(1—di)+ (n-1d,
"t (1-d)@-H;)
V téchto vztazich je
2
e : (30

n-m
Z rozboru téchto tii variant vérohodnostni vzdaenosti plyne:

a) Diagnostika LDi(b) je monoténni funkci Cookovy vzddenosti D; av porovnani s ni
nepiindsi Zadné noveé poznatky.

b) Diagnostika LD;(s") nezavisi na H;; a nebude tedy ovlivnéna extrémnimi body.

¢) Diagnostika LDj(b, ) vystihuje vliv jednotlivych bodi na b a<’. Je vyhodna zejména
pro modely bez absolutniho &lenu. Diagnostika LDi(b,s”) ohraniuje shora veliginy LD;(b)
aLDi(s°) apostaiuje proto v prvnim priblizeni sledovat pouze ji.

Ani veli¢iny LD; negjsou zcela univerzani ak vySetieni vlivnych bodi se proto uziva
kombinace rady ruznych diagnostik. Z jejich hodnot se usuzuje, zda je nutné dané body z dalsi
analyzy vypustit ¢i nikoliv.

K testovani vlivu i-tého bodu na soucet stiednich kvadratickych chyb odhadu, stiednich
kvadratickych chyb predikce aintegrani stredni kvadratické chyby predikce se doporucuje
jako testovaci statistika Jackknife reziduum ey, které je vhodné jak pro modely jednoduchého
posunuti tak i pro modely zvétSeného rozptylu D(&:) = */ .

Pokud se sleduje sou¢asné n boda, plati pro model jednoduchého posunuti podminka

e.%i < Fanm (1! n-m-1, 05)
Jgji splnéni pro vSechna i znamena nepiitomnost viivnych bodu v datech. Veli¢inaFy.gm (1, n-

m - 1, 0.5) je 100°(1 - a / n) %ni kvantil necentrdniho F-rozdéleni s parametrem necentrality
0.5a(1, n- m- 1) stupni volnosti. Pro model zvétSeného rozptylu plati analogicky, Ze spinéni



nerovnosti
e.%i < 2F1—a/n (1!n m 1)

pro v&echna i znamena nepiitomnost vliivnych bodu. Zde Fi.g (1, n-m-1) je 100°(1 - a / n)
%ni kvantil centréiniho F-rozdéleni s1 a(n - m - 1) stupni volnosti. Na zaklade téchto dvou
testt: Ize definovat orientagni pravidlo: silng vlivné body maji &tverce Jackknife rezidui ¢ vetsi
nez 10.
K analyze vlivnych bodu je vhodné uZit také diagnostickych grafa:

a) Indexové grafy (IG) obsahuji charakteristiky vlivnych bodi v zévidosti na indexu
i daného bodu, stejné jako indexoveé grafy pro prvky projekéni matice Hii, atd. Vyhodnéjsi jsou
v&k specidni grafy, které vyuzivaji faktu, Ze vSechny charakteristiky vlivnych bodu jsou
jednoduchymi funkcemi rezidui g aprvka Hi; projekéni matice

b) V L-R grafech se vynasi naosu y ¢étverce normovanych rezidui e, = ¢ / RSC anaosu
x prvky H;. VSechny body pak leZi pod preponou v pravouhlém trojuhelniku s pravym thlem
v pocdtku souradnic a preponou, definovanou limitni rovnosti H;i + &5 = 1.
Vétdnu charakteristik vlivnych bodt Ize vyjédrit ve tvaru K(m, n) f(H;, &% ), kde K(m, n) je
konstanta, zavisgjici jennaman. [1].
V praktickych aplikacich je problémem, Ze piitomnost vice vlivnych boda se mize projevit
maskovanim nebo pirekrytim [2]. Diagnostiky simultanniho posuzovani skupin viivnych bodu
Ize snadno definovat na zaklade diagnostik zaloZenych na vypousténi bodu.
Necht' | = (iy, i,...1x) pro k< (n-m) je mnozina k indexa jejichz vliv se mé posoudit. S vyhodou
se vyuZzije preusporadani tak, Ze podezielych k bodi jsou posedni radky matice X a vektoru y.
Zaved'me oznaceni

X = Xy ) (n-k)xm y= Yoy | (n-K) x1 o= ey |(n-k)x1
X, kxm Y, kx1 € kx1

Projekéni matice odpovidajici podezielym bodum je pak definovana vztahem.
H =X (XTX)™X, (31)
Veicina S, =€/ (E—H,)"e, odpovida sniZeni rezidudniho souctu &tverch vlivem odstrangni

k tice indexovanych boda |. Analogii klasickych standardizovanych rezidui pro vice bodu je
velicina

S
el = S—'Z (32)
Pro skupinu vlivnych bodia méa Cookova vzdaenost tvar
e (e—-H,) H,e
Df = e (33)

a pro Andrews Pregibonovu statistiku plati



AP :1—(1—e—§")det(E—H|) (34)
n—-m

Vérohodnostni vzddenost L(b,s?) méapro pripad k vyloucenych bodi tvar

LD, (b,s%) = nln{n(n—m—eg)]Ir (n=1)(n-m+mD?) Cn

n-m n-m-ed

Je patrné, Ze Ze pii vhodném pieusporédani indexa Ize pomerné snadno nahradit skalér i
vektorem indexa |.

Dosavadni miry byly vhodné pro vybrané charakteristiky regrese a nepostihovali
komplexné vliv bodid na vysledek regrese. Hadi [3] navrhl jednu miru vychazeici
z predpokladu, Ze vlivné body mohou vybocovat vzhledem k prostoru proménnych x a
vzhledem k vektoru y. Kombinaci charakteristik vyjadiujicich vliv v prostoru x (vzdaenost
podezielych hodnot od ostatnich) a v prostoru y (chyba predikce) resultuje vztah

_me/(E-H,)e
HA?—? IT - TI |
e'e-elg,

Pro ptipad, kdy k= 1 al = (i) pak vyjde

2 m di2 Hi
A= (1_Hii) (1_di2) +1_Hii (3D

kde d? je definovano rov. (30). Prvni ¢len v rov (31) je funkce i tého rezidua a diagondly
projekeni matice (chyba predikce). Druhy ¢len se nazyva potencidl. Potencidl reziduovy graf
(PRG) mé na ose x prvni ¢len a na ose y druhy ¢len matice (31). Tedy prok= 1al =i se
2
[ d :
1-H; - diz)

..., H.
n&Seji L rot
vynasg) 1-H. p

V tomto grafu jsou extrémy v levém hornim rohu a vybocujici hodnoty jsou v pravém dolnim
rohu.

Dalsi diagnostiky vlivnych bodt jsou popsany v préci [4]. Zgjimavou moznosti je také
kombinace robustnich metod s identifikaci vlivnych bodu [2].

8. Program REGDIA

Na zéklade vySe popsanych charakteristik vlivnych boda byl sestaven program
REGDIA v jazyce MATLAB. Tento program pocita zakladni charakteristiky regrese a
diagnostiky zaloZzené na vypousténi jednotlivych bodia. Krome zde uvedenych charakteristik
jsou v programu obsazeny i dalSi charakteristiky, jejichZ popis Ize nalézt napr. v ¢lanku [2]. Je
pouZit také PR graf pro posouzeni obecného vlivu jednotlivych boda na vysledek regrese. Pro
feSeni odhadu parametria se uziva interni zabudované funkce. Invertace se provadi pomoci
zabudované funkce inv. UZivatedl maze volit model bez nebo sabsolutnim ¢lenem. Jsou
k dispozici jak rozséhlé tabelarni vystupy tak i fada grafa.



Pro ilustraci ¢innosti tohoto programu byla pouzita Hockingova synteticka data [ 6]
uréena pro regresni diagnostiku .Pocet bodi n=26 a pocet proménnych , m= 4

Model: Y = a0 + al*x1 + a2*x2 + a3*x3
Generacedat : y= 20 + 3*x1 - 2*x2 + epsl epsl...nahodna ¢ida z N(0,.25)

multikolinearita: 2*x3 = 60-3*x1 -1.5*X2 + eps2,
eps2... ndhodné ¢ida z N(0,.16)

Vyboéujici body : ¢.11,17,18. Extrém : ¢.24 (Iezi mimo rovinu multikolinearity). Data byla
zpracovana programem REGDIA. S ohledem na zaméieni této prace byly vybrany dva typické
grafické vystupy. Indexovy graf pro celkovou vérohodnostni vzddenost LD (b, s?) a
potencid reziduovy graf (PR graf) jsou zobrazeny na obr.3 a 4. Je patrné, Ze v obou piipadech
byly identifikovany vSechny narudujici body.
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Obr3. Indexovy graf pro celkovou vérohodnostni vzddenost LDi(b, &)
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Obr. 4 Potencid reziduovy graf

9. Zavér

Byly uvedeny z&kladni my3enky a souvisosti pro metodu nejmenSich ¢tverci. Byly
popsany vybrané metody regresni diagnostiky. Pozornost byla zameéiena piedevsim na postupy
identifikace vlivnych boda. Byla zminéno také pouZiti technik prazkumové analyzy dat. Byl
uveden programyv jazyce MATLAB.

Podékovani:
Tato préce vznikla s podporou vyzkumného centra Textil LNOOB090
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