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1. Uvod

Je zndmo, ze méfeni a interpretace vysledkd méfeni je zdkladem jak pfirodnich tak i
technickych véd. Zadné méfeni neni Gplné perfektni, protoZe probihd na pfistrojich
s omezenou piesnosti konstruovanych podle pfibliznych méficich principii a v pribéhu
méfeni se vyskytuje fada nekonstantnich podminek. V fadé piipadd je integralni soucasti
meéticiho fetézce také Cloveék jako zdroj subjektivity resp. neptesnosti. V praxi jsou tedy
mefeni zatizena celou fadou riznych Sumili oznacovanych obycejné jako chyby resp.
systematickych vychyleni (bias). Tyto Sumy pak zplsobuji rozptyleni métenych hodnot a jsou
zdrojem nepfesnosti vysledkl. Zplsob kombinace jednotlivych chyb je specifikovan
modelem jejich pusobeni.

UCelem méfeni je v nejjednodussim piipadé stanoveni jedné (méfené) velidiny.
Vysledky méfeni jsou pak vyjadieny pomoci vhodného odhadu skute¢né (nezndmé) hodnoty
a odpovidajici miry nejistoty. souvisejici s modelem ptsobeni chyb resp. vychylenim.

Klasicka statistika (vychazejici z definice pravdépodobnosti jako limity relativni
cetnosti) poskytuje aparat pro vyjadieni nejistoty jako intervalu spolehlivosti parametru .

Vyjadieni nejistot publikované v priruc¢kach [1,2].je filosoficky blize subjektivni
definici pravdépodobnosti jako stupni davéry (viry). Tato pravdépodobnost pak souvisi
spiSe s nedostatkem znalosti nez s vysledkem opakovaného experimentu.

V této préci je porovnan piistup presentovany v piirucce EURACHEM [1] resp. piirucce
NIST [2] a doporuceny ISO s klasickym statistickym ptistupem vychazejicim z metody
maximalni vérohodnosti [5,6]. V téchto materialech je fada informaci ve form¢ navodu, bez
hlubsiho objasnéni toho, za jakych predpokladi 1ze postupy bezpecné pouzit. V praci [9] je
provedeno porovnani postupu ISO se statistickym ptistupem ke tvorbé intervall spolehlivosti.
V této praci jsou uvedeny souvislosti mezi nejistotami méteni pouzivanymi v souladu s ISO a
nejistotami pouzivanymi ve statistické analyze dat, Jsou ukazany zjednoduseni piistupu ISO a
mozné zdroje nepiesnosti zplisobené neplatnosti nékterych apriornich ptfedpokladii o chovani
dat.

2. Nejistoty a jejich vyjadreni
Pti analyze experimentalnich dat jde vlastné o odhad parametrti pravdépodobnostniho

modelu, ktery definuje plsobeni poruch resp. vztah k externim proménnym ovlivilujicim
variabilitu méfeni. Vysledkem statistické analyzy jsou pak odhady parametri téchto
pravdépodobnostnich modelti. Pfirozenou otdzkou je, jaka je spolehlivost téchto odhadt. Ta
se vyjadiuje standardné pomoci intervalt spolehlivosti oznacované také jako intervaly nejistot
(jsou li vSechny zdroje variability méfitelné). Pro piipad, kdy jdou nékteré zdroje variability
neméfitelné se pouziva analogicka konstrukce intervald nejistot (variabilita se odhaduje
subjektivné, na zdklad¢ zkuSenosti ). Kvalita odhadli parametri a tedy kvalita intervali
nejistot souvisi obecné s:

- Kvalitou dat

- Pouzitym modelem

- Pouzitou metodou odhadu parametr




Zde se omezime na jednoduché pravdépodobnostni modely tzv. ptimych a nepfimych méteni.
Popsané postupy lze vSak bez problémi piimo pouzit pro komplikovanéjsi modely napft.,
regresniho typu.

Zakladni model piimych méfeni ma tvar

X=U+e (D)

Parametrem je zde predevs§im stfedni hodnotap , vysledek méreni je x @ chyba ¢ ma

charakteristiky (E(e )=0 a D(€ )=c’.Druhym parametrem je obvykle rozptyl chyb o’
(totozny u tohoto modelu s rozptylem métent).
Nejistota méfeni :je pak vyjadiena jako x £ u, kde u je nasobek o .tj. u =k *c . Pro:

- k=1....pfiblizn¢ 65% interval spolehlivosti (IS)

- k=2....pfiblizn€ 95% interval spolehlivosti (IS)

Rozsiteny model pfimych méfeni ma tvar
x=u+b+e (1a)

Systematické vychyleni (bias) b se casto odhaduje intervalem
a—d <b<a+d .(Casty je expertni odhad parametrt a,b).

Nejistota méfeni (x-a) X (1.96*c +d) —ortodoxni americky pristup (NIST, NPL). Ndhodn4 a

systematickd slozka se zpracovavaji zvIast
Nejistota vysledku , tj odhadu i stfedni hodnoty méfeni. IS

Pla <p<a’)=1l-a

BIMP (International Bureau of weights and measures) 1980 piijalo pét pravidel pro
vyjadfovani nejistoty

ISO vychazi z obecného modelu neptimych méfeni p = f(X,2).

X = (X1,.. Xp) jsou mé&fené velidiny (nejistoty uréené statisticky z odhadt rozptylii s%;)..Typ A
Z =(z,.....zz) jsou nemé&fené (-telné¢) Expertni odhad rozptylt s*; Typ B.

Odhad D( i) je z Taylorova rozvoje
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Pro rozsifeny model viz (2) plati n = x, — z, a pokud je vychyleni z; z intervalu
a—d <z <a+d vyjde

Nejistota méfeni ISO (ra)t 1.969(c’ +d*/3)

Nejistota méfeni ortodoxni (konzervativni) (x;-a) X (1.96*%c . Td)

3. Historicky vyvoj vyjadrovani nejistot

1969 US Air Force typ nejistot A(statisticka) B(nestatisticka)
U==Huy +5; *1555]

1985 ASME U = +4/[u2 + (s, *£05)°]

1993 1SO U = +kA[u; +u’]

Ptiklad komplexniho zpracovani ulohy stanoveni nejistot slozitych méfeni je uveden
v praci [10]. Tento postup, kdy se vy¢isluji individudlné€ jednotlivé dil¢i nejistoty se oznacuje
jako ,,bottom up®. Pti holistickém piistupu se seskupuji zdroje nejistot dle skupin (piesnost,
spravnost, ptiprava vzorkd, dalsi vlivy) a vétSina variability ve skupinach se urcuje ze
specialnich experimenti [10].

4. Nejistoty vysledkii méreni
Je ziejmé, ze tento problém je mozno fesit na zdklad¢ riznych pfistupi. Konkrétné
zvoleny pfistup je siln¢ zavisly na pfedpokladech o vzniku a vlastnostech jednotlivych
nejistot.
LPrima méreni
Schematicky je tato situace znadzornéna pro ptipad fady zdroji chyb na obr. 1

e | | =

X1 ]
|

n— g(e1....en31) — K
|

T T X |

Obr. 1 Blokové schéma meéticiho systému pro piiméa méfeni

Zde p je métend veliCina, €1 €2 €m jsou Sumové slozky (externi zdroje nejistot) a funkce
g(e1, €, €m, W) souvisi s modelem plisobeni Sumovych slozek (aditivni, multipikativni atd.)

Standardni statisticka analvza

a) Odhad veliciny p (bodovy)
b) Odhad rozptylu D(|1)

¢) Odhad intervalu spolehlivosti (IS) pro u
d) Odhad vychyleni b = E(n — 1)



Obecn¢ je treba piipustit, Ze odhad je vychyleny tj. stfedni hodnota E( i) # p. Pak je mirou
celkové variability stfedni kvadraticka chyba MSE, pro kterou plati

MSE=E(n-0)* = E[u - E@)] + E[n - E@]' = D(n) +b*
Jde tedy o soucet rozptylu a ¢tverce vychyleni.

Analyza nejistot podle ISO
a) Odhad veliciny n (bodovy): Neuvadi se specialng, ale ziejme se pouziva model

X, =u+isi (1).
i=1

kde Sumy maji nulové stfedni hodnoty E(g;) =0 a konstantni rozptyly D(e,)=0c iz. Pak
rezultuje znamy odhad

a=x
b) Odhad rozptylu D([1) Pfedpoklada se nezavislost (resp. pouze linearni zavislost) g;

Standardni nejistota typu A ua; tj. smérodatnd odchylka meérené Sumové slozky se pocita
standardné jako odmocnina z vybérového rozptylu. Pro posouzeni toho, zda data obsahuji ne
Gaussovské sumy, které omezuji pouziti klasické statistiky lze vyuzit Alanova odhadu
rozptylu

G = 2*(11—1)2( i1 %)

kdy se predpoklada, ze data jsou setiidéna s ohledem na Cas méteni. Pokud plati, ze
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pievazuje Gaussovsky Sum a data Ize zpracovat standardnim postupem. Nejistota zde souvisi
s kolisanim méfeni kolem neznamé pevné stredni hodnoty

Standardni nejistota typu B up; tj. smérodatnd odchylka nemeérené (v experimentu
nesledované) Sumové slozky se odhaduje jako smérodatnd odchylka odpovidajici jejimu
apriorn¢ vybranému rozdéleni. Zde je zdkladnim kamenem urazu, které slozky vzit v ivahu a
jaky jim pfifadit vyznam. Jsou znamy piiklady z elektroniky, kdy mezindrodni porovnani
jednoduchého méfeni v akreditovanych laboratofich vedlo k vysledkiim odliSnym az o dva
fady [11]. Zahrnuti nevyznamnych zdroji nejistot mize cely proces vypoctu komplikovat bez
docileni zlepseni. Hodné zde zélezi na praktickych znalostech o méteném procesu.

Rada odhadil nejistot typu B voli apriorni rovnomérné, trojuhelnikové, lichobé&Znikové nebo
normalni rozdé€leni. Nejistota zde souvisi s kolisanim métfeni kolem nezndmého parametru.

Misto odhadu D([1) se pouziva kombinovana standardni nejistota u. vychazejici z platnosti
vyse uvedeného aditivniho modelu (1).

2 2 2
us, = Zuy + 2 ug;



Pro zavislé zdroje nejistot se jesté pricitaji kovariance. Pokud vzniké nejistota typu B jako
soucet dil¢ich zdrojii se stejnym rovnomérnym rozd€lenim vede rychle vysledné rozdéleni
k rozdéleni blizkému k normalnimu. Pro pfipady riznych rozdéleni mohou byt vysledna
rozdéleni bimodalni, typu U atd. [11].

¢) Odhad intervalu spolehlivosti (IS) pro n : Predpoklada se piibliznd normalita, ziejmée
plynouci z centralni limitni véty. RozSifena nejistota (formdln€ polovicni Sitka intervalu

ey e

spolehlivosti pro p) je U =2.u,. Pokud né€které standardni nejistoty dominuji jiz pfedstava

normality z centralni limitni véty nefunguje dobfe.

d) Odhad vychyleni b=FE(n—n).: Standardné se neuvazuje stim, Ze je vychyleni
odstranéno v ramci metody méteni.

Postup vypoctu nejistot pro ptipady, kdy vychyleni b eliminovano neni.

Us=U-bproU-b>0resp. U+=0
U.=U+bproU+b>0respU.=0

To vede k nesymetrickému intervalu spolehlivosti.

I1.Neprima méreni

Vysledek analyzy Y= (U, 1)

Zde f(u; pwm) je znamé funkce skute¢nych hodnot vysledkd pfimych méteni p; py (Napf.
mefime polomér a chceme znat plochu pti¢ného fezu kruhovych vlaken).

K dispozici jsou odhady parametri (fi,,1,,....A4,,) a odhady rozptyl resp. ¢tvercii nejistot
D(@,),D(1,),....D(A,, ).

Standardni statisticka analvza

a) Odhad y z odhadii \\; i=1,..M
b) Odhad rozptylu D(p)
¢) Odhad intervalu spolehlivosti pro y

Analyza nejistot podle ISO
Odhad y zodhadii W, i=1,.M : Netesi se piimo, ale zfejm¢ se pfili§ aproximativné

predpoklada 9= f(1,, A,,...14, ).

a) Odhad rozptylu D(9): Je vlastné rozsirend nejistota u(y). Vychazi se z predpokladu, ze

S (x) lze nahradit linearizaci Taylorovym rozvojem v okoli p .

y= (@)= f(u)+2[ f()j )

1



2
G of (.
D(y) ~ Z[ﬁ] D(x,) +cov(...)
— P —
u?(y) u?(x,)
D(y) se oznacuje jako zakon Sifeni nejistot.V piipad€ ze zdroje nejistot jsou linearné zavislé
provadi se korekce s vyuzitim kovarianci cov ( . ).

i

Linearizace miize byt v iFadé pripadii velmi nepi‘esnd, zejména co se tyce intervalii
spolehlivosti (rozSiiené nejistoty).

b) Odhad intervalu spolehlivosti pro y: Predpoklada se témér vzdy nekorektné priblizna
normalita. (Nelinedrni funkce normalné rozdélenych nahodnych veli¢in jiz normadlni
rozdéleni nema !!) .

¢) Polovina 95 % - niho intervalu spolehlivosti, resp. rozsirena nejistota je U =2.u(y). Zde 2

resp.piesnéji 1,98 je kvantil normovaného normalniho rozdéleni . Pro nelinearni transformaci
vSak rezultuji nesymetricka rozdéleni, coz vede k nesymetrickému intervalu spolehlivosti.

Ve specidlnich ptipadech (napt. stopovd analyza) to mize vyrazné ovlivnit zavéry (pro

positivné zeSikmend rozd¢leni vyjde ve sméru k niz§im hodnotam korektnéjsi interval uzsi a
ve sméru k vy$§im hodnotam $irsi).

5. Poznamky k nejistotam
A. Terminologické rozdily

ISO Statistika klasicka
Standardni nejistota A........ smérodatna odchylka métené Sumové slozky
Standardni nejistota B......... smérodatnd odchylka (odhadnutd) neméfené Sumové slozky
Kombinovana nejistota .......... smérodatna odchylka funkce y
Rozsifena nejistota ................. polovina intervalu spolehlivosti
Faktor pokryti .........ccceeeueeee. kvantil normovaného normélniho rozdéleni

Rozdily nejsou na zdavadu, pokud se naleznou a presné uvedou rozumné divody proc je
potieba volit viastni nazvoslovi.

B. Statistické predpoklady
Vychazi se z téchto striktnich predpokladi:

a) aditivni model méreni resp. piisobeni Sumovych slozek (zdrojii nejistot). Pfitom je
znamo, ze specialné v analytické chemii se pracuje se zeSikmenymi rozdélenimi a chyby jsou
spiSe multiplikativni. Pro tento pfipad je vyhodnéjsi pracovat v logaritmech ptivodnich dat.
V praci [7] je pro tyto piipady doporucena tzv. faktorova transformace kdy se data vyjadiuji
jako podily (data se deli vybérovym medidnem a pro vysledky mens$i nez 1 se pouziji
reciproké hodnoty).

b) konstantni rozptyl méieni (resp. zdroji nejistot). Ve vétsSin€ ptipadd jsou zejména
nejistoty typu A odpovidajici konstantnim relativnim chybam, tedy rozptyl neni konstantni.

c) normalita nelinearni funkce normalné rozdélenych proménnych (pro urceni rozsifené
nejistoty resp. intervalu spolehlivosti - IS). Pro siln¢ nelinedrni funkce jako jsou podily je
vyhodné pouzit pocitacové intenzivnich postupii typu Bootstrap [1].



d) nekorelovanost méreni. V piipadech, kdy nelze vyloucit korelaci mezi proménnymi je
vzdy lepsi volit krajni variantu linearni zavislosti a ziskat odhad pro nejhorsi ptipad.

e) mala nelinearita f(x) umoZziujici pouZiti linearizace. ReSeni pro siln¢ nelinearni
funkce je op€t v pouziti metod typu Bootstrap.

Dale je zde nekorektnost pii konstrukci a interpretaci U (resp. IS). Klasicka statistika vede
k tomu, Ze pro n—c je 100(1-a) %ni IS parametru p roven

Atu, /D).

Pii vypoétu pomoci nejistot neni vlastn& kombinované nejistota u;> pouze odhadem rozptylu
D(11), ale obsahuje dalsi slozky.

Rozsifena nejistota je systematicky vysSi nez polovina intervalu spolehlivosti, hodnota 2
nezajistuje piblizné 95% ni pokryti a interpretace takového intervalu je nesnadna.

Také smérodatné odchylky, které se pouzivaji jako standardni nejistoty typu A jsou odhadem
jehoz ptesnost zavisi na poc¢tu mefeni. Pro normalné rozdélena data plati, ze

c
D(MA)Nﬁ

V praci [8] je zavedena standardni relativni nejistota nejistoty typu A jako

ug =100/ /2(n—1)

a rozsifena standardni nejistota Us jako polovina odpovidajiciho intervalu spolehlivosti. Tento
ptistup dovoluje posoudit pfesnost odhadu nejistot.

6. Priklad

Utelem je stanovit nejistotu méfeni teploty rtutovym teplomérem dle specifikace nejistot
typu B

Zdroje nejistot typu B

X[ ceeen chyba teploméru (dle idajii vyrobce) [£ 0,1 °C]

X2 eeenns nejistota kalibrace (dle udajii vyrobce) [ 1°C]

X3 eeens nejistota odectu teploty (odhad) [+ 0,25 °C]

Predpoklad rovnomérného rozdéleni nejistot v.daném intervalu
Nejistota pro zdroj x; je ox1 = 0.5774 * 0,1 = 0,05774°C
Nejistota pro zdroj X, 60 = 0,5774 *1°C
Nejistota pro zdroj X3 cx3 = 0,14435°C

Kombinovana nejistota (celkové chyba) - nekorelované zdroje nejistot
G, =02 +0%+0% =0,59796

Rozsii‘ena nejistota U =2* .= 1,1958 °C
Kombinovana nejistota (celkova chyba) - korelované zdroje nejistot




c6.=06_,+0,+06 ;=0,77949

Rozsiien4 nejistota U = 2* .= 1,5588 °C

Predpoklad trojuhelnikového rozdéleni nejistot vdaném intervalu
Nejistota pro zdroj x; oy = 0,4072.0,1 = 0,04072°C
Nejistota pro zdroj x; 6x2 = 0,4072°C
Nejistota pro zdroj X3 6x3 = 0,1018 °C

Kombinovana nejistota (celkova chyba) - nekorelované zdroje o, =0,422

Rozsirena nejistota U = 2* o.= 0,843 °C

Kombinovana nejistota (celkova chyba) - korelované zdroje o . =0,5497

Rozsirens nejistota U = 2* .= 1,099 °C

Nepresnost volby rozdéleni nejistot nehraje zirejmé rozhodujici roli. Projevuje se zejména
mozna korelace mezi zdroji nejistot. Navic je velmi pravdépodobné, Ze zdroje nejistot x; a x,
budou pusobit jako systematicke odchylky a tedy povedou k nesymetrickym intervalum nejistot

7. Zavér

Je patrné, Ze vypocet nejistot, jak je navrzen ISO a EURACHEM je pouzitelny jen za
specialnich predpokladii o plisobeni poruch, typu modelované funkce a zdrojich nejistot. Pro
provadeét stanoveni intervalu neurCitosti. Také problém ndhodnych a systematickych
neexperimentalnich chyb neni jesté uspokojiveé dotfesen.

Podé&kovani: Tato prace vznikla s podporou grantu GACR 106/01/0565
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