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Abstrakt:

Jsou popsany zdkladni logické postupy realizace metody hlavnich komponent (dale PCA)
vychazejici z ruznych hledisek. Je pojednano o zpusobech predbézné analyzy dat, viastni
realizaci PCA, mozZnostech vizualizace vystupii a  ruznych zpusobech omezeni viivu
vybocujicich bodi. Je diskutovano o vhodnosti vyuziti PCA v priizkumové analyze a moznych
uskalich. Nekteré typy transformaci a Skalovani dat jsou demonstrovany graficky.

1.Uvod

Jednou ze zakladnich uloh analytické chemie je simultdnni monitorovani tirovné raznych
latek (proménnych) v materidlech, ovzdusi, vodé a pad¢. Cilem je Casto zjisténi, zda dané
latky (celkem p) neptekracuji zadané urovné. Problémem je, Ze se jednotlivé latky navzajem
ovliviiuji a v fad¢ piipadl spolu siln¢ souvisi, takze se Casto Spatn¢ samostatné interpretuji.
Navic se informace o koncentracich téchto latek ziskavaji z riznych zdroja (mist), které
nejsou nezavislé. To vSe vede k pozadavku zkoumani struktur v datech a hledani vazeb mezi
latkami resp. zdroji. Obycejné je pozadovano :

1. Nalézt kombinace piivodnich proménnych, které 1épe vystihuji data nez pivodni
proménné a objasnit jejich vyznam

2. Nalézt struktury a souvislosti v datech, které charakterizuji jednotlivém zdroje a
jejich mozné vazby

3. Identifikovat nevyznamné kombinace slozek (snizeni dimense problému a
eliminace Sumil) a vybocujici zdroje (indikace resp., eliminace atypickych zdroji)

Také celda ftada dalSich uloh zoblasti analytické chemie vede na zpracovani
vicerozmérnych vybérti. Podobné problémy se vyskytuji také v jinych oborech, kde se
zkoumé chovani systémi ovlivnénych simultanné tadou souvisejicich faktord resp. pfi
konstrukci modeld predikujicich vlastnosti vyrobki z vlastnosti surovin atd. Vse je
komplikovéno tim, Ze se vychdzi z experimentalnich dat , kterd maji v téchto ptfipadech
standardné¢ nékteré specifické zvlastnosti:

(a) rozsahy zpracovavanych dat nejsou obycejné velkeé,

(b) v datech se vyskytuji vyrazné nelinearity, neaditivity a struktury, které je tieba
identifikovat a popsat,

(c) rozdéleni dat jen ziidka odpovida normélnimu bézné predpoklddanému ve standardni
statistické analyze,

(d) v datech se vyskytuji vybocujici méfeni a rizné heterogenity,



(e) statistické modely se Casto tvoii na zaklad¢ predbéznych informaci z dat (datove
orientované ptistupy),

(f) parametry statistickych modeli maji mnohdy definovany fyzikalni vyznam, a musi proto
vyhovovat velikosti, znaménkem nebo vzdjemnym pomérem,

(g) existuje jista neurcitost pii vybéru modelu, popisujiciho chovani dat.

Z hlediska pouziti statistickych metod je proto Zadouci mit moznost zkoumat
statistické zvlaStnosti dat (prizkumové analyza), ovéifovat zakladni pfedpoklady o datech a
hodnotit kvalitu vysledkl s ohledem na zakladni schéma [1]

"data - model - statisticka metoda"

Toto schéma se povazuje za zéklad interaktivni tvorby statistickych modeli vSeho
druhu. Pfi jeho praktickém pouziti vSak nastavaji problémy zejména v ptipadech, kdy se jedna
o vicerozmérné ulohy. JiZ samotné znazornéni dat vyzaduje pouZiti riznych projekci, které
vSak vzhledem k multikolinearité , nelinearitdm a dimensi problému nemusi dobie indikovat
napt. tzv. vybocujici hodnoty (body), jejichz pfitomnost miize mit katastrofické dasledky
s ohledem na interpretaci vysledkid a praktické zavéry. Standardné se pro pruzkumovou
analyzu vicerozmérnych dat pouzivd metoda hlavnich komponent (PCA), kterd je dnes
béZnou soucasti prakticky vSech programovych systému pro vicerozmérna data. To vede ke
stavu, ze je rutinné vyuzivana tak, jak je naprogramovana, coZz muze Casto zplsobit potize
tam, kde je vhodné volit alternativni cesty.

V této praci je pojednano o zpiisobech predbéZné analyzy dat, vlastni realizace PCA,
moznostech vizualizace vystupti a rtiznych zptsobech interpretace vysledkd. Je diskutovano
o vhodnosti vyuziti PCA v regresni analyze a moznych uskalich. Jednotlivé postupy a
metody jsou demonstrovany na datech z textilniho oboru.

2. Metoda PCA

VétSina metod vicerozmérné analyzy dat vychdzi z ndhrady ptivodnich proménnych
(latek, faktorti), které¢ jsou korelované tzv. hlavnimi komponentami, které jsou parové
nekorelované (ortogonalni). Hlavni komponenty jsou vétSinou tvofeny linedrni kombinaci
puvodnich proménnych a pfi jejich konstrukei se obycejné definuji dalsi omezeni urcujici
jednoznacné jejich polohy. Jednim ze zakladnich pozadavkl byva vybér takovych sméri,
které vzdy vedou k maximalnimu snizovani celkové variability dat [1]. U metody PCA je
vstupem matice dat X (Nxp) obsahujici hodnoty N méteni (vzorkd) pro p plvodnich
proménnych. Vystupem je matice Z (Nxp) , obsahujici hodnoty N méteni (vzorkl) pro p
hlavnich komponent. Pfedpokladejme nejdiive, ze matice X je sloupcové centrovana, tj.
sloupcové pruméry jsou rovny nule (diivod tohoto centrovani je uveden v kap.3 ). Matice Z je
tvofena sloupci hlavnich komponent, které jsou linedrni kombinaci sloupcli matice X, coz
znamena, ze plati

Z=X*A (1)
kde A musi byt ortogonalni matice. Je zfejmé, Ze i matice Z je sloupcové centrovana. Z
geometrického hlediska tvoii fadky matic Z a X body v p rozmérném prostoru
(souradnicovém systému) proménnych resp.hlavnich komponent. Existuje také inverzni
transformace, kterd je vzhledem k ortogonalité¢ matice A ddna vztahem

X=Z*A" ()
Na zéklad& vzajemnych linearnich transformaci lze uréit, ze X * X" = Z* Z" . Z této rovnosti,
tj. invariance matic skalarnich soucind, plyne, Ze obou soufadnicovych systémech jsou
zachovany Eukleidovské vzdalenosti mezi body a velikosti uhld, které sviraji vektory



spojujici tyto body s poc¢atkem soutadnic. Vzdalenosti a tihly definované maticemi skalarnich
soucinll se ¢asto souhrnné oznacuji jako konfigurace. Je tedy patrné, Ze matice A zplsobuje
pouze rotaci kolem pocatku soufadnic. Necht' je symbolem G oznafena takovd matice A
zpusobujici rotaci kolem pocatku soutadnic, pro kterou jsou hlavni komponenty vzdjemné
nekorelované. S pouzitim matice G vede transformace rov. (1) ke tvaru

Z=X*G )
Sloupce matice Z se pak oznacuji jako skory hlavnich komponent (dale skory) a fadky
definuji soufadnice bodii vzhledem k tomuto soufadnému systému hlavnich os. Protoze je
matice X' X aZ na nasobivou konstantu rovna matici kovarianéni matici vybéru musi platit,
ze

Z"*7=G" *X"X*G =L’ 4)
Jak bude ukazano dale, obsahuje matice G jako sloupce vlastni vektory a diagonalni matice
L? obsahuje vlastni &isla matice X”X. Standardné jsou vlastni &isla setfidéna sestupné tj.
Li.ﬂ < Li.. Predpokladejme, Ze matice X je tvofena p sloupci pivodnich proménnych
X =(x,,.x,). Pak lze pro jednotlivé hlavni komponenty tj. sloupce matice Z=(z,,.z,) a
puvodni proménné psat, ze

P p
zj=Z‘Gy.*xi resp. XJ=Z:‘GU.*ZJ ®))
i= Jj=

Tyto relace ukazuji na vztah mezi ptivodnimi a novymi proménnymi. V prostoru proménnych
Je vektor z; soucet slozkovych vektori G, *x,. Délka tohoto vektoru je soucet projekci

vektord X; do sméru dané hlavni osy. Schematicky je kolma projekce vektoru X na vektor z
znazornéna na obr. 1.
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Obr. 1 Projekce vektoru X na vektor z

Z obr 1. je ziejmé, Ze konstanta imérnosti k =(x"z)/(z"z). Vektor p je projekci vektoru X
na vektor z . Existuje tedy projekéni matice Q, pro kterou je

p=Q*x=k*z=z" *x*z/(z'z)=[z*z" (2" 2)]*x.
Matice Q=z*z’ /(z"z)je ortogonalni projekéni matice (tj, symetrickd a idempotentni).
Délka vektoru p je dana vztahem

pl=/p'p=cosa*|x|=x"z/g|=x"*Q*x=k*[z|  (6)
V kontextu PCA je vektor z vyjadien jako soucet definovany rov (5) a piispévek jednoho
vektoru X k tomuto sou¢tu je umérny konstanté K . Pfi zkoumani vazeb mezi vektory z; a X;
umoziuje tato analyza Iépe porozumét geometrickym souvislostem.
Je zfejmé, ze délka vektoru z; je dana vyrazem HZJH = /zf *z,=L,, kde L, je odmocnina z j-

tého vlastniho ¢isla. To plyne pfimo z rov. (3). Délka projekce vektoru X; na vektor z; je dan
vztahem (viz. rov (6a))



x *gz.
¥=G5*LJ (6)

Py =
z

A
V této rovnici bylo vyuzito ortogonality sloupcti matice Z tj. z,*z, =0 pro j#k. Pfi
konstrukci vektoru z se scitaji slozkove vektory vektori G, *x;, takze je celkova délka

vektoru z; vyjadfitelna vztahem [2]
J4 )4
HZJ‘H:LJ‘:ZGU*py‘:ZthZ*LJ (7
i=1 i=1

Rov. (7) ukazuje, Zze ptispévek kazdé ptivodni proménné (v pfitomnosti ostatnich) k délce
vektoru z; je umérny ctverci Gj; . Veli€ina L; je imérna smérodatné odchylce nové proménné
(hlavni komponent¢). Zajimavé je také urCeni vazby mezi vektory z; a X; , kdy pro
odpovidajici korelacni koeficient r;; plati
T % *
X "% _ G, "L,
*f]

Ve statistické terminologii je délka centrovaného vektoru umérnd smérodatné odchylce,

Yy =

®)

X

X,

i

N
protoZe X, *X, =fo[ zde odpovida souctu ctverci odchylek hodnot odpovidajicich i-té
j=1

proménné. Z rov. (8) a (6) plyne ,ze p, =G, *L, =

X,|*r,. Pokud je |x,|=1, plati Ze

_ , . . . wr v v . . , . T _ .
p; =1;- K této situaci dojde v pfipad¢, Ze data jsou standardizovana, tj. X" X =R je rovna

korelacni matici. V maticovém vyjadieni je projekéni matice projekci x-vektort do z-vektora
ve tvaru P = G*L a korelaéni matice ve tvaru R = S"*G*L.

V nékterych piipadech se pii rekonstrukei matice X vyuziva pouze omezeného poctu
k < p téch hlavnich komponent, které nejvice prispivaji k snizeni celkové variability dat. Lze
ukazat, ze plati

k k
DGr<1 4. >opr/Lh<] )
j=1 j=1

Projekce vektoru X; do k- rozmérného pod-prostoru pouze prvnich k& hlavnich komponent lezi
uvnitt hyper-elipsoidu jehoz poloosy jsou L;.

Pii konstrukci matice Z se bézné€ pouziva pouze omezeny pocet hlavnich komponent,
takZe plati model

k
X, =2.G; %z, +e, (19)
J=1
kde chybovy ¢len e souvisi s hlavnimi komponentami, které nebyly pouzity pii rekonstrukci
vektoru X;, tedy

P
€ = sz‘ Yz, (1D

Jj=k+1

»
D¢élka vektoru e; je maximalné Ly, protoze plati, ze Z G; <L .
Jj=k+1

V N rozmérném prostoru méteni (vzorkll) je rov. (5) interpretovatelna jako linearni
regresni model , kde vysvétlujici proménné jsou ptivodni proménné a vysvétlovana promeénna
je hlavni komponenta z; . To je alternativni motivace pro PCA.

Je také mozné uvazovat kazdou plivodni proménnou jako linedrni kombinaci vSech
ortogonalnich hlavnich komponent z; j = I..p. Délky téchto sloZek jsou projekce pj; , které
poskytuji soufadnice pro X; s ohledem na sméry hlavnich komponent.



Ze statistického hlediska se PCA uvazuje jako popisna vicerozmérnad metoda zalozena na
spektralnim rozkladu kovarianéni matice X definovaném vztahem (viz. rov. (3))
L=G*L**G’ (12)

Ptedpoklada se uspotadani vlastnich ¢isel podle velikosti, takze j— tému vlastni ¢islo Li. =41,

je co do velikosti na j-tém mist€ a odpovidd mu j-ty vlastni vektor G; tj. j-ty sloupec matice
G.

Castym diivodem pouziti PCA je snizeni rozmérnosti problému, kdy se misto ptivodnich
p proménnych vybere jenom k hlavnich komponent odpovidajicich nejvét§im vlastnim ¢islim,
které objasiiuji nejvétsi podil variability v datech. Pro ucely prizkumové analyzy se vybiraji
dvé nebo tfi hlavni komponenty a data se znazornuji v prostoru téchto hlavnich komponent
graficky. To umoziuje relativné snadno odhalit struktury v datech jako jsou skupiny bod,
isolované body atd. Pro posouzeni struktur v datech je mozné pouZit i jiné dvojice resp. trojice
hlavnich komponent a chapat PCA jako jeden ze zplsobi 2D resp. 3D projekce dat.
Standardné se tvofi graf skori tj. sloupcti matice Z. Tento graf je pochopitelné silné¢ ovlivnén
transformaci dat. Zakladni omezeni naznaceného postupu spocivaji v tom, ze:

1. komponenty které objasniuji malou ¢ast variability dat mohou byt z hlediska analyzy
vicerozmérnych dat vyznamné

2. Nelze a priori odhadnout, jaka ¢ast variability dat je jiz nevyznamna

3. Pfi pouziti ve spojeni s regresnimi modely nesouvisi Casto vibec variabilita
vysvétlujicich proménnych s variabilitou objasiiovanou regresnim modelem.

Standardni postup PCA pro prizkumové tcely se da rozdélit do téchto kroki [4]:

Transformace dat

Rozklad kovarian¢ni resp. korelacni matice
Urceni poctu vyznamnych hlavnich komponent
Vizuaélni zobrazeni vicerozmérnych dat

b

Standardné se vychazi z vicerozmérnych vybérti obsahujicich N méteni (X;..... Xy). Vektor
Xjj proj té¢ méfeni obsahuje slozky (x;;, xj2...xj,). Vysledkem méteni je tedy matice dat X fadu
N x p obsahujici N fadkt (méfeni) a p sloupci (latek).

Urceni poctu vyznamnych hlavnich komponent je velmi kontroverzni tuloha, protoze
vyznamnost charakterizovana velikosti vlastnich ¢isel nijak nemusi souviset s vyznamnosti
pro popis datovych struktur. To je dobfe patrné napt. v oblasti pouziti PCA v regresi. Prehled
vybranych metod pro ur€ovani vyznamnych hlavnich komponent podava prace [4]. V ptipadé,
kdy se PCA pouziva pro prizkumovou analyzu se provadi projekce do dvou resp. tii hlavnich
komponent a neni obtizné vyzkouSet rizné kombinace.

Standardnim vystupem PCA je graf skorti (sloupcti matice Z) pro vybrané dvojice
hlavnich komponent. N¢kdy se tento graf doplituje o vektory projekcei jako fadki matice
P =G *L avznikd kombinovany graf.

3. Transformace dat

Transformace dat miiZze mit fadu pficin a dasledkli. Obycejné souvisi se specifikou
jednotlivych proménnych a jejich rozdélenim. Specialnim ptipadem transformace je linearni
transformace nazyvana standardizace.

Jak jiz bylo ukazano v kap. 2, vychazi standardni PCA z sloupcové centrovanych dat
(kovarianéni matice C=X"X). Je viak mozné pouzit také normovani data vedouci ke
korela¢ni matici R. Rozdily v téchto dvou standardizacich jsou zplsobeny riznymi vahami




jednotlivych ptivodnich proménnych pii tvorbé matic skaldrnich soudinti. Pti pouziti
kovarian¢ni matice jsou sloupce matice X tj. pivodni proménné "vazeny" s ohledem na jejich
délku , . umérn¢ smérodatné odchylce v piivodnich jednotkach. Pii pouziti korela¢ni

matice jsou sloupce matice X normovany tak, aby mély jednotkovou délku (nulovy primér a
jednotkovy rozptyl). Vahy vSech proménnych jsou tedy stejné , protoze délka vsech
proménnych je jednotkova. Bézné se uvadi, ze pro pifipad proménnych v riznych jednotkach
je vhodnéjsi pouziti korelaéni matice. Bro a Smilde [3] rozebiraji podrobné rizné varianty
centrovani a normovani. Obecné plati, Ze centrovani odstrani absolutni ¢len v modelech a tim
snizi pocet odhadovanych parametri a vede k omezeni numerickych potizi. Pfitom nedochazi
ke zméné struktury konfigurace (jen se posune se do pocatku soufadnic). Normovani se
pouziva k odstranéni zavislosti na jednotkach a heteroskedasticité u piivodnich proménnych.
Normovéani ovlivni kritérium odhadu parametra (vdzené nejmensi ¢tverce). Na druhou stranu
je normovani zcela nevhodné pro proménné, které jsou na urovni Sumu (podil signal/Sum je
velmi nizky). Zde dochazi k nevitanému zvyraznéni vyznamnosti. V praci [6] se doporucuje
pouziti vah 1/s (s je smérodatnd odchylka dané proménné) pro proménné s vyraznou pfevahou
signalu. Pokud je signal a Sum na stejné urovni jsou doporuceny vahy 1/(4s) a tam, kde je
Sumova slozka prevladajici se doporucuje vypusténi proménné resp. vaha 1/(20s). U
proménnych, kde n¢které hodnoty lezi pod mezi detekce d se urcuje podil signal/Sum (S/N)
ze vztahu

X;

D I(x; 2d)*x,

d*N,
kde /(.) je indikatorova funkce a N; je pocet hodnot pod limitou detekce d.Pokud je S/N<2 je
proménna prakticky Sum. Pro 0,2 <S/N<2 je proménnd malo odliSnd od Sumu. Prakticky
toznamend, Ze piiblizné konstantni hodnoty proménné ve vSech vzorcich indikuji jeji
nevhodnost.

S/N =

V tad¢ ptipadl jsou vychozi data vyjadiena jako podily z celku (napfi. relativni zastoupeni
riznych sloucenin a prvkil). V celé fad¢ oblasti (napf. stopové analyze) je bézné pouzivat
logaritmickou transformaci dat. Tato transformace mé obecné nékteré vyhody:

1. Omezuje pisobeni extrémnich hodnot
2. Snizuje pozitivni zeSikmeni dat bézné u fady vysledk méfeni
3. Stabilizuje nestejny rozptyl proménnych (heteroskedasticitu)

To znamena , Ze logaritmicky transformovana data jiz neni tfeba dale normovat (postacuje
sloupcové centrovani).

Pro piipad, Ze rozdéleni dat je velmi vzdalené od normality, nebo jsou v datech
skupiny vybocujicich bodi doporucuje se pouzit potfadové transformace (hodnoty se nahradi
jejich potadimi). Pak 1ze misto korelacnich koeficient na bazi momentl pouzit Spearmanovy
potadové korelacni koeficienty. Na zékladé porovnéni téchto transformaci se standardizaci
resp. kombinace transformace a standardizace doSel Baxter [5] k zavéru, ze logaritmicka
transformace a poradova transformace jsou vyhodné zejména tam, kde se vyskytuji vybocujici
hodnoty. Zadna transformace nevysla jako optimalni pro viechny piipady. V chemometrické
literatute se vyskytuji jesté dalsi specialni transformace vhodné pro specialni tcely [4] .

4. Konstrukce hlavnich komponent
Jak je patrné z rov. (3) je zédkladem konstrukce hlavnich komponent spektralni rozklad



kovarian¢ni resp. korela¢ni matice na vlastni ¢isla a vlastni vektory. Jde o jednu ze zdkladnich
uloh linearni algebry. S ohledem na pifesnost a spolehlivost se pouziva ptimo rozkladu matice
X pomoci metody SVD (singular value decomposition). Metoda SVD, rozkladéa libovolnou
obdélnikovou matici X (Nxp) na tii matice t;.
X=U*S*V’ (13).

Obycejné se provadi tzv. zkrdcend SVD kterou uvazujeme v dal§im (pro zkracenou SVD se
meéni rozméry matic U a S) Pro zkracenou SVD je matice S (pxp) diagonalni a obsahuje na
diagondle tzv. singularni Cisla matice X. Pokud ma matice X hodnost r (tj. obsahuje pouze r
linearné nezavislych sloupct) je prave r kladnych nenulovych singularnich cisel sefazenych
dle velikosti, tj. S,,=2S§,,28,;>...28§,,. Matice U (Nxp) a V (pxp) jsou ortogondlni a

normované, takze plati U'U=Ea V'V =E , kde E je jednotkova matice.

Pro zkracenou SVD plati, ze kladna singularni ¢isla jsou odmocniny z vlastnich ¢isel
matice X' X ( ale také matice XX ), sloupce u; matice U jsou vlastni vektory matice XX' a
tadky v; matice V' jsou vlastni vektory matice X'X. Plati, Ze singularni &isla jsou
odmocniny z vlastnich &isel, tedy S = L; a matice V' je rovna matici vlastnich vektora G.
S vyuzitim SVD Ize rov. (3) vyjadfit ve tvaru

Z=U*S
Dulezitou vlastnosti SVD je Ze matice

k

X =2 W, %S, *v,
i-11
je nejbliz§i matice fadu & k matici X ve smyslu nejmensich Ctvercti odchylek. Je tedy
minimalizovéno kritérium Z(X g =X ). Je tedy patrnad Uzki souvislost s metodou
ij
nejmensich Ctvercli. Samostatnym problémem souvisejicim s rozkladem na vlastni Cisla
vlastni vektory je citlivost na vybocujici body. Existuji v zdsadé dvé moznosti jak realizovat
PCA v ptitomnosti siln¢ vybocujicich bodu. Prvni spoc¢iva v jejich identifikaci a odstranéni a
druhy v pouziti robustnich metod. Ukazme si zakladni problémy s identifikaci vybocujicich
bodd.

(k)ij

Techniky indikace vybocujicich bodi jsou citlivé na tzv. ,maskeovani“, kdy
vybocujici se jevi jako korektni (diky zvétSeni kovariancni matice) nebo ,,prekryt”, kdy
pfitomnost vybocujicich méfeni zpisobi, Ze nékterd spravna meéfeni lezi mimo
akceptovatelnou oblast.(diky zkresleni kovarian¢ni matice). Schematicky jsou tyto situace
znazornény na obr. 2 (vybocujici body jsou tmavé).

A. maskovani B. prekryt

Obr. 2 Priklad maskovani (A) a ptekrytu (B)

Znézornéni na obr 2. vychazi z faktu, Ze ¢tverce zobecnénych vzdalenosti maji )(12, rozdéleni

(elipsa je tedy hrani¢ni oblast oddélujici dobra (D) a vybocujici (V) data.



Rada metod pro identifikaci vybo¢ujicich bodi funguje jen pro nékteré situace nebo
modely datovych struktur. Pfikladem jsou techniky uvazujici pouze jedno vybocujici metfeni
(testy zalozené na odchylkach od priiméru atd.) nebo specialni metody pro regresni modely.

Samostatnym problémem je interpretace vybocujicich hodnot. Existuji dvé mezni
situace:

A. Vybocujici méfeni je chybné. To je tfeba. ptipad, kdy vznikne chyba pii méfeni, resp.

zpracovani dat (napt. misto 0.74 je pouzita hodnota 74).

B. Vybocujici méteni je spravné. To je pripad, kdy byl pouzit nespravny predpoklad o
rozde¢leni dat (napf. normalita pro piipad, Ze redlné rozdé€leni je siln¢€ zeSikmené) nebo
jde o tzv. fidké jevy (které se u malych vybérti mohou jevit jako vybocujici).

V realité nelze Casto rozhodnout, o ktery ptipad se vlastné jedna. Problém je také v tom, co
s vybocujicimi hodnotami délat. Pfima moznost, tj. jejich odstranéni je nebezpecna ze dvou
davodu:
a) data se upravuji tak, aby vyhovovala predpokladanému modelu a nelze tedy
dobte posoudit jeho vhodnost,

b) variabilita dat vyjde extrémné nizka, coz se milze negativné projevit pii
porovnani s novymi daty, resp. informacemi

Jednotny postup zde neexistuje a zalezi na experimentatorovi, resp. zpracovateli jakou
variantu zvoli.Vzhledem k tomu, Ze vybocujici body jsou vétSinou extrémné vlivné vede zde
nevhodnéd manipulace ke ztraté informaci a nespravnym zaveéram.

Ptedpokladejme pro jednoduchost, Ze data maji p rozmérné normalni rozdéleni
N(u,2), kde u je vektor stiednich hodnot a 2 je kovarianni matice. Vybocujici méfeni

leZi v oblasti
out(at, i1, 5)=x e R” :(x= )" =7 (x = pt)> 21,)
Tato oblast pokryva cely prostor EX s vylouéenim vicerozmérného elipsoidu kolem vektoru

sttednich hodnot. Vybocujici body jsou tedy piili§ vzdalené od stiedni hodnoty.
Oblast vybocujicich bodi OR pro vybér velikosti N je urena vyrazem

OR(ey, 1) =[x e R :(x=x,) C (x—x,)> c(p. Nty )
kde a,=(1-a)" pro a=0.05 0.1. Ve co lezi vOR je vybocujici. Oblast

vybocujicich bodi tzce souvisi se zobecnénou (Mahalanobisovou) vzdalenosti resp. jejich
ctvercem
d*i = (xi _xA)Tcil(xi _xA)
Jako vybocujici se pak identifikuji ty body, pro které je ~ d, > c(p,N,ay)
Pro pfipad vicerozmérného normélniho rozdéleni a velké vybéry je c¢(p,N,a,) déno
kvantilem chi kvadrat rozdéleni
C(paNaaN) = Z;(I—G/N)
Pro malé vybéry je 1épe pouzit modifikovany koeficient
p¥(N-1**F , (1-a/N)
N*(n—p-1+p*F,, , (1-a/N))
Aby bylo mozno pouzit zobecnéné vzdalenosti pro identifikaci vlivnych bodi, je tfeba
urcit ,,Cisté odhady ,, Xa a C. Pro robustni odhad kovariancni matice se ¢asto voli [1]:
- M odhady
- S odhady minimalizujici det C s omezenim
- Odhady minimalizujici objem konfiden¢niho elipsoidu

c(paNaaN):



Pti priizkumové analyze se vlastné o¢ekava, ze vybocujici body budou vyrazné na grafech
, ale zkresleni hlavnich komponent jako soufadnicového systému je nezadané. Pokud
ziskdme ,.Cisté odhady ,, zejména kovarian¢ni matice lze pfimo sestavit nezkreslené hlavni
komponenty a pak jsou vybocujici body Iépe identifikovatelné na grafech. Je tedy patrné, ze
robustni metody Uzce souvisi s identifikaci vlivaych bodi. Z celé fady robustnich metod
navrzenych pro PCA jsou casto pouzivané techniky, kdy se hledaji hlavni komponenty
maximalizujici robustni odhad rozptyleni dat. Pfikladem je postup robPCA [7] resp. RAPCA.
Jednoduché jsou metody stanoveni ,,¢isté podmnoziny dat“ slozeny z téchto kroku:

1.Vybér zdkladni podmnoziny bud na zakladé
- Mahalanobisovy vzdalenosti a ufezani podezielych dat
- Vzdalenosti od medianu

Vysledkem je podmnoZina ,,Cistych dat® s parametry x4 C.

2. Vypocet rezidui

di=(x, —x,.) Co ™ (x, = x,)

3. doplnéni ,,&isté podmnoZiny o body s reziduem mensim nez ¢ * y_, kde
¢, =max(0,(h—r)/(h+r)) ; h=(n+p+1)/2

¢, =1+(p+1)/(n—p)+2/(n-1-3p)

c=cite

4. Skonceni procesu v okamziku, kdy se jiz nic neptidava ani neubira

Pomérné jednoducha je metoda vyuzivajici kombinace identifikace potencialné vybocujicich
bodii a ufezanych odhada. Vi té iteraci se urci uiezané odhady xzc a Cc  kde se ufezava
definované procento ( obycejne 30%) bodi s nejvyssimi zobecnénymi vzdalenostmi z vektoru
d’.; vypotitaného vi-1 té iteraci. Z takto ziskanych odhadi se vypocte vektor opravenych
zobecnénych vzdalenosti d’; a prechazi se na i+1 ni iteraci.

Proces je ukoncen, kdyz se ve dvou nasledujicich iteracich neméni odhady parametrti xzc a
Cc. Po ziskani findlnich odhadt jiz postacuje pouzit klasickou PCA na matici C¢

S. Program PCA1

Program PCA1 v jazyce MATLAB byl sestaven tak aby umoZznil rizné typy
transformace dat, standardizace a ptipadné robustni odhad hlavnich komponent. Vychazi se z
SVD metody. Program obsahuje tyto zédkladni volby:

1. Typ transformace ( bez transformace, logaritmickd transformace a poradova
transformace)

2. Typ Skalovani (sloupcové centrovani, vazeni pomoci smeérodatnych odchylek, a
normovant)

3. Druh odhadu hlavnich komponent (standardni metoda a robustni RAPCA)

Grafickym vystupem je piedev§sim kombinovany graf skori a projekci.
Pro ilustraci programu jsou na obr 1-4 ukdzany kombinované grafy pro rizné typy voleb. Byl
zvolen priklad z oblasti porovnani 8 vlastnosti bavinénych vladken. Data jsou popsana v praci

8].



projekce do komponent projekce do kompanent

20 T T T T T T T T 10 T T T T T T
13
8+ 4
18+ q a7
B+ 4
12
10+ 1
£ = A 1
5 5
= = &
S = g
E &t A 1 E 2t ! 1
S 11 S &
2 18 1 0 ; E
s 10 15 d E o+ 15 q 4
= m ] = 40 iV
0 5 ]
8 2r i J
L J 14
b Al 16 & |
12 17
-0 L L 13 L L L 1 5 1 1 | |2 1 |
B -4 -2 1] 2 4 B g 10 12 -8 B -4 -4 ] 2 4 B
druha komponenta druha kompaonenta
projekee do komponent projekce do komponent
02 T T T T T 20 T T T T T T
L 1 i ] 18- 4
0.1 43 5 )
J /514 T N
ok 7 40 | [ 1
2 &
/N
@ = 5l 4
= = 41 16 & 4
5 g1} 1 £ :
= 2 10
E = Uy b
£ = 1
— 02r q B =
EX c 8
£ = i
=5 =1
a7 2
03¢ 4
13 Aok |
1
12
0.4 - 4
{ 187 17 ]
13
05 | 1 I 1 I | 1 20 1 1 1 1 1 1
-0.5 0.4 0.3 0.2 0.1 1] 0.1 02 03 -20 -15 -10 -5 0 5 10 18
druha komponenta druha kormponenta
projekce do komponent projekce do komponent
4 T T T T T T 4 T T T T T
3r 3 B 3t 4
2
2t e 1 2t 1
6
i)
= ? 40 ] 21 16 6 4 ]
s b7 s
£ 14 is . 2 50 10 |
2 . g ‘
2
2r 1 2F 4
T ez
3r q 1 =3l 17 1
137 43
,,1 . . 13 . . . a . . . . .
-3 -2 -1 ] 1 2 3 4 -3 -2 -1 ] il 2 3l
druha kornponents druha kornponenta

Obr. 1 Vliv volby transformace a metody odhadu korela¢ni matice na kombinované grafy

A (centrovana data, klasickd metoda), B(centrovana data robustni metoda), C(centrovana data
, logaritmy, klasicka metoda), D (centrovana data , potfadova transformace, klasicka metoda),
E (jako A ale normovana data), F (jako D ale normovana data)



8. Zavér

Je patrné, Zze metoda PCA ma celou tadu specifickych zvlastnosti. V fadé ptipadu je
tteba 1 ve zdanlivé jednoduchych situacich pouZzivat pomérné specidlni postupy. Formalni
aparat PCA resp. transformace dat bez hlubsiho rozboru zde muze vést ke zkreslenym
informacim.
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