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Abstrakt:

Jsou popsany zdkladni postupy pro urcovdani odlehlych méreni ve
vicerozmérnych datech, které jsou modifikaci postupu pro jednorozmérna data.
Jsou vybrany predevsim metody, které pri své jednoduchosti umoznuji zpracovat
vybery obsahujici skupiny vlivnych bodu, kde se miize projevit jak maskovani tak
i nespravné zarazeni korektnich bodu. Jsou uvedeny jednoduché grafy pro
identifikaci skupin vlivnych bodii.

1.Uvod

Jednou ze zdkladnich tloh analytické chemie je simultdnni monitorovani
urovné riznych latek v materialech, ovzdusi, vod¢ a pide. Cilem je casto
zjiSténi, zda dané latky (celkem p) nepiekracuji zadané Grovné. Standardné se
vychazi z vicerozmérnych vybéri obsahujicich N méfeni (x;..... xy). Vektor x;j
pro j t¢ méfeni obsahuje slozky (x;;, x;;...x;,). Vysledkem méfeni je tedy matice
dat X tadu N x p obsahujici N fadk (mé&feni) a p sloupc (latek). Udelem je
v nejjednodussim piipad€ stanoveni vhodného odhadu vektoru stfednich hodnot
K a porovnani se zadanymi urovnémi p,. S ohledem na variabilitu méfeni je
vhodné ovétit, zda vektor p, padne do oblasti spolehlivosti CI vektoru
parametrit p ¢i nikoliv. Tato uloha muze byt komplikovana jak nestejnymi
rozptyly tak i vz4djemnou korelaci mezi latkami (sloupci matice X). Také cela
fada dalSich 1loh zoblasti analytické chemie vede na zpracovani
vicerozmérnych vybéra.

Problém komplikuje to, Ze data z oblasti analytické chemie maji standardné
nckteré specifické zvlastnosti:

(a) rozsahy zpracovavanych dat nejsou obycejné velké,
(b) v datech se vyskytuji vyrazné nelinearity, neaditivity a struktury, které je
treba identifikovat a popsat,



(c) rozdéleni dat jen zfidka odpovida normélnimu béZzné predpokladanému ve
standardni statistické analyze,

(d) v datech se vyskytuji vybocujici méfeni a rtizné heterogenity,

(e) statistické modely se Casto tvoifi na zdkladé¢ ptedbéznych informaci z dat
(datové€ orientované ptistupy),

(f) parametry statistickych modelt maji mnohdy definovany fyzikalni vyznam, a
musi proto vyhovovat velikosti, znaménkem nebo vzajemnym pomerem,

(g) existuje jista neurcitost pii vybéru modelu, popisujiciho chovani dat.

Z hlediska pouziti statistickych metod je proto Zzadouci mit moznost
zkoumat statistické zvlastnosti dat (prizkumova analyza), ovéfovat zékladni
ptedpoklady o datech a hodnotit kvalitu vysledki s ohledem na zakladni schéma

"data - model - statisticka metoda"

Toto schéma se povazuje za zdklad interaktivni tvorby statistickych
modell vSeho druhu. Pfi jeho praktickém pouziti v§ak nastavaji problémy s tzv.
vybocujicimi hodnotami (body) a to nejen s jejich indikaci, ale zejména
interpretaci a omezenim jejich vlivu. VSeobecné se soudi, Ze vétSina
statistickych metod je vyrazné negativné ovlivnéna pfitomnosti vybocujicich
bodii. Ve skutefnosti zalezi na tom, o jaké vybocujici body jde, a kde se
vyskytuji. ( napf. v regresni analyze mohou vybocujici body jak zvétSovat tak i
zmenSovat korelacni koeficient). V nékterych ptipadech je tfeba rozhodnout, zda
podezielé hodnoty povazovat za spravné (a pracovat napi. se zeSikmenymi
rozdélenimi) nebo za chybné a jejich vliv eliminovat. Toto rozhodnuti nelze
ucinit bez znalosti zplsobu ziskdvani dat a realizace experimentd. Nespravné
rozhodnuti mize mit katastrofické disledky s ohledem na interpretaci vysledki
a praktické zavery.

V této praci popsany postupy pro urcovani odlehlych méfeni ve
vicerozmérnych datech, které jsou modifikaci postupii pro jednorozmérné data.
Jsou uvedeny jednoduché grafy pro identifikaci skupin vlivnych bodi.

2. Vybocujici body

Pojem vybocujici body evokuje piedstavu, Ze jde o body, které lze vizualné
urCit na zakladé¢ vhodného zobrazeni. To plati pro jednorozmérné vybéry, kdy
vybocujici znamené také odlehlé. Ve vicerozmérnych ptipadech jsou vybocujici
hodnoty bud’ odlehlé co do hodnot od ostatnich nebo neodpovidajici strukturdm
v ostatnich datech. Pro vybocujici body obecné plati, ze:

- zkresluji vysledky

- ,nelibi se* vypadaji nepatiicné
- zhorSuji presnost

- neumoznuji selekci modelu



Pro identifikaci odlehlych méfeni je obecné tieba:

- definovat ,,Cista data“
- ur¢it pravdépodobnostni model dat (a ¢asto 1 vybocujicich bodit)
- odhadnout parametry tohoto modelu

Pti analyze vybocujicich bodli se mnozina indext / = (1,2,3,...N) rozkladéa na
podmnozinu potencialné dobrych dat D a potencialné vybocujicich bodu V.
Tedy I = (D,V). Pocet potencialné¢ dobrych dat je Np a pocet potencidlné
vybocujicich bodu je Ny Podil vybocujicich bodi je pak e = Ny/N. Necht je
rozdéleni podilu / - e dobrych bodii charakterizovano distribucni funkci
G(Kg,2 () svektorem stfednich hodnotpl, a kovarianéni matici 2, a

rozdéleni podilu e potencidlnich vybolujicich bodi je H (L + py,<2)
s vektorem stfednich hodnotpl + [, a kovarianéni matici €2 . Ocekavana
hodnota vybérového primeéru x, ze vSech dat je pak

E(xp) = Ho te U
a o¢ekavana hodnota vybérové kovariancni matice S je
ES)=(1-e)Zy+eQ+e(l-e)u’p

Je tedy patrné, ze vybérové pruméry a kovarianéni matice ze vSech dat jsou
zavislé jak na podilu vybocujicich bodu tak i na jejich parametrech. To mtze
vésti k situaci, kdy se z odhadii ziskanych ze vSech dat nedaji ur€it vybocujici
body. Nejhorsi situace z hlediska indikace vybocujicich bodi je ptipad, kdy obé
kovarian¢ni matice maji stejny tvar. Tento typ vybocujicich bodl se oznacuje
jako ,,posunuté vybocujici body*.

Pro indikaci vybocujicich méfeni se casto s vyhodou pouziva definice
zobecnéné vzdalenosti

d; = \/(xi _xAD)T *[W(D»p)*SD]_l *(x; =X 4p)

kde x4p a Sp jsou vektor aritmetickych priméri a kovarianni matice pro
potencidlné dobra data. Korek¢ni faktor w(D,p) byl zaveden ve tvaru [4]

2 w1 T
+P}

w(D, p)=|1+
(D-p) { Np—-1-3p Np-p



VétSina metod pro indikaci vybocujicich bodi vychazi z ptedstavy
vicerozmérné normality, kdy

G(Hg,20) =N(Hg,2Z0)

H(M+M09Q):N(M+8M09k9)'

Tato predstava je potfebna pro urceni kritickych mezi odd€lujicich dobra a
Spatna data. Podil e ovliviluje také Spicatost rozdéleni méfeni x. Pro

jednorozmérné vybéry asymptoticky (pro S% / SI% —> 00) plati, Ze Spicatost g,
je dana vztahem

e +(-e)’
827 e(l—e)

Pro e = 0,5 je g; = I (minimum) a pro e blizké nule je g, rostouci nade vSechny
meze. Nejmensi pocet ey dobrych bodt je

ey =mt[(N+p+1)/2]

Techniky indikace vybocujicich bodii jsou citlivé na tzv. ,,maskovani®, kdy
vybocujici jevi jako korektni (diky zvétSeni kovariancni matice). DalSim
problémem je ,,prekryt“, kdy pfitomnost vybocujicich métfeni zplsobi, ze
nékterd spravna meéteni leZi mimo akceptovatelnou oblast.(diky zkresleni
kovarian¢ni matice) [1]. Schematicky jsou tyto situace znazornény na obr. 1
(vybocujici body jsou tmave).

A. maskovani B. prekryt
Obr. 1 Ptiklad maskovani (A) a prekrytu (B)



Znazornéni na obr 1. vychazi z faktu, Ze ¢tverce zobecnénych vzdalenosti maji
X?) rozdéleni (elipsa je tedy hrani¢ni oblast oddé€lujici dobra (D) a vybocujici

(V) data.

Rada metod pro identifikaci vybodujicich bodii funguje jen pro nékteré
situace nebo modely datovych struktur. Ptikladem jsou techniky uvazujici pouze
jedno vybocujici méteni (testy zaloZené na odchylkach od priméru atd.) nebo
specialni metody pro regresni modely.

Samostatnym problémem je interpretace vybocujicich hodnot. Existuji
dv€ mezni situace:

A. Vybocujici méteni je chybné. To je tfeba. ptipad, kdy vznikne chyba pii
méieni, resp. zpracovani dat (napt. misto 0.74 je pouzita hodnota 74).

B. Vybocujici méteni je spravné. To je ptipad, kdy byl pouzit nespravny
predpoklad o rozdé€leni dat (napt. normalita pro ptipad, Ze realné rozdéleni
je siln¢ zeSikmené) nebo jde o tzv. fidké jevy (které se u malych vybéri
mohou jevit jako vybocujici).

V realité¢ nelze Casto rozhodnout, o ktery piipad se vlastné jednd. Problém je
také vtom, co svybocujicimi hodnotami délat. Pfima moznost, tj. jejich
odstranéni je nebezpecna ze dvou divodu:

a) data se upravuji tak, aby vyhovovala pfedpokladanému modelu a
nelze tedy dobie posoudit jeho vhodnost,

b) variabilita dat vyjde extrémné nizkd, coz se miize negativné
projevit pii porovnadni s novymi daty, resp. informacemi

Jednotny postup zde neexistuje a zaleZi na experimentatorovi, resp. zpracovateli
jakou variantu zvoli.Vzhledem ktomu, Ze vybocujici body jsou vétSinou
extrémné¢ vlivné vede zde nevhodnd manipulace ke ztrat€¢ informaci a
nespravnym zaveérim. V souvislosti s vybocujicimi body je mozné definovat
tyto zakladni paradoxy:

1. zname - li rozdéleni dat a model miizeme urcit vybocujici hodnoty.
Model a rozdéleni dat se vSak hleda.

2. pro posouzeni vybocujicich méteni potfebujeme znat ,,Cista data®.
Robustnimi metodami vSak dostaneme data ,,Cista” s ohledem na
zakladni model



3. Ne vSe co vypadad jako vybocujici skute¢né vybocuje a naopak
(maskovani, prekryt)

4. Plati, ze co je vybocujici pro jeden model muize byt akceptovatelné
pro jiny model

3. Jednorozmérné vybéry

Standardni zpiisob zpracovani jednorozmérnych vybérii spo¢iva ve vypoctu
aritmetického priméru x, a vybdrového rozptylu s’. Je znamo, Ze pokud
zpracovavany vybér velikosti N prochazi z ne - normalniho rozdéleni se stfedni
hodnotou p a rozptylem o” (<o) ma nahodna veli¢ina

ZZW*(XA—M)/G (1)

M 14 14 W 14 14 2 14 . 4 W
asymptoticky normélni rozdéleni. Pokud neni 6° zndmo, nahrazuje se vybérovou
smérodatnou odchylkou s. Pak ma tzv. Studentova ndhodna velicina

t=-IN*(x,—p)/s @)

Studentovo rozdéleni s (N - 1) stupni volnosti. Asymptoticka normalita veliCiny
Z resp. Studentovo rozdéleni veli¢iny ¢ umoZnuje konstrukci intervalu
spolehlivosti sttedni hodnoty p. Pii tzv. frekventistickém ptistupu je 100 (1 - o)
% na interval spolehlivosti CI definovan vztahem

P(CID < u< CIH)=1-a 3)

Symbol P (.) oznaCuje pravdépodobnost a o je tzv. hladina vyznamnosti.
Obycejné se voli o = 0.05 nebo o = 0.01 s tim, Ze ¢im je o0 mensi, tim je interval
(CID, CIH) &ir$i. Pfi znalosti rozptylu ¢” je mozno interval spolehlivosti CI
vyjadfit ve tvaru

S S
XA—ZHx/z*WSHSXA—Za/z*W 4)

kde z, ,, =-z,,, jsou kvantily normovaného normalniho rozdéleni. Pokud neni
2 4 ~ r
G~ znamo lze pouzit vztah

s
xA_tl—a/z(N—l)*NSHSXA_fa/z(N—l)* ()

=) -



kde t_, /o (N —=1) =t ;5 (N —1) jsou kvantily Studentova rozdé&leni s N-I

stupni volnosti. Pro ptfipad normalniho rozdéleni maji intervaly (4) resp. (5)
piesné 100(1-a) % ni pokryti stiedni hodnoty. To znamena, Ze jen v 10002 %
ptipadi je stredni hodnota mensi nez CI (nejistota NP zprava) a v 100a/2 %
ptipadi je vétsi nez CI (nejistota NL zleva).Pro ptipad ne-normélniho rozdéleni
plati tyto intervaly pouze asymptoticky tedy pro dostatecné vysoka N.
Dostatecnd velikost N zavisi silné na Sikmosti g;(x) rozd€leni z kterého data
pochazeji [3].

Pro kvantifikaci vlivu Sikmosti na rozd€leni néhodné veliiny
Z definované rov. (1) je mozno pouzit prvniho ¢lenu Edgeworthova rozvoje pro,
ktery plati

g (x)*(x* -1
6/ N

Zde F,(x) je distribu¢ni funkce normovaného normélniho rozd€leni a f,(x) je
odpovidajici hustota pravdépodobnosti. Sikmost ndhodné veli¢iny Zje dana
vztahem

P(Z < x)=F,(x) - fu() ©)

g(Z2)=g,(x)/-/N (7)

Cim je g;(Z) blize k nule, tim je rozdéleni veli¢iny Z bliz§i normalnimu. Z rov.
(6) je patrné, ze pro rozdéleni dat zeSikmené k vy$$im hodnotam (tj. g;(x)
kladne¢), je také rozdéleni nahodné veliCiny Z zeSikmené k vys$Sim hodnotam (tj.
g:(Z) kladné). Interval spolehlivosti (4) pak méa vyss$i horni mez CIH a vySsi
dolni mez CID nez odpovidad redlnému rozdé€leni statistiky Z. Napt. pro vybér
rozsahu N=10 ze standardizované¢ho exponencialniho rozdéleni, kdy je g;(x)=2,
je 97.5 % ni kvantil rozdéleni veliCiny Zuréeny zrov. (6) roven 2.24 a
odpovidajici kvantil normovaného normalniho rozdéleni je pouze 1.96. Podobné
lze urcit, ze 2.5 % ni kvantil Z je pouze —1.65 oproti odpovidajicimu kvantilu
normovaného normalniho rozdé€leni -1.96. Interval spolehlivosti definovany rov.
(4) je tedy cely posunut doprava oproti skute¢nému [3].

Také pro kvantifikaci vlivu Sikmosti na rozdéleni nahodné veli¢iny
t definované rov. (2) je moZzno pouzit prvniho ¢lenu Edgeworthova rozvoje

% n 2
81(X)652N?C +1)fn(x) ®)

Zde je opét F,(x) distribu¢ni funkce normovaného normalniho rozdéleni a f,(x)
je odpovidajici hustota pravdépodobnosti. Pfi porovnani srov. (6), je patrné

Pt <x)=F,(x)+



opacné¢ znaménko korek¢éniho ¢lenu, coz znamend, Ze pro rozdéleni dat
zeSikmené k vy$$im hodnotam (tj. g;(x) kladné¢), je rozdéleni ndhodné veliCiny
t zeSikmené k niz§im hodnotam (tj. g,(z) zaporné). Interval spolehlivosti (5) pak
ma niz§i horni mez CIH a nizsi dolni mez CID nez odpovida redlnému rozdéleni
statistiky . Interval spolehlivosti definovany rov. (5) je tedy cely posunut doleva
oproti skute¢nému [3]. To je zvlaste neptijemné u dat silné zeSikmenych vpravo
a vede to k pfehnané optimistickym zavértim.

Pti testovani hypotéz o stfedni hodnoté se pouziva statistika

t(x) =

— N
(x4 Zlo )r ©)

Zde x je uvazovéano jako posledni hodnota ve vybéru tj. x = xy. Obecné
pfijimany piedpoklad je, Ze sta¢i pfitomnost jednoho vybocujiciho bodu x aby
doslo ke zvySeni #(x) a tedy zamitnuti nulové hypotézy H,:p =L, je
nespravny. Na obr. 2 je zakreslen prub¢h funkce t(x) pro vybér V = (10, 10,
11,11, x ) pro x = 5,6,...50. Hvézdickami je znazornéna kritickd hodnota
Studentova rozdéleni #_, (N —1)=2.1318 pro a0 =0.05 a N = 5, ktera

plati pro alternativni hypotézu H , : L > .

2.5 \ \

¥

2%****% R e o =

5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

Obr. 2 Vliv velikosti posledniho bodu x vybéru (10,10,11,11,x) na velikost t(x)



Je patrné, Ze pouze mald oblast nad hvézdickami vede k piijeti alternativni
hypotézy a siln¢ vybocujici bod naopak podporuje hypotézu nulovou o shod¢

sttedni hodnoty s [y =10. D4 se také ukazat, Ze [5]

Iim #(x) = *1
X —> foo
Snadno Ize také odvodit, jakému x odpovidda maximum ¢(x). Zaved'me oznaceni
N-1 N-1
a=Yx ab= lez . Pak v pfipadé, ze a # (N — 1) nabyva 1(x)
i=1 i=1
nejvyssi hodnoty pro x.rovno [5]
¥ = b—ap,
C
a—(N-Dp,

Je tedy patrné, Ze siln€ vybocujici méteni vede k poklesu #(x). Pokud je

a=(N -1)u, je t(x).monotonne rostouci od —1 do 1.

Priklad

Méjme ,, Cista* data D1= (10, 10, 11, 11, 12) a 1 = 10. Pak t(x) = 2,138 . Pro
data s vybocujicim merenim D2 = (10,10,11,11,18 ) je vsak t(x) = 1,318. Tedy
hypotéza Ho: |y = 10 je pravdépodobnéjsi. Maximdlnimu t(x) odpovida
hodnota x.=11.

Pro identifikaci vybocujicich hodnot se pouziva tady testli zalozenych na
definici standardizované maximalni odchylky od aritmetického praméru
(poc¢itaného bez extrémni hodnoty). Jednoduchda momentovd metoda
predpoklada, ze vybocujici je takoveé x; ,pro kter¢ je

Xg*—x; 2K, 5%
kde

K,=1.55+[0.8./g, *~1.Iog(N /10)]

X F,sF . ,Cisté“odhadnuty stfedni hodnoty a smérodatné odchylky

(bez podezielého bodu x;).
< AR odhad Spicatosti bez vybocujiciho bodu



g *:N‘Z(xi -x)*
O

Postup je vhodny pro N > 20. Pro N = 20 vyjde pro riizné rozdéleni:

e Normalni rozdéleni g, =3 K.=1.89
e Rovnomérné rozdé€leni g =18 K.=177
e Laplaceovo rozdéleni g=6 K.=209

V piipad€ vice vybocujicich méfeni se postupné vylucuji podezielé body na
zaklad¢ vySe uvedeného kritéria nebo se simultanné urcuji vSechny vybocujici
hodnoty pro rizné kombinace podezielych bodu.

Obecné je tedy tieba fesit tyto ulohy:

A. Vybér vhodného rozdéleni dat
B. uréeni ,,Cistych odhadd* ze v§ech bodi, nebo podmnoZiny ,,Cistych bodi*
C. nalezeni kritické hodnoty pro selekci vybocujicich bodii

Jako vhodné rozdéleni dat (A) se vétSinou uvazuje rozdéleni normalni, protoze
umoziuje jednoduché nalezeni kritickych hodnot (C). Pro ureni ,,Cistych
odhadlt se pouZzivaji pfedevSim rizné robustni metody. Pro nalezeni ,,Cistych
bodi* se pouziva dvou piistupt:

,Brute force” — kdy se zkousi vSechny mozné kombinace podvybéri. Tento
postup vede k cili ale je Casové naro¢ny.

,Clean subset™ — kdy se hledaji data, ktera jsou urcité ,,Cista“ a nezkresli odhady
sttedni hodnoty a rozptylu.

Je snahou nalézt takové metody, které nevyzaduji ptili§ komplikované vypocty a
pfitom jsou dostatecné spolehlivé.
Obecné lze tento ptistup pouzit pro libovolné rozmérna data.

4. Vicerozmérna data

Ptedpokladejme pro jednoduchost, ze nestrukturovana data maji p
rozmérné normalni rozdéleni N(u,X), kde n je vektor stiednich hodnot a = je
kovarian¢ni matice. Vybocujici méfeni lezi v oblasti

out(oy_g 1,2 ) = (x eR? :(x—p)' ' (x- H)> Xlz—oc)



Tato oblast pokryva cely prostor £’ s vylou¢enim vicerozmérného elipsoidu
kolem vektoru stfednich hodnot. Vybocujici body jsou tedy ptili§ vzdalené od
sttedni hodnoty.

Oblast vybocujicich bodli OR pro vybér velikosti N je ur€ena vyrazem

OR(OLN,l—ochx) = (XERP I(X—XA)TS_I(X—XA)>C(p,N,OLN))

kde oy =(1—a)" pro o =0.05 0.1. Vie co lexi vOR je

vyboCujici. Oblast vybocujicich bodi tuzce souvisi se zobecnénou
(Mahalanobisovou) vzdalenosti resp. jejich ¢tvercem

d* = (x; = xA)TS_l(xi —Xy)
Jako vybo&ujici se pak identifikuji ty body, pro které je d; >c(p, N,o )

Pro pfipad vicerozmérného normaélniho rozd€leni a velké vybéry je
c¢(p, N, ) dano kvantilem chi kvadrat rozdéleni

2
c(paN:(XN) = Xp(l_a/N)
Pro malé vybéry je 1épe pouzit modifikovany koeficient

P*(N-D**F, v, (1-a/N)
N*(n—-p—-1+p*F, y_, ,(1-a/N))

c(p,N,oy)=

Je zajimavé, Ze pro piipad jednoho vybocujiciho métfeni neroste zobecnéna
vzdalenost nade vSechny meze, ale je ohrani¢end hodnotou

(N -1)°
N

2
d max ~

Wilks pouzil pro urceni jednoho vybocujiciho bodu ve vicerozmérnych datech
statistiku

g = dettS)
det(S)



kde S; je odhad kovarian¢ni matice s vynechanim i-tého bodu a Sje odhad
kovarian¢ni matice ze vSech bodl. Minimalni R; indikuje potencialni vybocujici
bod. Da se ukazat, ze R; souvisi se ¢tvercem zobecnéné vzdalenosti vztahem

N

g%
(N -1)7

R =1

4

Aby bylo mozZno pouzit zobecnéné vzdalenosti pro identifikaci vlivnych
bodil , je tfeba urcit ,,Cisté odhady ,, x4 a S. Pro robustni odhady se ¢asto voli
[1]:

- M odhady
- S odhady minimalizujici det S s omezenim
- Odhady minimalizujici objem konfiden¢niho elipsoidu

Pro stanoveni ,,Cisté podmnoziny dat* se doporucuje BACON algoritmus,
slozeny z téchto krokii:

[—

. urceni zdkladni podmnoziny m > p ,,Cistych dat*

2. odhady parametr pfedpokladaného modelu M a nalezeni rezidui
pro vSechny body

3. doplnéni zakladni podmnoziny o data s malymi rezidui a vylou¢eni
dat s velkymi rezidui

4. iterace krokl 2 a 3 az se piekroci pravidlo ukonceni

5. body, které nejsou v zakladni podmnoziné jsou vybocujici

BACON pro vicerozmérna data (bez struktury) se sklada z téchto krokii:

1.Vybér zékladni podmnoZiny bud na zakladé
- Mahalanobisovy vzdalenosti a ufezani podezielych dat
- Vzdalenosti od medianu
Vysledkem je podmnoZzina ,,Cistych dat® s parametry x,. S,
2. Vypocet rezidui

d; = (x _xAc)TSC_l(xi _xAc)

3. doplnéni ,,¢isté podmnoziny* o body s reziduem mensim nez ¢ * XO%, kde
¢; =max(0,(h—r)/(h+7)) ; h=(n+ p+1)/2
c=l+(p+)/(n—p)+2/(n—-1-3p)

c=c;tc;



4. Skonceni procesu v okamziku, kdy se jiZ nic neptidava ani neubira

Pomérné jednoducha je metoda vyuZivajici kombinace identifikace potencialné
vybocujicich bodl a ufezanych odhadi. V 1 té iteraci se ur¢i ufezané odhady xz¢
a Sc  kde se ufezava definované procento ( obycejné 30%) bodi s nejvyssimi
zobecnénymi vzdalenostmi z vektoru d’;.; vypogitaného v i-1 té iteraci. Z takto
ziskanych odhadd se vypoéte vektor opravenych zobecnénych vzdalenosti d”; a
prechézi se na i+1 ni iteraci.

Proces je ukoncen, kdyz se ve dvou nasledujicich iteracich neméni
odhady parametrii xgc a S¢ (maximalni rozdil je mensi nez 10°)

4.Graficka interpretace vysledki
Pti identifikaci skupin vybocujicich bodi se s vyhodou voli rizné typy grafi.
Mezi zakladni patfi:

A. Indexovy graf pro Mahalanobisovy vzdalenosti. Vynasi se dz(i) protiia
kriticka urovenl. Vybocujici body lezi nad touto urovni

F. v .(0.5)
B. Q-Q graf funkei d. Vynésise y; = 222 42 proti
median(d)
[
x.=F_ ~_ ( ). Pomér y;/x;>2 indikuje vybocujici body. Je
PN 4

mozné také volit klasicky Q-Q graf, kdy se vynasi pofadkové statistiky
d 2(;‘) (. vzestupné usporadané Ctverce vzdalenosti) proti kvantilim

X; rozdéleni.

C. Uhlova metoda zaloZena na jednorozmérné projekci dat. Je znamo, Ze
pro eliptické rozdéleni X =X *y+p ma y, = S (x, —m)

cirkularni rozdélenia u, =y, / Hy ;|| ma vicerozmérne rovnomerne

4 14 r /4 v _1 T
rozdéleni. Pro zvolené u, mé pak veli¢ina W, = cos™ (u,u,)
rovnomérné rozd¢leni.

u0 _
ui

Zde u, je blizké smériim, kde nabyva Spiatost maxima resp. minima.



Konstruuje se tedy Q-Q graf pro rovnomeérné rozdéleni, kdy se vynasi wg vs. P;
=1/(N+1)

A
W

» fi

5. Program EXMUL
Pro identifikaci vybocujicich bodli ve vicerozmérnych datech byl sestaven
program EXMUL v jazyce MATLAB. Program obsahuje tyto ¢asti:

- Exploratorni grafy pro vicerozmérna data [1]

- Robustni odhad x4 a § vyuzivajici eliptické vicerozmérné uiezani
Indexovy graf pro d’

- Q-Q graf pro funkci &’

- Uhlovy graf

Pro ilustraci ¢innosti tohoto programu byla pouzita Hockingova synteticka data
urcena pro regresni diagnostiku . N=26 ,p =4

Model: Y = a0 + al*x1 + a2*x2 + a3*x3
Generace dat : y= 20 + 3*x1 - 2*x2 + eps] epsl...ndhodn4 ¢isla z N(0,.25)

multikolinearita: 2*x3 = 60-3*x1 -1.5*%x2 + eps2,

eps2... ndhodna Cisla z N(0,.16)

Vybocujici body : ¢.11,17,18. Extrém : ¢.24 (lezi mimo rovinu multikolinearity)
Data byla zpracovana jako nestrukturalizovana . Vystupy jsou na obr. 3-9.
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Obr. 6 Zobecnéné vzdalenosti (Mahalanobisovy) pro odhady stfednich hodnot a
kovarian¢ni matice ze vSech dat (momenty).
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Obr. 7 Zobecnéné vzdalenosti (Mahalanobisovy) pro robustni odhady stiednich
hodnot a kovarian¢ni matice (30% uiezani).
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Obr. 9 Uhlova metoda
Je patrne, Ze:

Nejvice vlivny je bod ¢. 22

Vybocujici jsou body 11, 17, 18 ale také 2.

Robustni Mahalanobisova vzdalenost je vhodna pro vicerozmérna data
Indexovy graf je jednoduchy a piehledny pii postacujici schopnosti
identifikovat skupiny vybocujicich bodl

L=



Stale plati, Ze je treba nejen identifikovat potencialni vybocujici hodnoty ale také
rozhodnout co s nimi dale

8. Zavér

Je patrné, Ze statistické zpracovani dat v analytické chemii ma celou fadu
specifickych zvlastnosti. V tad¢ ptipadi je tfeba 1 ve zdanlivé jednoduchych
situacich pouzivat pomérné¢ komplikované metody. Formalni aparat statistiky
resp. prizpusobeni dat potiebam statistické analyzy bez hlubSiho rozboru zde
muze vést ke katastrofickym zavéram.

Podékovani:
Tato prace vznikla s podporou vyzkumného centra Textil LNOOB090
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