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Motto: Viechno je jinak. Ale jak ?

Abstract: The main aim of this contribution is to show the application of data
transformation for enhancing of their distribution according to the subsequent
statistical analysis. The power transformation and Box Cox transformation are
discussed in details. These transformations are used for construction of mean
value adaptive estimator and for creation of corresponding confidence intervals

Abstrakt: Cilem pfispévku je ukdzat moZnosti aplikace transformace dat
pro zlepSeni jejich rozdéleni s chledem na néslednou statistickou analyzu. Je
podrobnéji pojedndno o mocnimné transformaci dat a Box CoxovE transformaci.
Tyto transformace jsou poufity pro konstrukei adaptivafho postupu vybéru
odhadu stfedni hodnoty a tvorbu intervalu spolehlivosti stfedni hodnoty.

1. Uvod

Pokud nema byt statistickd analyza v chemometrii pouhym numerickym
potitinim bez hlub%tho smyslu, je pochopiteln# tfeba, aby byly ovéfeny
viechny pfedpoklady, které vedly k nivrhu daného postupu analyzy.

PHi zpracovani vysledkd rutinnich méfeni se b&né pledpokladd aditivoi
model méfend. O datech xi} 1= 1, ...N se apriom# soudi, Ze jde o nezAvislé stejné
rozdélené velitiny, pochédzejici z normdlniho rozdéleni N (p, o2). Tyto
predpoklady jsou zékladem prakticky viech klasickych metod analyzy
experimentdlnich dat. V fadé pfipadl, kde se opakovan? méfi za stejnych
podminek konstaninl parametr se s timto piistupem vystadi, pokud se zajisti
dostateény podet opakovéni. Pro mendi vybéry a neplfesnd méfeni lze poudit
jednoduché robustni techniky, které funguji dobfe, pokud je rozdéleni dat
symetrické,

Je tieba mit na paméti, ¢ malé porudeni pfedpokladu normality nemusi
byt katastrofické s ohledem na vysledek statistické analyzy. Na druhé strané je
viak ¥patné, kdyZ odhady i testy zdviseji na spiSe jinych faktorech ne je



chovini vétSiny dat (na velikosti vybéru, uspofddéani vysledkd nesledovanych
proménnych atd.).

Pfi analjze specidlnich typl dat, kde chyby m&feni jsou zanedbatelne
ve srovnani s varisbilitou méfeného materidlu resp. jednotlivé analyzovane
vzorky jsou silné odliSné co do koncentrace analyzované latky je :_uzdélanl
vysledkil vyrazné asymetrické (zefikmené obyteiné k vysSim hodnotam). Pak
vede jak standardnf tak i robustn{ analyza asto k nespravnym z@vﬁ'ﬂm resp.
vyluovini dat, kterd sice neodpovidaji pfedpokladu symetric, ale jsou
"ofijatelna”, V takovych pipadech pak bez ohledu na kvalitu analytické metody
rozhoduje o vysledku kvalita zpracovéni dat.

Pokud data nespliiuji predpoklad normality, je v fade pfipadd mozne
zlepsit jejich rozdéleni vhodnou transformaci,

V fadé pipadi se rozmezi analyzovanych litek pohybuje v nékolika
tadech, cof omezuje pouziti standardnich statistickych metod zaloZenych
na pfedpokladu konstantniho rozptylu resp. aditivnthe modelu méFeni. [1].
V prici [2] bylo diskutovino o moZnostech pouziti transformace stabilizujici
rozptyl nebo multiplikativaibo modelu méfeni. To vede k logaritmické
transformaci dat [1]. Nevyhodou této transformace je fakt, %e pfi nizkych
koncentracich je absolutni chyba m&feni velmi mala (blizk4 0), coZ odporuje
realité, Byl navr¥en postup kombinujici oba modely méfeni a odstrafujici jejich
nevyhody [2].

Multiplikativni model méfeni sice vede k poufiti asymetrického
logaritmicko normélniho rozdéleni ale neni zdaleka universalni. Jednim
z obecnéifich postupi eliminace asymetrie je vhodna, obyfejné mocninn,
transformace dat [1]. 1 zde viak venikaji problémy zejmena se zpétnou
transformaci a pouZitelnosti jen pro nékteré alohy. Lze odvodit, ze pro malé
rozptyly ¢ je odhad parametru mocninné transformace Spatng identifikovatelny
(viz [3]).

V tomto pfispévku je pozornost zaméfena na techniky zlepSeni tvaru
rozd&leni vybéru a jejich vyuiti pro zdkladni alohy statistického zpracovini dat

2. Standardni zpracovéni dat

Omezme se na nejfrekventovanéjdi a zddnlivé nejjednodussi tlohu
stanoveni koncentrace analytu z vybéru (x;, xi.xy ) velikosti N. Jednotlivé
prvky vybéru pfitom nejsou opakovani méfeni ale méfeni na riiznych vzorcich.
Utelem je odhad parametru polohy a stanoveni jeho neuréitosti.

Standardni model mé&feni je aditivni, t ).
x=p+e (1)

kde u je skutend hodnota méfené velitiny (koncentrace analytu) a & je

nihodnd chyba méfeni. Tento model celkem dobfe vyhovuje pro ptipad

opakovéni méfeni, ale pokud jde o rlzné vzorky Zasto selhdvd. Standardni
statistickd analyza vychazi z téchto pfedpokladi;

e stiedni hodnota chyb méfeni je nulova, tj. £(g)=0,
o rozptyl chyb méfeni je konstantni, tj. D(£)= ot
« chyby jsou vzajemné nezivislé, tj. £(g; *EJ-} =

s chyby maji normélni rozdélenitj. =N {ﬂ,a‘z}

Diskuse o identifikaci a postupu pfi poruleni prvnich tfi pfedpokladi je
uvedena v praci [2].

Nejvice restriktivni, je pfedpoklad, #e chyby maji normélni rozdgleni.
Tento pfedpoklad je potfebny pro konstrukci intervald spolehlivosti (neurditosti
vysledkl méfeni) resp. testovani hypotéz. Pokud je k dispozici dostatek dat, lze
odhadnout rozdéleni chyb £ z rozdéleni méfeni x, protoZe pro model (1) je tvar
hustoty pravdépodobnosti totoZny.

Normalni rozdéleni lze chapat jako jednoho z &lend tiidy eliptickych
symetrickych rozdéleni, pro které plati 2e se lii pouze délkou konci.
V chemometrické analyze, kde jde b&mné o méfeni na rlznych vzorcich, je
¢astym jevem asymetrické rozd&leni dat zeSikmené k vy3Sim hodnotdm, Toto
rozdeleni je b&2né u dat, kde se ve vzorcich vyskytuji fadové rozdily koncentraci
(napf. u dat z oblasti Zivotniho prostfedi). Pro odstrangni asymetrie rozdgleni dat
se Gasto pouZivd vhodna transformace h{x). Ta viak v ptipadé platnosti modelu
(1) vede ke vzniku nekonstantniho rozptylu

2 .

D(h(x)) = [@} g2 @
Napf. pro bézné doporuéovanou logaritmickou transformaci hx)=infx) vyjde
2 . .

D(hx)) = 2] =82 ®

To znamend, Ze misto konstantni absolutni chyby je v této transformaci
konstantni relativni chyba (varia¥ni koeficient), coZ odporuje pfijatému modeln
méfeni. Korektni analyza zde vyZaduje pfimé pouiti ze¥ikmentho rozdélent
a konstrukei nesymetrickych intervalit spolehlivosti. ok

Multiplikativnl model méFeni je zaloZen na pfedpokladech konstantni
relativni chyby a nezépomosti méfeni (jde o fyzikélni velitiny spuvisejict j
s hmotou). Vysledek m&feni je modelovdn vztahem ekt o7

x = p*exple) 4)

-
B,



e

In(x) =In() + 6 | 5)
i i odelu je pfedevEim to, Ze pro velmi nizké
mﬂﬁﬁ?%lm :hyba méteni piilid nizka [4].
Pokud se pouije nesprivny pfedpoklad n_mzd&laﬂi chyb dochazi
ke zkresleni parametril 2 nasledné celé statistické analyzy.
Nechf napf. plati aditivai model (1) a na data se pouZije nesprivné
logaritmicka transformace. Pak vyjde

In(x) = I+ £)=1n g+ In(l+ &/ 4) (6)
S vyuZitim Taylorova rozvoje lze psat
In(x) = In( g+ &)=In u+ ol p-0.5%(el i)® +033%(a/ 1) - (1)

Pro malé relativni chyby m&fe ni S=o/u lze pak s vyuZitim tohoto
mmmmpmsﬁudnihndmmamqmlmmwm

E(nx)=Inp-05*52-0.75*5* (8)
a
D(in x)=062 +2.5%5* +4.66* 56 (9)

J patrné, Ze pouZiti nespravného pfedpokladu ovlivai jak stfedni
hnduut: t;iy i rozptyl. Pro u vé neZ jedna vyjde stiedni hodnota
podbednocens a rozptyl nadhodnoceny.

Pro piipad, 2e se analyzuji data z riznych vzorki se béZné predpoklada,
%e chyby méfeni jsou zanedbatelné vzhledem k variabilité vzorkl {méfe;n:ehﬂ
materi4ln) Jako model se pak pouZiva se pouZiva pedstava, Ze (x;) i =.N, jsou
realizace nahodné velidiny s rozdélenim charakterizovanym hustotou
pravdépodobnosti fx) resp. distribuéni funkei [(x). Formalné je tedy

x=F(p) (10)
kde ie hodnota distribufni funkce vmisté x. Pokud je f{z) hustota

< i normélniho rozd&leni odpovida tento model modelu (1) s tim,
#e uje stfedni hodnota.

Odhadem stfedni hodnoty je pak aritmeticky primé& ¥ a odhadem

rozptyleni je vybérovy rozptyl L.

Presnosti libovolnych odhadii o se charakterizuji pomoci jejich rozptyli
Dfo}. Pro pfipad normdlniho rozdéleni dat X~ NUJ',U‘Z} jsou tyto rozptyly

2 4
o 2y 207
DX)y==r & D(s*) N1

K vyraznému zkresleni rozptylu vybrového priméru mise dojit
v piipadé, e data nejsou nezdvisld. To miZe byt situace, kdy se vzorky
k analjze odebirajf z riznych mist, které spolu n&jak souviseji (prostorové nebo
tasovd autokorelace). Pro pfipad nejjednodus¥i autokorelace prvniho fédu
vyjadiené autokorelaénim koeficientem p dojde ke zvétieni rozptylu stfednf
hodnoty

Pro komplikovandj8i situace (prostorova zévislost dlouhého dosahu) miiZe byt
zkresleni zpiisobené zdvislosti v polohich odb#ru neimémé vysoké.

Klasickd statistickd analyza je zaloZena na odhadech ¥, s° .a pfedpokladu
normality rozdéleni chyb vmodelu (1) resp. normality F(x) v modelu (10).
Zikladnf Toli pfi posuzovani vysledkd méfeni hraje 100. (1 - aJ% ni interval
spolehlivosti stfedni hodnoty, pro ktery obecné plati, el

F{:ﬂﬂpﬁxﬂ}ﬂ—a woen
kde @ je hladina vyznamnosti a xp xy jsou ndhodné meze wrlené zdat
(Standardng se konstruuje 95 % ni interval spolehlivosti). Pro pfipad norméinho

rozdéleni chyb resp. méfeni je tento interval ve tvaru o o akia
5 5 s
TFI]-EJIE{N‘I}-‘J_FS FSE'FIHIZ[N—IJ‘?ﬁ' 1.

kde £_,5(N=1) je kvantil Studentova rozdéleni sN-I stupni ﬁm
Pro vEt§i vybéry se tento kvantil nahrazuje kvantilem normovaného normn :
rozddlent u : ezt ol R
l—x/2 i - A TR LT
Pro jinA neZ mormalni rozdfleni ji¥ nemaji odhady: %, H‘qﬁm
statistické vlastnosti a interval spolehlivosti definoyany roy, (11) nenf !
pouitelny. Pro asymetrickéd rozdéleni dat je interval (11) nevh 12
je symetricky. Navic jiZ nebude platit , Ze je /00, (1 - o) 36

data existujl v zisad® dve cesty: T
. Nalezeni vhodného rozdkleni pro pivodni dais a KOHSHNK

et Al A e BT T



m Zlepteni rozdleni pitvodnich dat tak aby bylo moZno poukit
pro transformovang data standardni analyzu

Obé cesty maji své vyhody a nevyhody. Moiné zlepieni rozdéleni dat
vhodnou transformaci_je logické poutit zejména v pripadech, kdy je cilem
pouze stanoveni intervalu spolehlivosti parametru polohy a nikoliv konstrukce
pravdépodobnostnich modelt. Navic se velmi snadno uréi, zda je toto zlepfeni

atisticky vyznamné & nikoliv. Na druhé strané viak jedna transformace
iiaid w3 t pro viechna data a vaznikaji problémy pokud je nutno

realizovat zpétnou transformact.

3. Transformace zlepSujici rozdfeni dat

S transformaci dat se pfi zpracovani experimenti setkdvame velmi Zasto,

Podle pfi¢in mizeme transformaci délit do dvou zdkladnich skupin:

A. Transformace zlepSujici rozd&leni dat. Zde je transformace Ziddna a prispiva
ke zlepSeni rozdéleni dat (zjednodusuje jejich Zpracovani)

B. Transformace jako disledek matematickych operaci (obyfené realizace
funkef) s m&enymi velitinami, To je pfipad, kdy zndme u komplikovanych
systémi vstupni nahodné veliéiny a zajima nds vystupn{ nahodni velitina.
Patfi sem tedy viechny transformace, kdy na zékladé experimentilnich
vysledkil poditime jiné veliémy (napf. z hodnot poloméru plochu kruhovych
elementt). Zde je vlasind transformace neZddand, protoze deformuje
piivodni rozdéleni dat.

V phipadé ad A) se hledd vhodna transformace. V piipadé ad B) se
hledaji vhodné postupy zpracovéni dat, které omezuji vliv transformace. Tato
dualita zpiisobuje, e oblasti transformace se v literatufe nevénuje patfitna
pozornost. Nadto vede ke stavu, kdy forméiné shodné (matematicky sprevng)
metody poskytuji znaéné odlisné vysledky.

Z uvedentho je zfejmé, Ze transformace miZe byt bud "uZitefnym
néstrojem”, nebo "zakladni pfekdzkou" pfi statisticke analyze dat.

Jak bylo uvedeno v kap. 2, je pro statistickou analyzu dat idedln/, pf:kud
jsou prvky vybéru ndhodné vzijemn® nezdvislé velidiny se stefnym normdlnim
rozdélenim. Redlné vybéry se od tohoto stavu vice & méng odhiui.

V jednodudim pfipadé maji del$f konce (vy3si Spicatost), nez odpovidd
normélnimu rozd&leni. To je Gasto disledek pfitomnosti vybolujicich mﬁi‘em:i:
Zde je pfi statistické analyze stile stfed symetric v mistd médu, ktery je totozny
s mediznem a stfedni hodnotou, Efektivni odhad polohy je medidn (prfkmt‘-r X
ma piblizné dvojndsobny rozptyl). B&né statistické testy jsou viiéi vyssi
gpiatosti dat pomémé robustni (to se tyka zejména t-lestu vyznamnosti). Tak"-:
valna vESina robustnich metod odhadu parametrii polohy a rozptyleni vychazi

z piedstavy symetrického rozdéleni dat, komtaminovaného jistym lem
vyboéujicich dat. pod

Komplikovangj§i je pfipad, kdy je rozdéleni vybéru sefikmené (oby&ejné
k vy3Sim hodnotim). Pak ji neni mddus totolny s medidnem ani stfedni
hodnotou a viastni mterpretace parametru polohy je zti¥ena, Efektivni odhad
parametru polohy je moZny jen pti znalosti zdkona rozdéleni pravdépodobnosti
(ktery viak pfi analyze dat neni pfesné apriomé zndm). Bé#né statistické testy
jsou viidi sedikmenému rozdéleni dat obecné nerobustni. Také zdkladni robustni
metody odhadu parametri polohy a rozptyleni zde nefunguji dobfe.

Je tedy zfejme, Ze ji2 symetrizalnf transformace bude pro analyzu dat
velmi uzitena.

Privodnim zjevem u fady "nenormélnd" rozdélenvch vyberi je
nekonstaninost rozptylu (pouze pro normalni rozdéleni plati, Ze stfedni hodoota
Jje nezdvisla na rozptylu).

Transformace stabilizujici rozptyl je tedy zirovedl transformaci vedouci
k normalite,

Otazky spojené s existenci transformace vedouei k normalité jsou
teoreticky fefeny v prici [5).

4. Transformace stabilizujici rozptyl

MNekonstantnost rozptylu je privodnim jevem u fady méfeni, Indikuje
bud’ neplatnost aditivniho modelu méfeni typu rov. (1) nebo nenormalitu
rozdéleni ndhodné velidiny, ze kieré byl realizovén vibér.

Zde se omezime na piipad, kdy je rozptyl Dyx) jistou funkei velikosti x,
coz miFeme formalné vyjadiit vztahem

D(x)=g(x) (12)

Pfi zndmém (pfedpokladaném) tvaru g(x) se pak hleda stabilizujici
transformace A{x), pro kterou jiZ bude rozptyl konstantni. Elementarni vztah pro
rozptyl funkce ndhodné velifiny je definovén rov. (2), ProtoZe je poZadavkem
vybér takové funkee A¢x), aby Drh(x)) = konst. a Dfx) = g(x), lze z rovnice (12)
snadno naléxt, Ze

h{x}mmm‘t.j%-, (13)

Refenim tohoto integrilu (konstanta const. neni dileZitd pro tvar
iransformace) miZeme pak snadno urdit transformaci stabilizujici rozptyl.

V fadé pFipadil je méfeni realizovino za podminky konstantnosti relativai
chyby, 4. konstantnosti variaéniho koeficientu CV" = [ex]. 102, Rozptyl oxd



| i x 36 pak eime o2 =[CV/102]x2 » funkoe (12) je tedy g(x) = x2

%0 dosadent do Tovnice (13) a analytickeé integraci pak dostavame hifx) = Infx).
!Nhﬂhﬂ tiicke {mﬁ:mm zde tedy eliminujeme nekonstantnost
Poutitim ( ¢ plati, %e tato transformace je vidy vyhodnd, pokud se
m : hl" ! Mwmvmm nékolika fada).

- Castém pifpadem je, 2 g(x) = x' (obecnd mocninna zavislost rozptylu).
H];E:iﬁm ‘% m,ﬁl'#nﬂ:m P z rovnice (13) nalézt stabilizujici transformaci
() - <I-P/2, Pro silné sedikmend data (jako %2 rozdéleni) se doporutuje
i, b S transformace. Pro gamma rozdéleni jE Fase Slﬂhl]lm_]icl
transformace feti odmocniny Z[I‘T-}"S"|| X,

%, Mocninnd transformace

Mocninna transformace je pom&mé Siroce vyuZitelni pro feSeni celé fady

problémd. Plati, e aditivni i multiplikativni model lze vyjadfit jako specidlni
mocninné tFidy modelii méfeni, ktera je charakterizovana tim, Ze
transformaci obou stran pomoci funkce () vyjde aditivai model

h(x)=hlu)+¢e (14)

U pravdépodobnostniho modelu (10) lze vhednou transformaci dat
stabilizovat rozptyl, pfiblifit Sikmost rozd&leni k nule a tvar rozdéleni k
normilnimu rozd&leni. Cilem je na zikladé znalosti o vybéru x; ¢ = [, ..N
nalézt vhodnou mocninu, resp. vhodny &len (pokud se pouZije cela rodina
transformacf).”

Nejjednoduli je prostd mocninnd transformace

hpfx) = sign{z) *abs(x)" pro A=0 (15)

hp() = In (x) pro 2 =0

hpfx) = exp(c*x) pro A —»=
kde abs{x) je absolutni hodnota a sign(x) je znaménkova funkce

signfx )=1 pro x>0, signfx)=-1 pro x<0, sign(x)=0 prox={

Tato transformace nezachoviva méfitko a ani neni vzhledem k vSude
spojitd. Zachovivd viak pofadi dat ve vybéru (jako vSechny MoCninne
transformace),

PouZivé se jako jednoducha symetrizujic transformace a proto se hlmi!si
optiméalni mocnina A tak, aby byly minimalizovany vhodné miry —symetric
vybéru. Je mozno pouit pfimo vybérovou $ikmost gi(y), nebo jeji robustni
verzi gai(y) viz. [1]. Stejné jednoduché je sledovat rozdil mezi primérem

oo v transformact.

Pro posouzeni kvality transformace, resp. nalezeni optimélniho 4 je také
moZno pouZit grafu rozptyleni s kvantily (GRK), resp. kvantilovych grafli (Q-Q
grafil), jejichZ konstrukee je popséna v [1].

Nevyhody prosté mocninné transformace (zejména nespojitost v okoli
nuly a nesrovnatelnost méfitek v transformaci) odstrafiuje rodina Box-Coxovich
transformaci h{x), které je linearni transformaci prosté mocninné transformace
hp{x). Box Coxova tfida polynomickych transformaci mé tvar

x'l—l
A
hix)=In(x) A=0

kde A4 je parametr transformace. ProA =1 resultuje aditivini model méfeni a
pro 4 =0 model multiplikativni, S vyuZitim Taylorova rozvoje lze odvodit, 22
v tomto pfipadé je

x=ptelgth (17)

.h‘(_[} =

A= (16)

Pro pfipad, Ze rozptyl D{£}=ﬂ'2jﬂ maly jde o aditivni model
s nekonstantnimi chybami, pro kiery lze poulft jako odhad g viZeny
aritmeticky priimér s vahami Gmémymi g~ 0—4/2

Lze ukazat, Ze vhodnym odhadem parametru g (neznama koncentrace) je
vybérovy median, ktery je invariantni viiéi monotonni transformaci.

Pokud Afx) je linsamni transformaci Apfx) plati pro re-transformované
stfedni hodnoty

hE(h(x)] = hp I E(hp(x))] (18)

Pro ob# transformace je pak odhadem re-transformované stfedni hodnoty
zobecnény promér .

7
M{%Zﬁi pro 4.0 (19)
=
resp.
N AUN
M=[Hx,.] pro A=0 (20)

Pokud se pouZije mocninnd transformace na aditivni model méfeni vyjde
h{x)=h{u+5). Z Taylorova rozvoje pak resultuje odhad vychyleni viivem'této
nekorektnosti



B=E(() ﬁcﬂ} ”2—'5‘-“&-#} (21)

e . pro logaritm ni:nutrmfumacl vyide B = -0.55%, kde S=cviuje
 vani fﬂi“%j.‘f{u =0 Tn ‘odpovida prvnfmu Elenu v rov. (8).

. Plﬁf transformace je invarianini vii¢i zm&né méfitka a Box
: mﬁmmu nenf invariantni viiéi zmé&né méfitka. Detaily lze nalézt
flﬂqgﬁ] Pro eliminaci této nevyhody 1ze pouZit modifikované transformace

m_mz_x_"_L A=0

': 'ﬁ'”!(;,p] In(x/ p) A=0

hh pmﬂ:r p se voli jako aritmsticky primér, geometricky priumér resp.
medién pivodnich dat. Z uvedeného také pfimo plyne, Ze 0b& transformace jsou
zivislé na posunu. Tedy mocninné transformace (x+a) poskytne jiné vysledky
ﬁnmmﬂtmsfurmﬂex

 rodma transformaci definovanych m'mu:i (16) je vzhledem k mocniné i

spojitd. V okoli muly plati [im (x-I) A= lim xInfx) = Infx) vechny

¢ transformadni zivislosti A(x) prochézeji jednim bodem o soufadnicich y =0,

““x=1 a maji v tomto bod# spoleénou smémici (jsou zde, co do prﬁbéhu_
-':.'_m

¢ Mocninné transformace s exponenty -2, -3/2, -1,-0,5, 0, 0,5, 1, 372, 2 jsou

co do kifivosti rovnoméEmeé rozmisténé,

e Viivem transformace (16) se viak obecné méni charakteristiky polohy

‘“arozptyleni, coZ komplikuje porovnani riizné transformovanych vybérd

(nevadi pochopiteln® pro pfiblifeni k normalit®, resp., zesymetriéténi
vybéru).

Pro zajiSténi toho, aby méla transformovand data piibliZné stejnou polohu
arozptyleni jako data netransformovand, je mo#fné pouZit dostatené linedrni
transformace (viz /2/).

Z hlediska analyzy dat je transformace wvidy Zddouci, pokud
X(N)/%(1y>20 (kde se pfedpokladaji kladna data).

Rowvnice (16) je poufitelnd pouze pro kladna data. Pokud je zndm jiny
poéatek xg, pod kterym se data nemohou vyskytovat, voli se zobecnénd

A1
h(x}ﬁﬁ%— A=0 22)
hix)=In{x+¢) A=0

Zde c>= xp, Obecné se hledaji u této transformace dva parametry.
S chledem na to, Ze dosavadni transformace plati pro zdola omezené rozd&leni
dat, neni zfejm# moZné, aby jejich rozdéleni bylo strikind® normélni.
Pro odstrangni této (prakticky neptili¥ dileZité) nevyhody doporutuji Bickel
a Doksum rozfifenou Box-Coxovu transformaci (pro parametr 1> 0), kterd
pokryva celou redlnon osu

* A
h{x}-ﬂmr} r;bs(x} -1 220 23)

Nevyhodou je, Ze tato transformace necobsahuje logaritmickou
transformaci. Tato transformace je jiZ nezdvisld na méfitku.

Pro odbady parametrii v téchto rodindch transformaci lze opBt pouZit
riznych charakteristik fikmosti a Spifatosti.

YV pfipadé jednoparametrickfch rodin transformaci se lze zam#fit
pouze na jednu charakteristiku tvaru (obydejng Sikmost). Vyhodnéisi je pousiti
testil normality dat po mocninné transformaci. Znamy Shapiro-Wilkilv test je
umérny testu vyznamnosti smémice vQ-Q grafu, tak¥e lze také posuzovat
linearitu v Q-() grafech,

S ohledem na poZadavek, aby se rozd&leni-vyb&m v transformaci co
nejvice bliZilo normalnimu rozdéleni, 1ze pro odhad optimélntho pouft metodu
maximalnl vérohodnosti.

Pokud plati pfedpoklady aditivatho modelu méfeni (normalita
a nezavislost) ma logaritmus vérohodnostni funkce tvar

tuLcA:-=E(A-n*h-(x.->-z;‘fzhx,-)-am]’ | (24)
Pro pevné 4 lze urdit maximAlné vérohodny odhad rozptylu ve tvaru
b -rf (@5)
e 56 8. ) doazage ARt ErRibe GRadRRR oA, - i
W)= - 3 hGx) (26
Po dosazeni do vérohodnostni funkce resultuje vziah R Ry =
Ntlno? lakom

InL’(4) =Y (A-1)*In(x;)~ -—-‘-"- @7



" MMximalizaci In L' (2) podie A (viz[1]) Ize pak snadno urdit maximdlng
u&ﬂ i parametru transformaced . Je patmé, e je lato dloha

i . minimalizaci rozptylu v transformovanych promé&nnych a‘E

' ',MWJnﬁmﬁ@?mwlmﬂpﬁhhh?w

:-gD(z‘J—E{x}”'ED{x) E(x)2*62
3 {10 o B
! ’pv.ﬁﬁikmﬂmruﬂqme,npmwexmmw;
* Viransformaci tim vy, &im bude it rozptylen dat. To umoni identifikaci
rémn (minima). Pro miilo rozptylend data bude rozptyl v transformaci maly
! extrému bude obtiznéjéi. V préci [3] bylo ukazéno, %e pro D(x) -
aptyl D(1)—> © a podobné i rozptyl 2obecnéného priméru roste nade
sy meze Pro snadnou identifikovatelnost transformace je tedy vyhodné mit
€ rozptylend dat jak je napf. b&né u vybén s asymetrickych rozdéleni.

& Ize tilohu maximalizace rov (27) vyjadfit ve tvaru

D) )3 b )
: (L+A*x)In(1+A%x, )~ A% x,

oz

ﬁ'TLn 12

. . Zdruhé derivace vérohodnostni funkce lze uréit rozptyl maximding
virohodného odhadu mocninné  transformace{7] Po dpravach vyjde:
D(i) = 2(1-0.333*B; +0.388 B)/(3Nw), kde w = Ac/(1+4). Zde & , i a B

jsou. rozptyl, §ikmost a ¥pitatost pivodnich dat. Je patmé, Ze pro o’ 0 roste
rozptyl odhadu mocninné transformace nade viechny meze,

Na zékladé asymptotického (1-a)% ntho intervalu spolehlivosti
parametru mocninné transformace lze sestavit nerovnost
nL(A)znL(A)-05* 2 (1) (29)

Viechna A splitujici tuto nerovnost le#i v intervalu spolehlivosti a jsou
tedy plijatelnd. Toho lze smadno wyuZit pro rozliSeni mm aditivnim

a multiplikativnim modelem méfeni. V rovnici (29) oznatuje zl o (1ykvantil chi
kvadrit rozd€leni s 1 stupném volnosti.

Plati, e

o pokud obsahuje 95% ni interval spolehlivosti také jednicku, voli se aditivai

mandel,

=0 (28

18

 pokud obsahuje 95% nf interval spolehlivosti nulu a nikoliv jedniZku, voli s&
multiplikativni model.

» v ostatnich pripadech je moZné zvolit pravdépodobnostni model (iﬂ}apnuiil:
pro dal¥i analyzu postup navrieny v [1].

§ vyhodou lze vyuZit grafického zdznamu In L(A) na sc zakreslenym
{obylejné 95 %nim) konfidendnim intervalem. Z takového grafu lze jif snadno
odbadnout jak kvalitu transformace, tak i posoudit, v jakych mezich se mite
hodnota A pohybovat. (Plat, Ze &lm jsou tyto meze uZsi, je kvalita transformace
vy53i, pokud v nich nelezi i=1).

Parametr mocninné transformace zfejm# souvisi s &ikmosti rozdéleni dat.
Pro kvantifikaci fohoto vatahu lze dosadit do podminky (28) misto h(x) jeho
rozvoj do Taylorovy fady a urdit maximdlng vérohodny odhad analyticky.
V prici [8] je toto odvozeni provedeno. Vysledek lze zapsat ve tvaru

E(x)*c*
A== ﬂ._;r_ﬂ {aﬂ}

kde B, je Zikmost pivodnich dat. Je patmé, Ze pro data zeSikmena k vySSim
hodnotam vyjde parametr transformace podstaing mendi neZ jedna.
Pomoci vztahu (30) miZeme napf. snadno posoudit vliv posunu dat

na parametr mocninné transformace. Napf. pro pﬂpad, #¢ data posuneme
o konstantu a tj. y = a*r vyjde, Ze

Ay=Ay—(a*o*§)/6

Jak je patmé, je tfeba pfi pouZiti postupu mocninné transformace brat
v tivahu také pfipadné linearn{ transformace dat a jejich rozmezl.

Specidlngé pro udely prizkumové analyzy dat (viz. [1]) byl navrien
postup, ktery umoZiiuje grafické posouzeni vhodnosti mocninné Emfamm.
Je pouZito jednoduché tfidy transformaci typu :

h(z)=a*x*+b A=0 (31)

h(x)=c*In{x)+d A=0

Parametry a, b, ¢, dwﬁﬂmmgmm [9] tak, aby byla mmpﬁlﬂm
linearita transformace v okolf medidnu, tj. . :

)
inf gk

r Fp-l.

¢ At i
T o 8

med(x*) = med(x) %{md(xﬂ;ul |

29



b= e

f mxw

U e 3 = (% + X1.p)/ 2 na x* = [(x1.p - 50,57 + (x0,5 - xp)2)

rezultuje v phipadé mofnosti symetrizaéni transformace linesrni

jici potatkem typu y* = (1 -4) x". Ze smémice této
wmmm pfimo nalézt odhad parametru transformace 4.
i i tohoto postupu se voli jednotlivé pismenoveé hodnoty (viz

oro které je B; = 2-+1), i = 1, ... Pro robustni odhad smérnice (1 -4) se
doporutuje politat pro viechny body smémice ki = yi' /%" a jako optimélni vzit
pak madisn ze viech k.

1 Uvedeny postup je vhodny pro mélo a stfedn? se¥ikmena rozdéleni
Cameron [10] ukézal, ¥e pro silné seikmend rozdéleni a kvantily x; vzdilené
od medifnu vzniké na grafu y* vs, x* systematicka kfivost. Pak je vhodné
provédét iterativni hledini optimdlniho, kdy se vysledek z prvého uréeni
smérnice (yv* vs.x") dosadi do transformace (31) a v dal8ich vynesenich se
misto kvantili proménné x pouZivaji transformované kvantily Afx) (urlent

z predchoziho grafu). Také je vyhodné v prvnich fazich brit spife sm&mice
urtené z kvantilt (P; = 0,25). Z toho plyne, & Emerson-Stottiy postup neni

zcela automaticky a vyZaduje &asto iterativai hleddni vhodného A4, kde v ka¥dé
iteraci se konstruuje graf typu y* na x*. Na druhé strané je tento postup velmi
jednoduchy a umo#fiuje posouzeni vlivu pfipadnych vlivnych bodi na vysledek

Lize se snadno pfesvédfit, e viechny uvadéné typy transformace jsou
Sleny obecné Johnsonavy rodiny transformaci J(x). Lze ukazat, Ze pouze pro tfi
funkce h( Jpokryva transformace J(x) celé rozmezi Sikmosti a Spidatosti.

6. Zpracovéni transformovanych dat

Pokud vedla transformace dat k pfibliZné pormalité, lze pro velidiny
y=h(x) wtit primér y, , rozptyl sy?, konfidenéni interval stfedni hodnoty
¥p £ ti. a/2*sy /N a pFipadné providét testy vyznamnosti. V fadé pfipadd je
dosa¥eno timto postupem adekvitnich vysledktt (i kdyZ je lépe pouzit -testd
vychizejicich z d-ufezaného primé&ru [12]). | pfes nékteré teoretické problémy
(viz prace [13] a diskuse k nf), lze tedy v korekini transformaci provadét
zikladni statistickou analyzu dat velmi snadno.

Problém vi#ak je, Ze je d&asto poZadovéno uréit jak statistické
charakieristiky, tak i1 konfiden&ni intervaly v pivodnich proménnych.
Pfi znalosti parametru transformace A lze vydislit stfedni hodnotu Ef¥)

pivodnich dat jako nelinearni funkei stfedni hodno rozpty
v transformaci, okt i

a

Ex)= [ (L A el
_sz nl oy My (32)

Zde f, je hustota pravdépodobnosti mormovaného normélniho rozd&leni.
Pro A=0 vyjde po dosazeni do rov. (32) a integraci, e

E(x) = exp(py +0.562) (33)
apro A=05 je

E(z)=[0.5p; +117 +0.507 (34)
Presn#jsi aproximace E{x) pro logaritmickou transformaci ma tvar

3( 2 ] 4on d
o7\ 07 +2]| o0l +ddol +84
Bit)a 0502y¢[1-_I\ T Fp\dp T
(x) cxp[,ur+ Sar)*(1 Nt T

Pro ureni intervalu spolehlivosti lze vyuXlt asymptotické normality
sttedni hodnoty v transformaci. Vysledny interval ma tvar

W =ty N -Dop (NN S psh N p ~t,_ o (N =D/ V)

Tento interval viak ji2 nemusi obsahovat uprostfed parametr polohy.
Modifikovany postup je popsén v prici [14). Postup zaloZeny na re-transformaci
Je také popsdn v knize [1].

Z uvedeného je ziejmé, Ze zpétnd transformace je dosti komplikovany
problém. VEtSina odhadi stfedni hodnoty je vychjlend a maji také vétsi rozpryly.
Proto je vidy vyhodné pracovat jen s transformovanymi hodnotami (pokud neni
nezbytné nutné znat charakteristiky plvodnich velidin), Tento pfistup vyhowuje
zejména pfi realizaci testl vyznamnosti, kde miZe byt celd analyza
vtransformaci, Také pfi pravdépodobnostnich Gvahéch lze pracovat pouze
v transformaci.

7. Ptiklad

Byl stanoven obsah antimonu vppm u N=17 vzorkl médéné rudy.
SetfidZna data jsou:
4,5,7,7,7,8,6.3,8.4,9.4,9.5,10,10.5,12,12.8,13,22,23



Standardnf statistickd analyza vede k odhadim. Primér antmeticky =
10.406, primér geometricky =9.421 rozptyl = 26.83 ,&ikmost = 1,399, §picatost
=4272,

Kvantilové miry jsou medidn = 9.5, dolni kvartil = 7, horni kvartil = 12,
Kvantilovi analyza vede k zdvérim, Ze rozdéleni je mimé zeSikmené a ma
velmi dloubé konce.

Pro zadand data je znizomnén prib&h vérohodnostni funkce na obr.]
Rankitovy graf pro piivodni data je na obr.2 a pro transformovana data na obr. 3,

Fower Transformation
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Obr 1. VErohodnostni funkce

Tower Transformation
40,00
a0, 00§
& 2000 -
g g — _._,__.-:‘_" —'I.-‘:'i_"_'__-— =
o s
w1 o.oof /
liLm T
=20.00 N P ST OY YUY U TN TR U
- 7,00 om 2
2 Kormal

Obr 2. Rankitovy graf pro plivodni data
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Obr 3, Rankitovy graf pro transformovani data

. Optimalni mocnina vySla —0.23. s mezemi (-1.13, 0.67). Protoze tento
nterval obsahuje nulu Ize provadét daldi analyzu v logaritmické transformaci

resp. volit multiplikativni madel méfeni.

Pro 95 % ni intervaly spolehlivosti p j

Z pfedpokladu normality ol mez

Z kvantilll (robustni) Doln{ 1
Z Box Coxovy transformace  Dolni mez

Tyto vysledky byly ziskdny pomoci program
uvedeny take vysledky programu ACOX v jazyce MATLAB.
L T L L L T T T

Puvodni data

Prumer arit. = 10.4059,

Prumer geom. = 942055,

Rozptyl = 26,8343,

Sikmost = 1.27746.

Spicatost = 3.78427.

Odhad lambda presny = 0571042,

Odhad lambda hruby = 0.517177.
tkksddkbdbkddkyidisninkkdinanide

Optim lambda Box Cox-MLE -0.23,

Konf interval -1.13 < lambda< 0.67.

Transformace .

Prumer= 1.73925.

Rozptyl = 0.0711426.

Sikmost = 0.000514101.

Spicatost = 2.70961.

P e S T ST I T

Optim lambda Box Cox-Shapir Wilk -025.

Smernice Q Q grafu  1,11064,

Pro ilustraci jsou
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Box Cox MLE

'-H -
s ld lambda

Obr 4, VErohodnostni funkce MATLAB

L& 5,

Je patrné, 2c oba programy poskytuji pro tytét parametry shodne vysledky.
ng;n ACOX potita také odhady z Sikmosti a ze smémice v QQ grafu, které
byly podle simulaci v praci [15] nalezeny jako nejlepsi pro &irokou skupinu
riznych rozdéleni. Program ACOX je k dispozici u prvniho autora tohoto
sdEleni.

= patmé, lou fad

Je % statistické zpracovini dat v chemometrii ma celou u

i zvi4Smosti, které je tfeba brét v Gvahu. Je vzdy vyhodné zait

analyzou a porovninim resp. selekci modeld méfeni a aZ poté

zvolit dal#i cestu. Ve shod® s koncepei satistical methods mining™ [11] je

fasto nezbytné kombinovat riizné pistupy jako je transformace, robustni metody
a potitafov intenzivni metody k dosaZeni rozumnych vysledkil,

Specialn i transformaci dat je tfeba mit na paméti, Ze jde o datové
Wpﬂlﬁﬁlﬂﬁdﬂrﬁm&ﬁh&y z téhoZ mzdﬁeni‘h: ziskat rlzné
odbady parametru transformace. Voditkem miZze byt kvalita 1r_ansfun_:mw
vyjidfend intervalem spolehlivosti parametru 1. Také vztah k dikmosti dat
vyjidfeny rov. (30) indikuje &asto vhodnost transformace s ohledem na moiné
vybotujici bodmoty (Jze potitat Sikmost ze viech dat a bez vybodujicich bodi
a porovnat odhady A).

_ Je varujici, 2¢ formalni aparét statistiky resp. plizpisobeni dat potfebam
statisticke analyzy bez hlub3iho rozboru zde mitSe vést ke zkreslenym zdvériim.

Podékovini:

Tato price venikla spodporou grantu GACR 106/99/1184 a vyzkumného
zimérn MSMT &.J11/98:244100003
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