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Souhrn: Vícerozmìrná statistická analýza je založena na latentních promìnných,

které jsou lineární kombinací pùvodních promìnných, .

Zdrojová matice dat obsahuje promìnné v m sloupcích a objekty v n øádcích.

Data jsou pøed zpracováním škálována. Cílem je nalézt shluk jako množinu

podobných objektù s podobnými promìnnými. Podobnost objektù posuzujeme na

základì vzdálenosti (míry) objektù v m-rozmìrném prostoru: èím je vzdálenost

shlukù èi objektù vìtší, tím menší je jejich podobnost. K rychlému posouzení

podobnosti slouží grafy exploratorní analýzy vícerozmìrných dat: profily,

polygony, sluníèka a hvìzdièky. Strukturu a vazby mezi promìnnými vystihují

metody snížení dimensionality, metoda hlavních komponent (PCA). Dùležitou

pomùckou je rozptylový diagram, který zobrazuje objekty, rozptýlené v rovinì

prvních dvou hlavních komponent. Graf komponentních vah porovnává

i jvzdálenosti mezi promìnnými x  a x , kde krátká vzdálenost znaèí silnou korelaci.

Dvojný graf pak kombinuje oba pøedchozí grafy. Objekty lze seskupovat do shlukù

hierarchicky dle pøedem zvoleného zpùsobu metriky (prùmìrovì, centroidnì,

nejbližším sousedem, nejvzdálenìjším sousedem, medianovì, mezi tìžišti a

prùmìrnou vazbou) a nehierarchicky dle uživatelem vybraných objektù-

pøedstavitelù. Výsledkem je dendrogram. Metoda hlavních komponent a tvorba

shlukù je demonstrována na dvou vzorových úlohách.

Vícerozmìrná statistická analýza vychází z koncepce latentních promìnných (faktorù,

kanonických promìnných) y, které jsou lineární kombinací pùvodních promìnných x s

vhodnì volenými vazbami. Latentní promìnná y je kombinací m-tice sledovaných

1 2 m(mìøených resp. jinak získaných) promìnných x , x , ..., x  ve tvaru

. Jednotlivé vícerozmìrné metody využívají rùzných

1 2 mzpùsobù stanovení vah w , w , ..., w . 

Zdrojová matice má rozmìr n × m. Pøed vlastní aplikací vhodné metody vícerozmìrné

statistické analýzy je tøeba vždy provést exploratorní (prùzkumovou) analýzu dat, která

umožòuje

(a) posoudit podobnost objektù pomocí rozptylových a symbolových grafù,

(b) nalézt vyboèující objekty, resp. jejich promìnné,

(c) stanovit, zda lze použít pøedpoklad lineárních vazeb,

(d) ovìøit pøedpoklady o datech (normalita, nekorelovanost, homogenita).

Jednotlivé techniky k urèení vzájemných vazeb se dále dìlí podle toho, zda se hledají

(a) struktura a vazby v promìnných nebo 

(b) struktura a vazby v objektech:



(1) Hledání struktury v promìnných v metrické škále: faktorová analýza FACT a

analýza hlavních komponent PCA.

(2) Hledání struktury v objektech v metrické škále: shluková analýza.

(3) Hledání struktury v objektech v metrické i v nemetrické škále: vícerozmìrné

škálování.

(4) Hledání struktury v objektech v nemetrické škále: korespondenèní analýza.

(5) Vìtšina metod vícerozmìrné statistické analýzy umožòuje zpracování

lineárních vícerozmìrných modelù, kde závisle promìnné se uvažují jako

lineární kombinace nezávisle promìnných resp. vazby mezi promìnnými jsou

lineární. V øadì pøípadù se také uvažuje normalita metrických promìnných.

Urèením struktury a vzájemných vazeb mezi promìnnými ale i mezi objekty se zabývají

techniky redukce promìnných na latentní promìnné, metoda analýzy hlavních komponent

(PCA) a metoda faktorové analýzy (FA). Dùležitou metodou urèení vzájemných vazeb

mezi promìnnými je i kanonická korelaèní analýza CA, která se používá ke zkoumání

závislosti mezi dvìma skupinami promìnných, pøièemž jedna ze skupin se považuje za

promìnné nezávislé a druhá za skupinu promìnných závislých. 

Analýza hlavních komponent (PCA)

iCílem metody je transformace dat z pùvodních promìnných x , j=1, ..., m, do menšího

jpoètu latentních promìnných y . Tyto latentní promìnné mají vhodnìjší vlastnosti, je jich

výraznì ménì, vystihují témìø celou promìnlivost pùvodních promìnných a jsou

1 mvzájemnì nekorelované (korelaèní koeficient mezi latentními promìnnými y , ..., y  je 0).

Latentní promìnné jsou u této metody nazvány hlavními komponentami a jsou to lineární

1kombinace pùvodních promìnných: první hlavní komponenta y  popisuje nejvìtší èást

2promìnlivosti èili rozptylu pùvodních dat, druhá hlavní komponenta y  zase nejvìtší èást

1rozptylu neobsaženého v y , atd. Matematicky øeèeno, první hlavní komponenta je

takovou lineární kombinací vstupních promìnných, která obsahuje nejvìtší promìnlivost

mezi všemi lineárními kombinacemi. Má tvar

 , 

1 m 1 11 1mkde objekt x obsahuje promìnné x , ..., x . Pro vektor koeficientù v  = (v , ..., v )  platí,T T

1 2že promìnlivost vyjádøená rozptylem  je maximální D(y ), D(y ), ...,

mD(y ), pøièemž S znaèí kovarianèní matici pùvodních dat. Zcela analogicky jsou

konstruovány další hlavní komponenty, jejichž celkový poèet je roven menšímu ze dvou

èísel, a to n (poèet objektù) nebo m (poèet promìnných). Protože platí, že souèet rozptylù

všech hlavních komponent je roven souètu rozptylù vstupujících pùvodních promìnných,

mùžeme z podílu rozptylù jednotlivých hlavních komponent usuzovat na èást

promìnlivosti vysvìtlenou dotyènou hlavní komponentou. Jestliže souèet prvních

(nejvyšších) A podílù promìnlivosti je dostateènì blízký jedné èili 100% (obvykle však

staèí 0.9 - 0.95 èili 90% - 95%), postaèí brát v úvahu právì tìchto prvních A hlavních

komponent pro “dostateèné” vysvìtlení variability pùvodních promìnných. Rozdíl mezi

souøadnicemi objektù v pùvodních promìnných a v hlavních komponentách èili  ztráta

informace projekcí do menšího poètu rozmìrù se nazývá špatnou tìsností proložení

modelu PCA nebo také chybou modelu PCA. I pøi velkém poètu pùvodních promìnných

(m) mùže být A velmi malé, èasto 2 až 5. Volba poètu užitých komponent A pøedstavuje



vlastní model hlavních komponent PCA. Vysvìtlení užitých hlavních komponent, jejich

jpojmenování a vysvìtlení vztahu pùvodních promìnných x , j = 1, ..., m, k hlavním

kkomponentám y , k = 1, ..., A, tvoøí dominantní souèásti zvoleného modelu hlavních

komponent PCA. 

 Vlastní matematický postup PCA je následující: maximalizací pøi zavedení

normalizaèní podmínky  v = 1 vyjde, že

, 

1 1kde 0 oznaèuje nulový vektor, ë  je nejvìtší vlastní èíslo a v  je odpovídající vlastní vektor

kovarianèní matice S a I je jednotková matice. Po dosazení vyjde

 . 

2Analogicky lze odvodit, že vektor koeficientù v  ve vztahu ,

2 1 2maximalizující D(y ) za podmínky, že cov(y , y ) = 0, odpovídá vlastnímu vektoru,

2pøíslušejícímu druhému nejvìtšímu vlastnímu èíslu ë . 

1 2 m Provedeme-li rozklad kovarianèní matice S na vlastní èísla ë  $ ë  ... $ ë , jsou

1 2 m 1 modpovídající vlastní vektory v , v , ..., v  pøímo koeficienty hlavních komponent y , ..., y .

Hlavní komponenty mají øadu zajímavých vlastností. Lze je interpretovat jako hlavní osy

m-rozmìrného elipsoidu x  S  x = konst .T -1

K odstranìní závislosti na jednotkách pùvodních promìnných se lépe užívá

standardizovaných promìnných x  s prvky . Pro j-tou hlavní*

komponentu pak platí

 , 

kde  je vlastní vektor korelaèní matice R odpovídající j-tému nejvìtšímu vlastnímu

èíslu . Hlavní komponenty , urèené z korelaèní matice R, jsou však hùøe

jinterpretovatelné. Platí, že  = ë , nikoliv rovno jedné. Pro úèely zobrazení

vícerozmìrných dat rùzného mìøítka jsou však vhodnìjší standardizované  než

jpùvodní y .

Graficky lze výsledek analýzy hlavních komponent zobrazit v nìkolika grafech

hlavních komponent následujícím zpùsobem:

 (a) Indexový graf úpatí vlastních èísel (Scree Plot) je vlastnì sloupcový diagram

vlastních èísel nebo reziduálního rozptylu proti stoupající hodnotì indexu, poøadového

èísla A (obr. 9). Zobrazuje relativní velikost jednotlivých vlastních èísel. Øada autorù ho

s oblibou využívá k urèení poètu A "užiteèných" hlavních komponent. Èasto je slovo scree

vysvìtlováno jako zlomové místo mezi kolmou stìnou a vodorovným dnem. Vybrané

"užiteèné" hlavní komponenty (nebo také faktory) pak tvoøí kolmou stìnu a "neužiteèné"

hlavní komponenty (nebo faktory) pøedstavují vodorovné dno. Užiteèné komponenty jsou

tak oddìleny zøetelným zlomovým místem, a x-ová souøadnice tohoto zlomu je hledaná

hodnota indexu.  (b) Graf komponentních vah (Plot Components Weights) zobrazí

komponentní váhy pro první dvì hlavní komponenty, (obr. 10). V tomto grafu se

porovnávají vzdálenosti mezi promìnnými. Krátká vzdálenost mezi dvìma promìnnými

znamená silnou korelaci. Lze nalézt i shluk podobných promìnných, jež spolu korelují.

Tento graf lze považovat za most mezi pùvodními promìnnými a hlavními

komponentami, protože ukazuje, jakou mìrou pøispívají jednotlivé pùvodní promìnné do

1 2hlavních komponent. Nìkdy se podaøí hlavní komponenty y  , y , ... pojmenovat, vysvìtlit



a pøidìlit jim fyzikální, chemický nebo biologický význam. Pak lze názornì vysvìtlit jak

j 1jednotlivé pùvodní promìnné x , j= 1,..., m, pøispívají do první hlavní komponenty y  nebo

2 jdo druhé hlavní komponenty y . Nìkteré pùvodní promìnné x  pøispívají kladnou vahou,

jnìkteré zápornou. Bývá zajímavé sledovat kovarianci pùvodních promìnných x  v

1 2 3 jprostorovém 3D grafu komponentních vah y , y  a y . Jsou-li pùvodní promìnné x , j= 1,...,

m, blízko sebe v prostorovém shluku, jde o silnou pozitivní kovarianci. Kovariance však

nemusí ještì nutnì znamenat korelaci. Výklad grafu komponentních vah lze obecnì

shrnout do následujících bodù:

j j1. Dùležitost pùvodních promìnných x , j= 1,..., m,: promìnné x  s vysokou mírou

promìnlivosti v datech objektù mají vysoké hodnoty komponentní váhy. Ve 2D-

diagramu prvních dvou hlavních komponent pak leží hodnì daleko od poèátku.

Promìnné s malou dùležitostí leží blízko poèátku. Když urèíme dùležitost

1promìnných, urèíme tím také jejich promìnlivost: jestliže, napøíklad y  objasnuje

270% promìnlivosti a y  jenom 5% (pøeèteno z indexového grafu úpatí vlastních

j 1èísel), jsou pùvodní promìnné x , j= 1,..., m, s vysokou vahou v y  tím pádem

j 2mnohem dùležitìjší než promìnné x  s vysokou vahou v y .

j2. Korelace a kovariance: pùvodní promìnné x , j= 1,..., m, blízko sebe a nebo

jpromìnné x  s malým úhlem mezi svými prùvodièi promìnných a na stejné stranì

vùèi poèátku mají vysokou kladnou kovarianci a vysokou kladnou korelaci.

jNaopak, pùvodní promìnné x  daleko od sebe anebo s velikým úhlem mezi

prùvodièi promìnných jsou negativnì korelovány.

3. Spektroskopická data: ve spektroskopických datech je 1-rozmìrný graf

komponentních vah èasto nejvhodnìjší. I zde platí pravidlo, že vysoké

jkomponentní váhy pøedstavují vysokou dùležitost promìnných x  (vlnových délek).

(c) Rozptylový diagram komponentního skóre (Scatterplot) zobrazuje komponentní

skóre èili hodnoty obyèejnì prvních dvou hlavních komponent u všech objektù, (obr. 11).

Dokonalé rozptýlení objektù v rovinì obou hlavních komponent vede k rozlišení objektù

1 2pøi jejich popisu pomoci y  a y . Snadno lze v rovinì nalézt shluk vzájemnì podobných

objektù a dále objekty odlehlé a silnì odlišné od ostatních. Diagram komponentního skóre

však mùže být i ve 3 èi více hlavních komponentách a v rovinném grafu se sleduje pak

pouze jeho prùmìt do roviny. Tento diagram se užívá k identifikaci odlehlých objektù,

identifikaci trendù, tøíd, shlukù objektù, k objasnìní podobnosti objektù, atd. Je nemožné

analyzovat všechny diagramy, protože jich je velmi mnoho: uvažujme napøíklad m < n a

pro m = 10 promìnných existuje m(m-1)/2 = 45 diagramù, pro m = 11 pak 55 diagramù,

1 2 1 3 1 4pro m = 12 pak 66 diagramù, atd. Obvykle vybíráme diagramy y  vs. y , y  vs. y , y  vs. y ,

1atd. Držíme se první hlavní komponenty y , protože v ní bývá nejvìtší míra promìnlivosti

v datech. Interpretace rozptylového diagramu komponentního skore lze shrnout do tìchto

bodù:

1. Umístìní objektù: objekty daleko od poèátku jsou extrémy. Objekty nejblíže

poèátku jsou typiètìjší.

2. Podobnost objektù: objekty blízko sebe si jsou podobné, objekty daleko od sebe

jsou si nepodobné.

3. Objekty v shluku: objekty umístìné zøetelnì v jednom shluku jsou si podobné a

pøitom nepodobné objektùm v ostatních shlucích. Dobøe oddìlené shluky

prozrazují, že lze nalézt vlastní model pro samotný shluk. Jsou-li shluky blízko

sebe, znamená to znaènou podobnost objektù.



4. Osamìlé objekty: izolované objekty mohou být odlehlé objekty, které jsou silnì

nepodobné ostatním objektùm.

5. Odlehlé objekty: v ideálním pøípadì bývají objekty rozptýlené po celé ploše

diagramu. V opaèném pøípadì je nìco špatného v modelu, obyèejnì je pøítomen

silnì odlehlý objekt. Odlehlé objekty jsou totiž schopny zbortit celý diagram, ve

srovnání se silnì vyboèujícím objektem jsou ostatní objekty nakumulovány do

jediného úzkého shluku. Po odstranìní vyboèujícího objektu se ostatní objekty

roztøídí po celé ploše diagramu a teprve vypovídají o existujících shlucích.

6. Pojmenování objektù: výstižná jména objektù slouží k hledání hlubších souvislostí

mezi objekty a mezi pojmenovanými hlavními komponentami. Snadno obkroužíme

shluky podobných objektù nebo nakreslením spojky mezi objekty vystihneme  tak

jejich fyzikální èi biologický vztah.

7. Vysvìtlení místa objektu: umístìní objektu na ploše v diagramu mùže být

porovnáváno s komponentními vahami pùvodních promìnných ve dvojném grafu

a pomocí pùvodních promìnných pak i vysvìtleno. 

(d) Dvojný graf (Biplot) kombinuje pøedchozí dva grafy, (obr. 12). Úhel mezi

j kprùvodièi dvou promìnných x  a x  je nepøímo úmìrný velikosti korelace mezi tìmito

dvìma promìnnými. Èím menší úhel, tím vìtší korelace. Každý prùvodiè má své

souøadnice na první a na druhé hlavní komponentì. Délka této souøadnice je úmìrná

jpøíspìvku pùvodní promìnné x  do hlavní komponety èili je úmìrná komponentní váze.

Kombinace obou pøedešlých grafù v jediném pøináší cenné srovnání, jeden graf pùsobí

zde doplnkovì vùèi druhému. Když se ve dvojném grafu nachází objekt v blízkosti urèité

jpromìnné x  znamená to, že tento objekt “obsahuje” hodnì právì této promìnné a je s ní

v interakci. Interakce promìnných a objektù umožòuje také vysvìtlit umístìní objektù

1vpravo od nuly na ose y  (èi vlevo od nuly) pomocí pozice promìnných v tomto grafu,

2resp. umístìní nahoøe od nuly (èi dole od nuly) na ose y .

Diagnostikování èastých problémù v PCA: v analýze hlavních komponent PCA se

èasto setkáváme s následujícími problémy:

1. Data neobsahují pøedpokládanou informaci: vysvìtlení grafù a diagramù metody

PCA nemá smysl, protože bylo provedeno nìkolik závažných chyb.

2. Užito pøíliš málo hlavních komponent: v modelu PCA bylo použito pøíliš málo

latentních promìnných. Nedostateèné vysvìtlení dat vede ke ztrátì informace.

Problém se mùže vyøešit opìtovným rozborem grafu úpatí vlastních èísel.

3. Užito pøíliš mnoho hlavních komponent: v modelu PCA bylo zahrnuto pøíliš mnoho

latentních promìnných, což mùže vyvolat vážnou chybu, protože šum je zahrnut

do modelu. 

4. Neodstranìní odlehlých objektù: odlehlé objekty mohou být dùvodem hrubých

chyb v datech. Do modelu jsou vtahovány spíše hrubé chyby než zajímavé

promìnlivosti v datech objektù.

5. Odstranìné odlehlé objekty obsahovaly dùležitou informaci: ztrátou urèitých

objektù se vytratila dùležitá informace z dat a nalezený model je proto zkreslený.

6. Komponentní skóre je nedostateènì analyzováno: nedostateèným rozborem

dùležitého rozptylového diagramu byly zanedbány dùležité rysy v datech.

7. Vysvìtlení komponentních vah se špatným poètem hlavních komponent: mùže vést

k vážnému zkreslení výkladu. Mùže totiž dojít k vyjmutí dùležitých promìnných,



protože se zdají býti odlehlými. Tento graf je mostem mezi prostorem pùvodních

promìnných a prostorem hlavních komponent PCA. Když zvolíme špatný prostor

PCA, tento most už nám mnoho nepomùže.

8. Pøecenìní standardních diagnostik v software: je tøeba hodnì rozvažovat a

pøemýšlet o úloze samé a specifickém problému øešeném pøed pohodlným

pøebíráním poèítaèových výsledkù.

9. Užití špatné pøedzpracování dat: chybná pøedúprava dat (ve škálování užité

centrování nebo standardizace, transformace logaritmická, mocninná, Box-

Coxova, atd.) mùže vést ke zkresleným závìrùm a neporozumìní úloze. Zpùsob

pøedúpravy dat je obecnì dán typem úlohy a druhem instrumentálních dat a mùže

vést také ke ztrátì informace.

Postup metody hlavních komponent PCA

Problém musí být správnì a pøesnì definován. Je odpovìdností øešitele, aby data

obsahovala dostatek relevantní informace k øešení problému. Ani nejlepší poèítaèová

metoda nemùže kompenzovat nedostatek informace v datech. Maticový graf korelace

promìnných slouží k získání poèáteèní informace o celém datovém souboru. Odhalí, zda

data potøebují škálování. Pøi prvním seznámení s daty se se v rámci exploratorní analýzy,

kam také patøí metoda hlavních komponent PCA, aplikuje první výpoèet touto metodou.

Data je obvykle potøeba škálovat, alespoò centrovat. Lze vyzkoušet i ostatní formy

pøedúpravy dat. V tomto stádiu se vždy vyèíslují všechny hlavní komponenty. První

diagramy komponentního skóre slouží k odhalení odlehlých hodnot, tøíd, shlukù a trendù.

Jsou-li objekty roztøídìny do dobøe oddìlených shlukù, je tøeba urèit zpùsob jak je z dat

oddìlit a shluky pak analyzovat oddìlenì. Nikdy se nepokoušíme odhalovat a odstraòovat

odlehlé promìnné, mohlo by pak dojít k odstranìní cenné informace. Po redukci datového

souboru na nìkolik podsouborù, kdy shluky jsou modelovány oddìlenì se znovu aplikuje

metoda hlavních komponent PCA na jednotlivé podsoubory.

1. Vyšetøení indexového grafu úpatí vlastních èísel: z hrany v tomto diagramu se urèí

nejlepší poèet hlavních komponent.

2. Výpoèet vlastních vektorù pro hlavní komponenty: vedle èíselných hodnot se užívá

i názorný èarový diagram hodnot vlastních èísel vektorù, který pøehlednì informuje o

jzastoupení pùvodních promìnných x , j = 1, ..., m, v hlavních komponentách.

3. Výpoèet komponentních vah: matice párových korelaèních koeficientù ukazuje na

korelaci pùvodních promìnných s hlavními komponentami. Èarový diagram názornì

vysvìtluje korelaèní strukturu mezi obìma druhy promìnných. Uživatel nyní vybere

pouze prvních A hlavních komponent a vytvoøí tak PCA model.

4. Vyšetøení grafu komponentních vah.

5. Vyšetøení rozptylového diagramu komponentního skóre.

6. Vyšetøení dvojného grafu.

7. Vyšetøení grafu úpatí reziduí objektù: rezidua objektù a rezidua promìnných by

mìly prokazovat dostateènou tìsnost proložení. Není-li tomu tak, je tøeba se navrátit k

pøedúpravì dat a celý výpoèet PCA opakovat.



Vzorová úloha 1. Sledování spotøeby proteinù v Evropì 
Sledováná spotøeba proteinù v 25 zemích formou spotøeby 9 druhù potravin je pøedmìtem

vyšetøení: existuje korelace mezi promìnnými? Budou data vyžadovat nìjakou úpravu,

standardizaci nebo centrování? Ukazuje graf komponentních vah na silnì korelující

promìnné? Jsou nìkteré promìnné redundandní? Lze odhalit v rozptylovém diagramu

komponentního skóre odlehlé objekty, výjimeèné co do spotøeby proteinù? Které zemì

jsou si podobné ve spotøebì proteinù? Komentujte vzniklé shluky zemí co do spotøeby

proteinù. Dají se ve dvojném grafu odhalit interakce mezi jednotlivými promìnnými-

druhy potravin a objekty-zemìmi?

Data: i znaèí index, Cervene èervené maso, Bílé maso, Vejce, Mléko, Ryby, Obilniny,

Škrob, Oøechy, Ovoce a zelenina,

Objekty Promìnné
i Stát Cervene Bile Vejce Mleko Ryby Obilniny Skrob Orechy Ovoce

1 Albania 10.10 1.40 0.50 8.90 0.20 42.30 0.60 5.50 1.70

2 Austria 8.90 14.00 4.30 19.90 2.10 28.00 3.60 1.30 4.30

3 Belgium 13.50 9.30 4.10 17.50 4.50 26.60 5.70 2.10 4.00

4 Bulgaria 7.80 6.00 1.60 8.30 1.20 56.70 1.10 3.70 4.20

5 Czechoslov. 9.70 11.40 2.80 12.50 2.00 34.30 5.00 1.10 4.00

6 Denmark 10.60 10.80 3.70 25.00 9.90 21.90 4.80 0.70 2.40

7 E Germany 8.40 11.60 3.70 11.10 5.40 24.60 6.50 0.80 3.60

8 Finland 9.50 4.90 2.70 33.70 5.80 26.30 5.10 1.00 1.40

9 France 18.00 9.90 3.30 19.50 5.70 28.10 4.80 2.40 6.50

10 Greece 10.20 3.00 2.80 17.60 5.90 41.70 2.20 7.80 6.50

11 Hungary 5.30 12.40 2.90 9.70 0.30 40.10 4.00 5.40 4.20

12 Ireland 13.90 10.00 4.70 25.80 2.20 24.00 6.20 1.60 2.90

13 Italy 9.00 5.10 2.90 13.70 3.40 36.80 2.10 4.30 6.70

14 Netherlands 9.50 13.60 3.60 23.40 2.50 22.40 4.20 1.80 3.70

15 Norway 9.40 4.70 2.70 23.30 9.70 23.00 4.60 1.60 2.70

16 Poland 6.90 10.20 2.70 19.30 3.00 36.10 5.90 2.00 6.60

17 Portugal 6.20 3.70 1.10 4.90 14.20 27.00 5.90 4.70 7.90

18 Romania 6.20 6.30 1.50 11.10 1.00 49.60 3.10 5.30 2.80

19 Spain 7.10 3.40 3.10 8.60 7.00 29.20 5.70 5.90 7.20

20 Sweden 9.90 7.80 3.50 24.70 7.50 19.50 3.70 1.40 2.00

21 Switzerland 13.10 10.10 3.10 23.80 2.30 25.60 2.80 2.40 4.90

22 UK 17.40 5.70 4.70 20.60 4.30 24.30 4.70 3.40 3.30

23 USSR 9.30 4.60 2.10 16.60 3.00 43.60 6.40 3.40 2.90

24 W Germany 11.40 12.50 4.10 18.80 3.40 18.60 5.20 1.50 3.80

25 Yugoslavia 4.40 5.00 1.20 9.50 0.60 55.90 3.00 5.70 3.20

Øešení: k analýze byl použit program NCSS2000. 

1. Exploratorní analýza: Rychlé posouzení podobnosti mezi jednotlivými objekty èili

øádky datové matice usnadòují pøedevším symbolové grafy. Jednotlivé promìnné jsou v

nich "kódovány" s ohledem na jejich konkrétní hodnoty do urèitých geometrických tvarù,

isymbolù. Každému objektu x  (napø. léèivu, autu, slouèeninì) tak odpovídá jistý obrazec

zvaný symbol. Vlastnosti dat se posuzují s ohledem na vizuální rozdíly mezi symboly. Tím

jlze v jednom grafu rozlišit více promìnných x , j = 1, ..., m. Prvním krokem pøed vlastním



zobrazením do symbolù je obvykle standardizace. Mezi základní typy zobrazovaných

symbolù patøí profily, polygony, tváøe, køivky a stromy. 

Profily pøedstavují dvourozmìrné zobrazení m-rozmìrných objektù. Každý objekt

ix  je charakterizován m promìnnými, zobrazenými zde vertikálními úseèkami. Jejich

ijvelikost je úmìrná hodnotì odpovídající promìnné x , j = 1, ..., m. Profil pak vzniká

spojením koncových bodù tìchto úseèek. Je vhodné použít standardizované promìnné dle

vzorce 

, 

ij j ikde max*x * je maximální hodnota absolutní velikosti promìnné x  vektoru x  pøesT

všechny body, i = 1, ..., n. Profily jsou jednoduché a umožòují snadné urèení rozdílù mezi

i kjednotlivými objekty x  a x . Snadno lze takto identifikovat vyboèující objekt.

Obr. 1 Sloupcové profily pùvodních dat Obr. 2 Øádkové profily pùvodních dat

Obr. 3 Sloupcový diagram pùvodních dat Obr. 4 Krabicové grafy pùvodních dat



Obr. 5 Rozptylový diagram korelaèní matice Obr. 6 Rozptylová diagram pùvodních dat 

Polygony jsou vlastnì profily v polárních souøadnicích, kdy každá promìnná

iobjektu x , i = 1, ..., n, odpovídá délce paprsku vycházejícího ze spoleèného støedu.T

Paprsky dìlí kružnici ekvidistantnì, promìnné jsou standardizovány do intervalu [0, 1].

Mezi polygony patøí graf sluneèních paprskù a hvìzdicový graf. 

(a) Graf sluneèních paprskù má tvar “sluníèka”, které se skládá z paprskù,

zaèínajících ve spoleèném bodì a spojujících úseèek mezi paprsky, které tak tvoøí

ij ipolygon. Zde každá promìnná x  objektu x  odpovídá délce paprsku vycházejícího zeT

støedu sluníèka. Paprsky jsou rozmístìny ekvidistantnì, ve stejných vzdálenostech na

kružnici, a proto se provádí lineární transformace do intervalu [a, 1], kde a je zvolená

spodní mez, obyèejnì a = 0. Pro tuto transformaci platí, že

ij ij ikde min x  je minimální a max x  maximální hodnota j-té promìnné objektu x  pøesT

ivšechny objekty x , i = 1, ..., n. K urèení smìrù jednotlivých paprskù se definuje jejichT

júhel á , pro který platí

Za spoleèný støed paprskù se obyèejnì volí poèátek souøadnic. Pokud má být maximální

i ijdélka paprskù rovna R, je polygon pro objekt x  spojnicí m bodù p  o souøadnicíchT

.  Aby vznikl uzavøený obrazec, spojují se ještì první a

i1 imposlední bod p  a p . Vzájemné porovnání polygonù slouží k vizuálnímu posouzení

podobnosti objektù. V pøípadì velkého poètu promìnných, napø. m > 6, bývá však

výsledný obrázek polygonù nepøehledný.

(b) Hvìzdicový graf vypadá na první pohled jako pøedchozí graf sluníèka. Sestává

z paprskù, reprezentujících relativní hodnoty promìnných u jednotlivých objektù, které

se pro každý objekt spojují v jednom centrálním bodì. 



Obr. 7a Hvìzdièkový graf Obr. 7b Klíè k hvìzdièkovému grafu 

Obr. 8a Sluníèkový graf Obr. 8b Klíè ke sluníèkovému grafu 

Stejnì smìøující paprsky u rùzných objektù se liší svojí délkou. Nejkratší paprsek

indikuje, že u objektu nabývá pøíslušná promìnná nejmenší hodnoty z celého výbìru.

Podobnì nejdelší paprsek informuje o nejvyšší hodnotì pøíslušné promìnné. Délky

ostatních paprskù se pohybují podle relativní velikosti hodnot promìnné u pøíslušného

objektu mezi tìmito dvìma krajními mezemi.



2. Metoda hlavních komponent:
1. Vyšetøení indexového grafu úpatí vlastních èísel: 

Obr. 9 Indexový graf úpatí vlastních èísel pro 25 objektù a 9 promìnných, SCAN 

Vlastní èísla slouží k urèení poètu A "využitelných" hlavních komponent, jež si zvolíme

v analýze k dalšímu užívání. Procento a kumulativní procento popisuje promìnlivost v

pùvodních promìnných, popsanou dotyènou hlavní komponentou. K dalšímu popisu

promìnlivosti bereme obvykle tolik hlavních komponent, aby bylo jimi popsáno 90 až

99% celkové promìnlivosti. V tomto pøípadì staèí užít první dvì. Indexový graf úpatí

vlastních èísel je vlastnì sloupcový diagram velikosti vlastních èísel proti stoupající

hodnotì indexu, poøadového èísla. Zobrazuje relativní velikost jednotlivých vlastních

èísel. Užiteèné komponenty jsou tak oddìleny zøetelným zlomovým místem, a x-ová

souøadnice tohoto zlomu je hledaná hodnota indexu. 

2. Vyšetøení grafu komponentních vah: tento graf ukazuje, že promìnné Bílé maso-

Mléko-Èervené maso-Vejce spolu silnì korelují. 

Obr. 10 Graf komponentních vah (Components Weights Plot) 

Ukazuje se, že by bylo vhodné jejich poèet zredukovat na dvì promìnné, napø. Bílé maso-

Vejce. Mezi prùvodièi ostatních promìnných je dostateènì velký úhel, a tím malá

korelace. Promìnné, které spolu nekorelují mohou být ponechány ve vstupních datech.

3. Vyšetøení rozptylového diagramu komponentního skóre: nejdùležitìjší diagram

metody hlavních komponent ukazuje celou vyšetøovanou strukturu objektù, tzn. shluky

objektù, izolované objekty, odlehlé objekty, anomálie, atd. Objekty mohou být oznaèeny



textovým popisem nebo èíselnì indexem. V pravém horním rohu se dobøe oddìlil shluk

objektù: 1(Albanie), 4 (Bulharsko), 18 (Rumunsko), 25(Jugoslávie), který pokrývá zemì

Balkánu. Vyjímeèné postavení mají 17(Portugalsko), 19(Španìlsko). Ostatní státy jsou

kromì 11, 13, 23 v jednom spoleèném shluku.

Obr. 11 Rozptylový diagram komponentního skóre (Scatterplot) 

4. Vyšetøení dvojného grafu: je dùležité sledovat interakci objektù a promìnných. Je-li

nìkterý objekt umístìn ve dvojném grafu na stejném místì nebo alespoò poblíž místa

promìnné, jsou spolu v interakci. Interakce poslouží interpretaci objektù.

Obr. 12 Dvojný graf (Biplot)

Klasifikace objektù analýzou shlukù

Hledáním struktury a vzájemných vazeb v objektech se zabývají klasifikaèní metody

vícerozmìrné statistické analýzy. Klasifikaèní metody jsou postupy, pomocí kterých se

jeden objekt zaøadí do jedné existující tøídy (diskriminaèní analýza DA), nebo pomocí

nichž lze neuspoøádanou skupinu objektù uspoøádat do nìkolika vnitønì sourodých tøíd

èi shlukù (analýza shlukù CLU). 

Analýza shlukù patøí mezi metody, které se zabývají vyšetøováním podobnosti

vícerozmìrných objektù (tj. objektù, u nichž je zmìøeno vìtší množství promìnných) a

jejich klasifikací do tøíd èili shlukù. Hodí se zejména tam, kde objekty projevují



pøirozenou tendenci se seskupovat. Podle zpùsobu shlukování se postupy dìlí na

hierarchické a nehierarchické. Hierarchické se dìlí dále na aglomerativní a divizní.

Hierarchické postupy jsou založeny na postupném spojování objektù a jejich

shlukù do dalších, vìtších shlukù. Nejprve se vypoète základní matice vzdáleností mezi

objekty. U aglomerativního shlukování se dva objekty, jejichž vzdálenost je nejmenší,

spojí do prvního shluku a vypoète se nová matice vzdáleností, v níž jsou vynechány

objekty z prvního shluku a naopak tento shluk je zaøazen jako celek. Celý postup se

opakuje tak dlouho, dokud všechny objekty netvoøí jeden velký shluk nebo dokud

nezùstane urèitý, pøedem zadaný poèet shlukù. Divizní postup je obrácený. Vychází se

z množiny všech objektù jako jediného shluku a jeho postupným dìlením získáme systém

shlukù, až skonèíme ve stadiu jednotlivých objektù. Výhodou hierarchických metod je

nepotøebnost informace o optimálním poètu shlukù v procesu shlukování, tento poèet se

urèuje až dodateènì. Pøi shlukování vznikají dva základní problémy: 

(a) zpùsob mìøení vzdáleností mezi objekty: i když existuje celá øada mìr

vzdáleností (vícerozmìrných metrik), nejèastìji se užívá euklidovská metrika, která je

pøirozeným zobecnením bìžného pojmu vzdálenosti;

(b) volba vhodné shlukovací procedury dle zvoleného zpùsobu metriky. Metody

metriky shlukování jsou

Metoda prùmìrová (Average): vzdálenost dvou shlukù se poèítá jako prùmìr z

možných mezishlukových vzdáleností dvou objektù, kdy mezishlukovou vzdáleností

objektù se rozumí vzdálenost dvou objektù, z nichž každý patøí do jiného shluku.

Nejbližší jsou shluky, které mají nejmenší prùmìrnou vzdálenost mezi všemi objekty

jednoho a všemi objekty druhého shluku. Dendrogramy mají strukturu podobnou

dendrogramùm metody nejvzdálenìjšího souseda, pouze spojení je provedeno pøi obvykle

vyšších vzdálenostech.

Metoda centroidní (Centroid): vzdálenost shlukù se poèítá jako euklidovská

vzdálenost jejich tìžiš�. Nejbližší jsou ty shluky, které mají nejmenší vzdálenost mezi

tìžišti.

Metoda nejbližšího souseda (Single, Nearest): kritériem pro vytváøení shlukù je

minimum z možných mezishlukových vzdáleností objektù. Metoda tvoøí nový shluk na

základì nejkratší vzdálenosti mezi shluky (èi objekty) a neumí proto rozlišit špatnì

separované shluky. Je zde silná tendence ke tvorbì øetìzcù. Øetìzování mùže vésti až ke

zcela mylným závìrùm, jsou-li objekty na opaèních koncích øetìzce zcela nepodobné. Na

druhé stranì je to jedna z mála metod, která umí roztøídit, rozlišit i neeliptické shluky.

Metoda nejvzdálenìjšího souseda (Complete, Furthest): poèítá vzdálenost dvou

shlukù jako maximum z možných mezishlukových vzdáleností objektù. Probíhá podobnì

jako metoda Single s jednou dùležitou výjimkou: vzdálenost (èi nepodobnost) mezi shluky

je urèována vzdáleností (èi nepodobností) mezi dvìma nejvzdálenìjšími objekty, každý

pøitom z jiného shluku. Proto všechny objekty ve shluku jsou na základì maximální

vzdálenosti èi minimální podobnosti vùèi objektùm ve druhém shluku.

Metoda mediánová (Median): jde o jisté vylepšení centroidní metody, nebo� se

snaží odstranit rozdílné “váhy”, které centroidní metoda dává rùznì velkým shlukùm.

Wardova metoda je založena na minimalizaci ztráty informace pøi spojení dvou

tøíd. V každém kroku je uvažován takový možný pár objektù (èi shlukù), aby suma

ètvercù odchylek od støední hodnoty ESS =  dosáhla pøi vzniku shluku svého



minima.

Nehierarchické shlukovací metody: u metody typických bodù (Seeded) uživatel

na základì svých vìcných znalostí urèí, které objekty mají být “typickými” pøedstaviteli

novì vytvoøených shlukù a systém pak rozdìlí objekty do shlukù podle jejich euklidovské

vzdálenosti od tìchto typických objektù. V nehierarchických shlukovacích metodách je

poèet shlukù obvykle pøedem dán, i když se v prùbìhu výpoètu mùže zmìnit. Zùstává-li

poèet shlukù zachován, hovoøíme o nehierarchických metodách s konstantním poètem

shlukù, v opaèném pøípadì o nehierarchických metodách s optimalizovaným poètem

shlukù. Nehierarchické metody zahrnují dvì základní varianty - optimalizaèní metody a

analýzu módù, medoidù. Optimalizaèní nehierarchické metody hledají optimální rozklad

pøeøazováním objektù ze shluku do shluku s cílem minimalizovat nebo maximalizovat

nìjakou charakteristiku rozkladu. Metody, oznaèované jako analýza módù, medoidù

pøedstavují hledání rozkladu do shlukù, kde shluky jsou chápány jako místa se zvýšenou

koncentrací objektù v m-rozmìrném prostoru promìnných.

Místo výchozí matice vzdáleností mùže být v nìkterých pøípadech ke shlukování

použita i korelaèní matice. 

(a) Hierarchické shlukování 
Analýza shlukù patøí mezi metody, zabývající se vyšetøováním podobnosti

vícerozmìrných objektù (tj. objektù, u nichž je zmìøeno vìtší množství promìnných) a

jejich roztøídìním do tøíd èili shlukù. Hodí se zejména tam, kde objekty projevují

pøirozenou tendenci se seskupovat. Analýzou shlukù budeme sledovat a vyšetøovat

podobnost objektù, analyzovanou pomocí dendrogramu objektù, a jednak podobnost

promìnných analyzovanou pomocí dendrogramu promìnných. 

Dendrogram, diagram shlukù nebo vývojový strom se objeví pouze v pøípadì

zadání hodnot pùvodních promìnných a nikoli maticí vzdáleností. Výsledkem je

zobrazení hodnot ve dvojrozmìrném prostoru, kde osy tvoøí zadané promìnné. Objeví se

také “obkroužení” objektù v jednotlivých shlucích.

Dendrogram podobnosti objektù je standardní výstup hierarchických

shlukovacích metod, ze kterého je patrná struktura objektù ve shlucích.

Dendrogram podobnosti promìnných odhaluje nejèastìji dvojice èi trojice

(obecnì m-tice) promìnných, které jsou si velmi podobné a silnì spolu korelují. Odhaluje

promìnné, které jsou ve spoleèném shluku, které jsou si tím pádem znaènì podobné a

které jsou také vzájemnì nahraditelné. To má znaèný význam pøi plánování experimentu

a respektování úsporných ekonomických kritérií. Nìkteré vlastnosti (èi promìnné) není

tøeba vùbec mìøit, protože jsou snadno nahraditelné jinými a nepøispívají do celku velkou

vypovídací schopností. 

Míra vìrohodnosti: dendrogram lze sestrojit celou øadu technik. Prvním kritériem

jeho vìrohodnosti èili tìsnosti proložení, jež nejlépe odpovídá struktuøe objektù a

promìnných mezi objekty je kofenetický korelaèní koeficient CC. Je to druh korelaèního

koeficientu mezi skuteènou a dendrogramem predikovanou vzdáleností. Je-li tato hodnota

vìtší než 0.75, je obvykle nulová hypotéza o dané struktuøe zamítnuta. Hodnota 0.9

svìdèí, že dendrogram vùbec neodpovídá skuteèné struktuøe dat.

Druhým kritériem tìsnosti proložení je kritérium delta Ä, které mìøí stupeò

pøetvoøení, distorze spíše než stupeò podobnosti. Kritérium delta je definované vztahem



ijkde A = 0.5 nebo 1 a d  je vzdálenost, získaná z dendrogramu. Hodnoty delta blízké nule*

jsou žádoucí. Øada autorù ukázala, že metoda prùmìrová vede obvykle k nejlepšímu

dendrogramu.

Postup shlukové analýzy

1. Volba vstupní databáze: zadává se typ dat (a) promìnných (sloupcù) analyzovaných

objektù (øádkù), (b) sloupcù matice vzdáleností, (c) sloupcù korelaèní matice.

2. Volba druhu velièin: zadává se typ užitých velièin v datech, která mohou být (a)

intervalová, (b) ordinální, (c) nominální, (d) symetrická binární, (e) asymetrická

binární, (f) pomìrová.

3. Název objektù: zadání pojmenování èi jmen jednotlivých objektù, umístìných v

øádcích, které se mohou objevit v dendrogramu místo indexù (poøadových èísel)

objektù.

4. Typ shlukovací techniky: volba metody z možností: jednoduchá prùmìrová (Average),

skupinového prùmìru, centroidní (Centroid), nejbližšího souseda (Single,

Nearest), nejvzdálenìjšího souseda (Complete, Furthest), mediánová (Median),

Wardova, a flexibilní.

5. Volí se druh užité vzdálenosti: vzdálenosti mohou být Eukleidova metrika èili

geometrická vzdálenost, Hammingova metrika èili Manhattanská vzdálenost,

zobecnìná Minkowskiho metrika a Mahalanobisova metrika. 

6. Postup linkování a zaøazení do shlukù: tabelární výpoèet vzdáleností (nebo

podobností) mezi objekty a shluky a postupné vytváøení dendrogramu. Postupy

jsou (1) metodou hierarchického shlukování, (2) shlukování metodou nejbližších

støedù, (3) shlukování metodou støedù-medoidù, a (4) metodou fuzzy shlukování.

Vzorová úloha 2. Klasifikace spotøeby proteinù v Evropì
Sledováná spotøeba proteinù v 25 zemích formou spotøeby 9 druhù potravin je pøedmìtem

klasifikace. Které zemì jsou si podobné ve spotøebì proteinù? Komentujte vzniklé shluky

zemí co do spotøeby proteinù. 

Øešení: Dendrogram podobnosti promìnných obsahuje dvojice nebo trojice promìnných,

které jsou si velmi podobné a silnì spolu korelují. Metodou nejbližšího souseda jsou to

trojice Èervené maso-Bílé maso-Vejce, k tomu se pøidružuje také promìnná Mléko. Další

dvojice je Obilniny-Oøechy (obr. 13a). Metoda nejvzdálenìjšího souseda ukazuje na 4

dvojice: první dvojice Èervené maso-Mléko, druhá Bílé maso-Vejce, tøetí Ryby-Škrob,

ètvrtá Obilniny-Oøechy (obr. 13b). Matoda Wardova poskytla stejné shluky jako metoda

nejvzdálenìjšího souseda.



Obr. 13a Dendrogram promìnných metodou
nejbližšího souseda

Obr. 13b Dendrogram promìnných metodou
nejvzdálenìjšího souseda

Obr. 13c Dendrogram promìnných metodou
prùmìrovou

Obr. 13d Dendrogram promìnných metodou
Wardovou

Nejdùležitìjším dendrogramem je dendrogram podobnosti objektù, ze kterého je patrná

struktura objektù ve shlucích, roztøídìní státù Evropy dle spotøeby proteinù na základì 9

kritérií a vzájemné podbnosti.

Obr. 14a Dendrogram objektù metodou
nejbližšího souseda, Minitab

Obr. 14b Dendrogram objektù metodou
nejvzdálenìjšího souseda, Minitab



Obr. 14c Dendrogram objektù metodou
prùmìrovou, Minitab

Obr. 14d Dendrogram objektù metodou
Wardovou, Minitab

Vzorová úloha 3. Klasifikace zdrojù pitné vody 
Na 62 vzorcích zdrojù pitné vody bylo stanoveno 16 promìnných kvality. Je tøeba

vyšetøit, zda krabicový graf ukazuje nutnost data standardizovat, zda lze nalézt vyboèující

objekty, resp. jejich promìnné, zda existuje korelace mezi promìnnými, zda ukazuje graf

komponentních vah na korelující promìnné, zda jsou nìkteré promìnné redundandní, zda

lze odhalit v rozptylovém diagramu komponentního skóre odlehlé objekty, zda lze

posoudit podobnost objektù shlukovou analýzou klasifikaci zdrojù. 

Data: E404i index vzorku, E404x1 obsah dusiènanù [mg/l], E404x2 obsah dusitanù

[mg/l], E404x3 obsah chloridù [mg/l], E404x4 obsah celkového chloru [mg/l], E404x5

obsah síranù [mg/l], E404x6 obsah fosforeènanù [mg/l], E404x7 obsah amonných solí

[mg/l], E404x8 obsah vápníku [mg/l], E404x9 obsah hoøèíku [mg/l], E404x10 obsah

železa (celkového) [mg/l], E404x11 obsah manganu [mg/l], E404x12 pH, E404x13 KNK,

E404x14 ZNK, E404x15 vodivost, E404x16 nerozpuštìné látky [mg/l].

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16i x x x x x x x x x x x x x x x x

1 2.2 0.00 6. 6. 103.5 0.03 0.02 181 17 0.016 0.05 7.08 8.1 3.40 855 0.09

.. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. ..

62 32.8 0.01 25. 25. 115.5 0.05 0.02 102 12 0.016 0.05 7.69 2.6 0.65 436 0.05

Øešení: 

A. Metoda hlavních komponent

1. Vyšetøení indexového grafu úpatí vlastních èísel: 

Obr. 15 Indexový graf úpatí vlastních èísel pro 62 objektù a 16 promìnných, SCAN 



Užiteèné komponenty jsou na obr. 15 oddìleny zøetelným zlomovým místem, a x-ová

souøadnice tohoto zlomu je hledaná hodnota indexu 2. 

2. Vyšetøení grafu komponentních vah: provede se porovnáním vzdáleností mezi

promìnnými a dospìje se k závìru, že krátká vzdálenost mezi dvìma promìnnými

znamená silnou korelaci. 

Obr. 16 Graf komponentních vah (Components Weights Plot) 

Graf ukazuje, jakou mìrou pøispívají jednotlivé pùvodní promìnné do hlavních

jkomponent. Lze názornì vysvìtlit, jak jednotlivé pùvodní promìnné x , j= 1,..., 16,

1 2pøispívají do první hlavní komponenty y  nebo do druhé hlavní komponenty y . Nìkteré

j jpùvodní promìnné x  pøispívají kladnou vahou, nìkteré zápornou. Pùvodní promìnné x ,

jj= 1,..., 16, blízko sebe a nebo promìnné x  s malým úhlem mezi svými prùvodièi

promìnných a na stejné stranì vùèi poèátku mají vysokou kladnou kovarianci a vysokou

jkladnou korelaci. Naopak, pùvodní promìnné x  daleko od sebe anebo s velikým úhlem

mezi prùvodièi promìnných jsou negativnì korelovány. Ukazuje se užiteèné, aby pùvodní

promìnné, které spolu silnì korelují byly z dat odstranìny.

3. Vyšetøení rozptylového diagramu komponentního skóre: nejdùležitìjší diagram

metody hlavních komponent ukazuje celou vyšetøovanou strukturu objektù, tzn. shluky

objektù, izolované objekty, odlehlé objekty, anomálie, atd. 



Obr. 17 Rozptylový diagram komponentního skóre (Scatterplot) 

Objekty mohou být oznaèeny textovým popisem nebo jako na obr. 17 èíselnì indexem.

Lze dospìt k tìmto závìrùm:

1. Umístìní objektù: objekty daleko od poèátku (4, 5, 7, 11, 29, atd.) jsou extrémy.

Objekty nejblíže poèátku (22, 52, 53, 54, 45, atd.) jsou typiètìjší.

2. Podobnost objektù: objekty blízko sebe (napø. 53 a 54 a 44 a 45) si jsou podobné,

objekty daleko od sebe (napø. 5 a 45, 4 a 30, atd) jsou si nepodobné.

3. Objekty v shluku: objekty umístìné zøetelnì v jednom shluku (napø. 12, 13, 17, 55,

23, 61, 50, 20, atd) jsou si podobné a pøitom nepodobné objektùm v ostatních

shlucích (napø. 14, 15, 24, 49, atd.). Dobøe oddìlené shluky prozrazují, že lze nalézt

vlastní model pro samotný shluk. Jsou-li shluky blízko sebe, znamená to znaènou

podobnost objektù.

4. Osamìlé objekty: izolované objekty (4, 5, 7) mohou být odlehlé objekty, které jsou

silnì nepodobné ostatním objektùm.

5. Odlehlé objekty: v ideálním pøípadì bývají objekty rozptýlené po celé ploše

diagramu. V opaèném pøípadì je nìco špatného v modelu, obyèejnì je pøítomen

silnì odlehlý objekt (4, 5, 11, 29). Odlehlé objekty jsou totiž schopny zbortit celý

diagram, ve srovnání se silnì vyboèujícím objektem jsou ostatní objekty

nakumulovány do jediného úzkého shluku. Po odstranìní vyboèujícího objektu se

ostatní objekty roztøídí po celé ploše diagramu a teprve vypovídají o existujících

shlucích.

6. Vyšetøení dvojného grafu: je dùležité sledovat interakci objektù a promìnných na

obr. 18. Je-li nìkterý objekt umístìn ve dvojném grafu na stejném místì nebo alespoò

poblíž místa promìnné, jsou spolu v interakci. Interakce poslouží interpretaci objektù.

Dokonalé rozptýlení objektù v rovinì obou hlavních komponent vede k rozlišení objektù

1 2pøi jejich popisu pomoci y  a y . 



Obr. 18 Dvojný graf (Biplot)

B. Klasifikaèní metoda shlukù
V prvém stádiu se vyšetøuje podobnost promìnných, a tím se také odhaluje silná korelace

promìnných. Odhalí se, která pùvodní promìnná je nadbyteèná a kterou lze vynechat a

nahradit jinou. Èím nižší je spojka dvou objektù, tím jsou si objekty podobnìjší.

Obr. 19a Dendrogram promìnných metodou
nejbližšího souseda

Obr. 19b Dendrogram promìnných metodou
nejvzdálenìjšího souseda

Metodou nejbližšího souseda lze nalézt šest dvojic velice si podobných promìnných.

4Nejvíce jsou si podobné promìnné ve dvojicích: x13(KNK)-x14(ZNK) a x5(SO )-x8(Ca).2-

2 4Ponìkud ménìjsou si podobné promìnné ve dvojici x2(NO )-x6(PO ) a také ve dvojici- 3-

4 3x7(NH )-x11(Mn). Nejménì jsou si podobné promìnné ve dvojici x1(NO )-x12(pH).+ -

Výjimeèné postavení má promìnná x16(#sraženina), která si není podobná s žádnou jinou

promìnnou.



Obr. 19c Dendrogram promìnných metodou
prùmìrovou

Obr. 19d Dendrogram promìnných metodou
Wardovou

Wardova metoda je jednou z nejnároènìjších ve výpoètu a také nejpøísnìjší na tvorbu

shlukù. Odhalila šest shlukù, šest dvojich podobných promìnných. Dospìla k podobným

závìrùm jako metoda nejbližšího souseda.

V druhém stádiu klasifikace tvorbou shlukù se vyšetøuje podobnost objektù-zdrojù

pitné vody, jako nejdùležitìjší èást klasifikaèní analýzy. Jde o odhalení vyboèujících

zdrojù, které jsou silnì nepodobné ostatním, které mají anomální hodnoty promìnných.

Obr. 20a Dendrogram objektù metodou
nejbližšího souseda, Minitab

Obr. 20b Dendrogram objektù metodou
nejvzdálenìjšího souseda, Minitab



Obr. 20c Dendrogram objektù metodou
prùmìrovou, Minitab

Obr. 20d Dendrogram objektù metodou
Wardovou, Minitab
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