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Souhrn: Ucelem meéreni je stanoveni velikosti merené veliciny, charakterizujici specifickou
viastnost. Soecifikace merené veiciny mize vyZadovat i Udaje o dalSich velicinach jako jsou
cas, teplota a tlak. V praxi jsou jednotlivA méreni zatizena celou rFadou riznych Sumi,
oznacovanych obyceine jako chyby. Wsledky méfeni jsou vetSinou vyjadrieny pomoci
vhodného odhadu stredni hodnoty 1 a odpovidajici nejistoty, souvisgjici s modelem chyb.
Jsou uvedeny pojmy jako mezni chyba, tFida presnosti pristroje, optimalni volba pristroje.
Momentové a kvantilové chyby jsou uvedeny na nazorném prikladu. Propagace negjistot ¢i
chyb je ukdzana na jedné pfimo merené velicing a na prikladu vice mefenych velicin.
Uplatsiuje se zde Taylorziv rozvo] a metoda dvoubodové aproximace. Veérohodnost odhadi:
polohy a rozptyleni souvisi predevdim se splnenim predpokladi: o wheru. Znacny vyznam maji
intervalové odhady parametrz: polohy a rozptyleni spiSe nez odhady bodové. Jsou ukazany
testy spravnosti, testy shodnosti a test parovy.

1. Kvalita mérené veli¢iny

Kvalita neficich gristrojn a vysledk méfeni se standardnvyjadiuje pomoci odpovidajicich ngsnosti,
oznaovanych jakahyby nebonejistoty. Chyby ngfenici nejistoty mohou byt apsobenyradou faktoi.

1.1 Klasifikace chyb podle mista vzniku v méricim retézci?

Chyby se di podle mista vzniku v #ficimfetzci na

1. Instrumentalni chyby jsou zmisobeny konstrukci &iiciho pristroje a souvisi s jeha'gsnosti. Urady
pristroji jsou znamy a garantovany vyrobcem.

2. Metodické chyby souvisi s pouZitou metodikou stanoveni vysledigfeni, jako je od#tani dat, organizace
meéreni, eliminace wjSich vlivia, atd.

3. Teoretické chyby souvisi s pouZzitym postupengfani. Jde zejména o principyfani, fyzikalni modely
mefeni, pouzité parametry, fyzikalni konstanty, atd.

4. Chyby zpracovani dat jsou numerické chyby metody a chybyigpbené uzitim nevhodného statistického
vyhodnoceni.

1.2 Klasfikace chyb podle p¥i¢in vzniku

Chyby se di podle @i¢in vzniku v ngficimfettzci na

1. Nahodné chyby, které kolisaji ndhodnco do velikosti i znaménkaripopakovani réeni, msobi
nepedvidatelt a jsou popsany &itym pravépodobnostnim roztenim. Jsou vysledkem viivkady @icin, které
Ize jen obtiza odstranit, pop alespd omezit.

2. Systematické chyby pusobi na vysledek &feni gedvidatelnym zgsobem. Byvaji funkcEasu nebo
parametii mericiho procesu. Mivaji stejna znaménka. Konstantni systematické chyby snizuji nebo zvySuji
numericky vysledek vechdeni o stejnou velikos€asto se navenek neprojevuii a Ize je odhalitiapgrovnani
s vysledky z jiného ffistroje. Existuji i systematické chyby¢asovym trendem, zigobené starnutim nebo
opotebovanim r&iciho [istroje. Chyby r&iciho pistroje se i naaditivni (chyba nastaveni nulové hodnoty)
amultiplikativni (chyba citlivosti). Typ a velikost chybyigtroje byvaji garantovany vyrobcem.

3. Hrubé chyby, ozn&ovaneé jako vybéuijici, resp. odlehlé hodnoty, jsouigmbeny vyjiménou @icinou,
nahlym selhanim &fiici aparatury, nespravnym zdznamem vysledkus@puji, Ze se danéseni vyrazs liSi
od ostatnich.



1.3 Podstata chyb mérené veli¢iny

Podstata chyb &eni veltiny spaiva ve dvou moznych zdrojich chyb:

(a) Chyby wsledki: mereni, jako nejistoty hodnot vysledkmiieni, charakterizované ndklad intervalem
spolehlivosti.

(b) Chyby me¢7iciho pristroje resp.procesu mereni, jako jednu z charakteristik kvality difeni, udavajici
obyeejns pripustnou odchylku od skutee hodnoty. Chyba é&ficiho Fistroje je pouze jednou s&sti, ovliviujici
chybu vysledl méfeni a vhodnou volbourgsnosti nificiho gFistroje se da jeji vliv sithomezit. Vstupem
meficiho gistroje jemerend velicina x a vystupem jeysledek mereni y. Zpasob transformace = f(x) je znam.
Pro stanoveni chykristroje je nutné znéat skdteou hodnotu @rené velktiny p t.zv.etalon nebo mit k dispozici
dalSivemi presny pristroj a ziskat odhad p dokonalyndifanim. V obou fipadech je k dispozici hodnota p nebo
jeji odhadfi .

1.4 Spravnost a presnost méreni

Vysledky opakovanych &eni pak umaoduji urcit miry presnosti a spravnosti mereni. Obecé plati, Ze

Y, = 9(g, W), resp. pro aditivni modet = p + ¢ y{,i=1,..,n} =Y, s?, kdeg, jsou Sumové slozky
(externi zdroje nejistot) a funkgge; , 1) souvisi s modelemipobeni Sumovych slozZek, kterybe byt aditivni,
multiplikativni, kombinovanys? je rozptyl tj. mgfitko presnosti nsfeni aprimerna odchylka A = y - Uje
metitkem spravnosti. S vyuZitilmodnoty p je mozno definovaiané typy odchylek od spravné hodnoty u, které
vyjadiuji chyby ngriciho pistroje.

1.5 Absolutni arelativni chyby

RozliSujemeabsolutni odchylku (Cili absolutni chybu)A, = x - p  a dalelativni odchylku (¢ili relativni

chybu)d = 100 A/x, [%] .

1.6 Rozklad celkové chyby na slozky

Celkova odchylkadf celkova chyba)\, je sloZzena ze dvou slozek, a tosyggiematické chyby A, a nahodné chyby
Ay, ; dle vztahu

Ai =AS+ANi=)7—u+yi _)7-
U pristroji se obyejns garantuiji tizné druhy meznich chyb .

1.7 Mezni chyba pristroje

Budeme nadale rozliSovat krajiiimezni hodnotu chybyifstroje, ozn&enou jako:

Memi chyba A, meficiho gistroje je jeho nejvysSirfpustna chyba, kterou ostatni odchylk§ficiho pristoje
za danych podminek prakticky rfegrcsi.

Redukovanéa mezni chyba §, ; mericiho istroje pro ukitou hodnotu ré¥ené vekiny x; a stanovené podminky
je dana porrem mezni chybw, a n#ficiho rozsahu Rj,z = AJR. Casto se redukovana mezni chyba udava
v procentech gficiho rozsahu R,z = 10 /R, (%). MEfici rozsah R je algebraicky rozdil krajnich hodnot

stupnice, R =%, - X%, -
1.8 T¥ida presnosti pristroje

Trida presnogti meticiho pistroje je klasifik&nim znakem fesnosti v celém &ticim rozsahu fistroje a vyjatuje
secislem, které je vzdy&Si, nebo nanejvys stejné, jako /v absolutni hodnota z redukovanych meznich chyb,
zjisténych za danych podminek v celénsfitim rozsahu fistroje. Ugeni ¥idy presnosti zalezi na typu chyby,
kterou fFistroj vykazuje. Dle druhuifiomné chyby rozliSujemeitskupiny [Fistroji:



(a) Prigroje skongtantni absolutni chybou: jde o fistroje, vykazujici tzv. aditivni chybu, tj. chybu nulové
hodnoty. V gipad ¢isté aditivnich chyb ri¥eni se uzivéaedukovana relativni odchylka (zde rovna fimo tfidé
piesnosti pistroje)

A0 A0

o, = 100 ——— = 100 —
Xnax = Xmin R

kdeR je rozmezi stupnice. Wistroji, kde misobi chyby nsfeni aditivig, klesa relativni odchylka hyperbolicky

s hodnotowx.

Metrologické viastnosti #iicich pristroji charakterizuji také dalSi vély: prahem citlivosti X, se oznauje
vstupni hodnota, pro kterou je absolutni chyyas X, tj. relativni chybad(x,) = 100 %. B znalosti tidy
presnostid, a rozmezR se prah citlivosti Wisli podle vztahw, = &, R/100 . Pro zajéti dostaten¢ malé
hodnoty relativni chyby #ficiho istroje se definujgpodni mez pracovniho intervalu x, tak, aby relativni chyba
3(xy) byla pra¥ p %, obyejrg 4 nebo 10 %. Plati, Ze

A X
x, = 1002 = 100 ==
p p
Aditivni chyby n€&ficiho pistroje omezuji rozsah pouZitfitroje v oblasti malych hodnot vstupni vigly x.
Priklad 1. TFida pFesnosti a préah citlivosti ampérmetru
Do jaké tidy pfesnosti pdat a s jakym prahem citlivosti pracuje miliampérmetr rozdaku60 mA, jestlize pro
skut&nou hodnotu proudu 50 mA byla n&fena stedni hodnota = 49.6 mA?

Reeni: A, =50.0 - 49.6 = 0.4 mAJ,= 0.4 x 100 / 60 = 0.67 %, = 0.67 x 60 / 100 = 0.402 mA.
Zaver: Trida presnosti je 1 % a prah citlivosti 0.4 mA.

(b) Prigtroje skongtantni relativni chybou: v pripads ¢ists multiplikativnich chyb réfeni jerelativni chyba
citlivosti (zde rovna fimo fids presnosti pistroje) 5, = 100 Aj/x konstantni. V tomtafipad je absolutni

odchylka lineara rostouci funkci vzhledem k véing x.

(c) Prigtroje skombinovanymi chybami: u kombinovanych chyb &eni Izecelkovou chybu rozepsat jako
souget aditivniA, a multiplikativnid, x slozky podle rovniceA = A, + 5, x . Intervatili pas) neutitosti je

potom tvdien sodtem ploch aditivniho a multiplikativnino pasu n#étesti. Celkova redukovana relativni chyba

Oy = 6, + & é , zde monoténhroste siistemx. Na rozdil od gipadi ¢ist¢ aditivni chyby tadyist 8,

z&ina tim pozdi, ¢im je pordr &/ 8, WtSi. K vyjadeni fidy presnostid, se v &chto @ipadech uzZivaji dva udaje:
redukovana relativni chyba &, a chyba vznikla na horni hranici me7iciho rozsahu é, , 5, = §, + &,. Jde o

pripad tzv. kombinovanéhaipobeni aditivni a multiplikativni chyby.

Priklad 2. Mezni absolutni a relativni chyba ampérmetru

Na miliampérmetru je uveden Udaj hod®@s,, numericky 1.5/0.5, a maximalni rozsdak 50 mA. Ugete mezni
absolutniA, a relativnis, chybu néfeni pro hodnoty okolo 10 mA.

ReSeni: Miliampérmetr vykazuje smiSené chyby. Celkova relativni chyba je

8, = 1.5+o.5(i=8—1) - 35 ~ 3%

a mezni absolutni chyba je

A - 15 10+ 05 (50 - 10) _ 035 ~ 0.3mA

0 100

Zaver: Vysledek ndfeni se pak zapiSe ve tvaru 10 + 0.3 mA.






2. Vyjadreni odhada chyb méreni

K vyjadieni absolutnich chybdifeniA se nejastji vyuziva pravdpodobnostni fistup, vychazejici ze znalosti
pravdpodobnostniho zakona rakehi chyb, vyjadeného hustotou pragplodobnosti(4). To umoiiuje zahrnuti
systematické slozky chyb jaksb#edni hodnoty chyb a ndhodné slozky chyb jako relativnik$i rozclenti,
vyjadiené rozptylem resp. mirami rozptyleni. Lze pouzit také nep&épedobnostni fistup, zalozeny na
intervalové analyze.
Pro prakticky odhad chybdfeni A, a to i @istrojovych chyb, Ize uzZit celdadu charakteristik, gitanych
z vybirovych hodnot chyl, = x - U, kde, je bul’ hodnota standardu nebo odhad skadgehodnoty .
Zakladni charakteristiky polohy a rozptyleni chyb vychazeji ze znalosti hustotypodaetinosti chyli(4):

1. Momenty jsou jednalobecné typu M, (X) = f x Kf(x) dx , jednalcentrélni typu

c (¥ = f [x - M,(¥]* f(x) dx.

2. Jpeciédlni miry rozptyleni jsou zaloZené na valyhodného aproximujicino rodeni. Pokud je znam pouze
interval chyb-a < A < a , (resp. pourgemi odchylka a) voli se bd’” rovhongrné nebo trojuhelnikove rodeni
hustoty pravépodobnosti(4) .
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Obr. 7 Hustota pravgodobnosti pro trojuhelnikové a rovnémmé rozdleni

V obou ipadech jestedni hodnota E(A) = 0 asmérodatna odchylka je pak
(a) pro rovnor&rné rozdleni rovnac, = a/\/§ = 0.5774 , a pro

(b) trojuhelnikove roz#eni o, = a/2\/?3 = 0.2041a.

Jako mira rozptyleni se pak berelti neboo; podle toho, které z¢hto rozdleni Iépe vystihuje dany problém
(jde o vyp@et ngjistoty typu B).
3. Pravdépodobnost P(a < A < b), s jakou chyby lezi ve zvoleném intervaduitf].

4. Kvantily, tj. hodnoty chyb&a , pro které plati, B{A < Aa) = a . Toznameng, ZevSech chyb lezi
pod hodnotouA | .

Je Zejmé, Ze pravibodobnosti a kvantily spolu vzajetnsouvisi. Nap. predpoklad symetrického rodeni
umoziuje stanoveni meza] b] jako specialnich kvantil pro které je
P(A<a)=a/l2 a PA<b)=1-al2.

Obeckr Ize pro tyto charakteristiky definovat jisty interval, o] jejich moznych hodnot. Praipad, Ze je
znama hustota pragplodobnostf(4) Ize tuto Ulohuesit pomoci standardnich statistickych metodritgrvals
spolehlivosti). DalSi mozZnosti je pouziti metodiky stanoveni gigosti vysledki mefeni. i
nepravdpodobnostnimifistupu Ize vyuZzit take intervalové analyzy.

2.1 Momentové odhady chyb

Obecr Ize @i znalosti chybA, , i = 1, ...,n uréit odpovidajici rozptylci . Na zaklagredstavy, Ze gfeni je
vyjadieno jednoduchym aditivnim modelem= p + A, , Ize snadsi twzptyl neéfené vekiny x jako 0.
Pokud plati, JA =0 &dni hodnota chyB(4) = 0, t. zn. Ze systematicka slozka chyby je nulova),je- o
kde

1 2
= X - X)°.
o \J —— (¢ - 0
(a) Pravdépodobnogtni interval chyb: predpokladejme, Ze chyby maji symetrickou hustotu gipadbbnosti



f(4) se stedni hodnotolE(A) = 0. Nechi je znama i distribEni funkceF(4). Pro pravdpodobnostni interval, ve
kterém lezi 100(1 &) % vSech chyb plati
P = (-ko < A < ko) = F(ko) - F(-ko) = 1 - 2F(-ko)

T fx

1-a

P

——— [ ———

\ 4

K.5 0 k.
Obr 8. Prav&podobnostni interval chyb
Zde-k predstavujer kvantil ak je 1 -a kvantil standardizovaného ragehi chyb as je snérodatna odchylka. Pro
fadu rozdleni plati, ze pr® = 0.9 je|k| = 1.64 , takzaavdépodobnostni interval nahodné chyby A se vyjadi
nerovnosti

G

-1640c <A < 1640

(b) Toleranéni interval chyb: je-li znAm pouze odhad smdatné odchylk a je-li stedni hodnota chyb &p
nulovaE(4) = 0, vyjadi setolerancni interval ndhodné chyby 4 nerovnosti

-k;s <A< ks

kde za pedpokladu normalniho rogeni chyb bude

n-1
kT = Uiipp VPR
% - 1)

a Xi je o-kvantil y* rozdleni. Plati pravidlo, Zetolerancni intervaly jsou vzdy &ir$i neZ intervaly
pravdépodobnostni.

Priklad 3. Relativni a absolutni systematicka chyba pipety

Pipeta o objemu 5 ml byla kontrolovana vazenim afep@tu ziskany hodnoty objemu v ml:989, 4.945,
5.058, 5.021, 4.945, 5.006, 4.972, 5.02218.a 4.986. Uete relativni a absolutni systematickou chybu pipety
a prove’te analyzu dat.

ReZeni: Objem pipetyx  je 4.9937 ml s rozptylesA(x) HO134.0dhad absolutni systematické chyby pipety

(&= x- ) je -0.0063 miOdhad relativni systematické chyby pipety (5 = 100 &/X)) je -0.13 %. Jelikoz p = 5.000
je pevna hodnota, budezptyl s*(a) = s?(X) = s%(xX)/n roven hodnat 0.000134. Za fedpokladu normalniho
rozlozeni chyb bude

a) 95%ni interval spolehlivosti systematické chyby

a-1,,(10-1)xs@ =< a < a+t;y(10- 1) x s(a)
kde kvantil Studentova ro&eni t, 45(9) = 2.263 a dosazenim
- 0.0325 < a < 0.0199

b) 95%ni tolerancni interval systematické chyby se spolehlivosti (1e) = 0.99 je roven

a-kxs@ < a < a-+k xs(@)

kde prok; plati k. = 1.96 %3 = 4.069 a po dosazeni bude

- 0.0534 < a < 0.0408

c) Je-li rozptyl ndhodnych chyb vaZeni objevody rovens’(x), bude95%ni toleranchi interval se spolehlivosti



0.99
- 0.1489 < A < 0.1489

amezni kvantilova chyba pipety

A 1.65s(x) = 1.65 x 0.0366 = 0.0604 .

0.9

Zaver: ProtoZze 95%ni konfidéni interval systematické chyby i tolegaun interval systematické chyby pokryvaji
hodnotu nula, Ize povaZowgstematickou chybu pipety & = 0.0063 ml za statisticky nevyznamnou a objem pipety
se vyjadi 4.994 + 0.060 ml.

2.2 Kombinacerozptyla

Vysledny I’OZptylc\Z, je tvien kombinaci rozptyl z m zdroji

5 m 5 m m
oy = Z;ci + 2, ) cov(x, X),
i=

i=1 j=i+1
kde oiz je rozptyl, zfsobenyi -tym zdrojem,cov(x;, X) je kovariance mezitym aj-tym zdrojem. Potom plati,
Ze pro

m
a) vzajema nezavislé rozptyly cov(x, x) = O vyjdegeometricky primer o, = Z ciz,
i-1
m
b) linedrne zavislé rozptyly (cov(x, X) = o, ) vyjde aZ na konstantritmeticky prizmer o, = Z 0.
i-1

Ze znadmeé trojuhelnikové nerovnosti pIyne,\EE o < Z o, . V souladu s tim Zépse i vzdy horSi

varianta, je vhodné volit vifpadech, kdy nejsou o korelacich mezi zdroji chyb Zadné informace jako celkovou
smérodatnou odchylk,, .

2.3 Volba “vhodnénho” mériciho pristroje

Celkova chyba #feni o, pro gipad, Zevariabilita méreného materidlu vyjadienarozptylem o a rozptyl
mériciho pristroje t® pochazeji z nezavislych zdippude rovna
0\,2 =0+ rz,
a bude zaviset na vallpristroje:
1. Provelmi presny pristroj platic, = ¢ a opakovanim Ize zlepSitgsnost r¥eni.
2. Prooptimélni pristroj platit = ¢/3 a pak bude

o, = yo? + 6?/3 = 6 {/10/9 = ©.
3. Prosrovnatelné chyby platit ~ ¢, a pak bude,, = \/3 c=144¢
4. Pronepresny pristroj platicy = 1, a opakovanim #ieni nelze zlepSitipsnost.

2.4 Respektovani pravide o chybéch

Pfi m&feni je vhodné respektovat tato pravidla o chybach:

(a) Fi mereni velEin x, ax,, které se pro ziskani vysledigs x, + X, Kitaji ¢i oditaji dbame, aby oba
Kitancex, ax, byly mefeny se stejnou absolutniggnosti. Je-li chyba jedné z nich mnohe&isiy rozhoduje pak
sama o chybvysledkuy.

(b) Je-li vysledkemdtaniéi odcitani mala hodnotg = X, + X, je vysledek zatiZzen velkou relativni chybou.
Tomu se vyhybame a malé hodnoty se snaZidii pifimo.

(c) F¥i mereni veltin x, ax,, které pro ziskani vysledku=x;, * x, nAsobime nebo
y =X,/ % cklime by ngly byt obs veliciny x, ax, stejné relativni fesnosti. V pipad sowinu mocnin s iznymi
exponenty je vyhodijsi, jsou-li relativni chyby ndfmo Ungrné gisluSnym exponetitn, aby sotin exponentu
a relativni chyby byl fiblizn¢ konstantni.



2.5 Kvantilové odhady chyb

UvaZujme stejnou situaci jako u momentovych odhad= ¢, , tj. smérodatna odchylka mé7eni o je pfimo rovna
stedni kvadratické chybe ¢,. Jednou z jednoduchych charakteristik rozptyleni jei tegrkvantilova odchylka
Kl—q = ()Zl—qlz - Xq/z)-

Zde obect X, predstavuje kvantil rozdeni chyb, ve kterém lezi 1a0% vSech chyb. Hodnots, , definuje

interval, ve kterém le? =100 (1 -q) % chyb.

F 3 f(x)
q/2 1-q q/2
Yq /2 Yl—q /2

Obr 9. Kvantilovy interval chyb
Pro zvolenou statistickou jistot® = 1 - q je pakmezni chyba méreni A, = Kiq a odpovida intervalu

obsahujicimu 100(1 - g) % v3ech chyb. Jeji velikost obeeghzavisi na hodnétg a na konkrétnim zékonu rageni
chyb. Pro vybrané hodnoB/se uziva nasledujici specifické ozeai chyby:
(a) Stiedni chyba (P =0.5): 6, 55 = (%75 = %525)/2,
(pro normalni rozéleni platic, ,. = 0.68 6 ).
(b) Pravdépodobna chyba (P = 0.683): 6, (¢a3 = (X ga15 = Xo.1589)/ 2
(pro normalni rozéleni platic, ;¢q5 = 6 ).
(c) Chyba pro neznamé rozdéleni (P =0.9): 6, g4 = (X 05 ~ %505)/2

2.6 S¢itani dil¢ich kvantilovych chyb

Profadu rozdleni plati, Zes, ,, = 1.65 ¢ , a proto je proitani di€ich kvantilovych chyb vhodné vyuzit vztahu
2
Or09 7 VZ Or0.9i

V piipad, kdy chyby ndfeni maji normalni rozteni, Ize psab,, = Usipyz © kde. ), je 100(1/2) %ni

kvantil normovaného norméalniho rékhi. Pro ostatni rozténi plati, Ze Ize mezni kvantilovou chyby vyjadrit
o, = h o. Velikosth souvisi se Spatostig, daného rozéleni chyb vztahem

h ~ 1.62[3.8¢, - 1.6%]* kde Z = log[log(1/(1 - P))].
Je teba zdraznit, Ze kvantilové chyby,, nelze obeahstitat.

Priklad 4. Kvantilové odhady chyb pristroje
Na zaklad predsznych experimerit byl zji&n rozptyl ngticiho pristrojes® = 0.5. Stanovte 95%ni mezni
kvantilovou chybus, s pro gipad, kdy je znadmo, Zedfici pristroj méa (a) normatrozdlené chyby, (b)
rovnongrné rozctlené chyby.
Reeni: K vypostu meznich chyb se vypie Z = 1.14287 prd® = 0.95:

a) Pro normalni rozteni jeg, = 3. Dosazenim bude= 1.936. V¥islenim je paks o5 = 0.968. Uvd'me,
Ze skuténa hodnotdn je pro tento fipad 1.96.

b) Pro rovnonrné rozdleni jeg, = 1.8 a dosazenim vyjdie= 1.669. V¥islenim bude pak,, s = 0.835.
Zaver: Typ rozdleni chyb vyrazé ovliviiuje kvantilovy odhad chyby. Pro normalni réeti jec,, 45 = 0.968
a pro rovnorirné rozdleni je tento odhad mensj, s = 0.835.

3. Propagace chyb (¢i ngistot) u neprimych méreni



3.1 Metoda Taylorova rozvoje

(a) Jedna primo mérend veli¢ina x:

Uvazujme nejtive @ipad jedné fimo ntrené vekiny x, kdy vysledky nifeni jsou{x },i =1, ...n, a z nich se
uréuji odhadyx, s> Vysledek nepimych ngieni je vyjaden znamou funkof = f (x). Obecrt zde znai “f ( . )

" nelinearni funkci, a proty = f(x) . Odhad sy? se provadi s vyuzitim Taylorova rozvd{g) v okoli x

0 = 160+ 290 g o AT e,

E(100) = 7 = 1(9) + TOE(x - 59 + 20y - gy
dx 2 dx2

D(f(x) - f(X)) = 5/ = D | =2
2

Priklad 5. Hromadeni chyb u metody izotopového ziedovani

Metodou izotopovéharad’ovani byl stanoven arsen ve vzorku. Bylasgena ndrna aktivitaa, = 3.7 '10 8 a po
standardnim fidavku As hmotnostin, = 5~ 10" g aktivitaa, = 5.3 '16 & . Stanovte relativni chybu obsahu
arsenu ve vzorku, pokud je relativni chyba vazeni

3(m) = 0.03 % a relativni chyba stanoveni aktivifg,) = 6(a,) = 1 %.

ReSeni: Pro mnoZstvi arsenu ve vzorku phfi = m (a, - a)/a, ifedpokladejme, Zen, a;, a, jsou
vzajemms nekorelované, takze dosazenim bude
_ -y, s%(,)
me = m M — =
& a,

= 7.112 '10° + 7.162 '10° = 7.112 '10°g

Pro rozptyl Ize psat

a 2 m ) 2 m &
$2m) = |2 -1] s2m) +| 2| s%a) - —2%s%a) -
(az ] [az] W TR

27

It 2 5 (mlal)z 2 2 _
= | 2 -1 m?&m) + [6%(a) + 89(ay)] =
(az ] : %) ) - s

= 3.2 10 + 1.0259 10 = 1.0259 "10%?
Zaver: Relativni chyba jé(m,) = 100s(my)/m, = 1.424 %.
(b) Pripad vice proménnych

Vysledkem nefimych n&feni je funkcef(x,, ..., X,). Ze znadmych vysledk pfimych néreni se wti

X, sfl ey Xy sfm . Ozn&me vektor piiméra symbolemx = (X, ..., X.) . Pro Taylaw rozvoj plati



100 = 160 + Y S 6 - x) 4

i-=1 0X

. 1 m de(X) = 2+m—1 m dzf(X) o o
2 & dx? o R ,-;olxi dx 0 = %) 05 = %) ..

_ 1 Rd(X) 2 WO d?f(x)
y = fX) + = -/ g° 4 =2/ cov(x, X)

df(x) df(x)

dx,  dx

m-1 m
>j j

2
—_— sf + 2 cov (X, xj)

i=1 j

kde covk;, x) je kovariance mezi v&lnamix; ax. Existuji dva krajni fipady:

1. Dilei zdroje chyb jsou zcela nezavislé a vSechny kovariaoeg, x) = O jsou nulove. Celkova

m
chyba syz = 2; sf bude usmna kvadratickému gmeru dikiich chyb ze vSecin zdroji.
i=

2. Dilei zdroje chyb jsou lineagrzavislé a plati, zecov(x;, xj) = ,/sfi sxf . Celkova chygaude nyni

amérnd aritmetickému mmeru vSech ddich chyb

SR IL

Priklad 6. Korelace chyb objemi pri vycisleni chyby laboratornich operaci

MnoZzstvim= 0.1 g Zn bylo rozpu&to v HCI a pevedeno do objemd = 1000 ml. Objenv, = 100 ml bhoto
roztoku byl dale #edn doplrénim v odnérceV, = 1000 ml. Pro instrumentalni analyzu bylo odpipetovéyo
5 ml a dale nged:no do objemw/, = 25 ml. Ukete koncentraci roztoku a jeji relativni chybu, je-lEsydatna
odchylka vazerg(m) = 0.3 mg, od@&rného nadols(V) = s(V,) = 0.2 ml,s(V;) = 0.05 ml,s(V;) = 0.005 ml as(V,)

=0.025 ml.

ReSeni: Koncentrace se viisli podle vztahic = mV; V5 /(V V, V,). Chyby objem V, a V, budou silg

korelované s chybami objénv, aV;. UvaZzujme nejprve idealnfipad, kdy jsou koretai koeficientyr\,l\,2 = I'vava

=1, zatimco ostatni véiny jsou nekorelované. Pak vyjde

s - (Sm) (s0)7,
m V

s(Vl)) 2

Vi

s(VZ)) 2

Vo

2 sV SVy) ) s(Vy) s(V,)

v,V VAR

+(aw)

Vs

? ( s(V,)

Vs

Po dosazeni vyjd&(c) = 0.302 %. V pipad, Ze bude zanedbana jak korelace iz V,, tak i mezivV; aV,,

cili korelacni koeficientyr,, v, = rvau = 0, budes(c) = 0.336 %. Dosazeninfiglusnych derivaci se ¥igli stedni
hodnota koncentracrepodie rovnice



E V. SZ(V) . SZ(VZ) . SZ(V4) B
2

4 3 72 74 VZVV4 V4VV2

m V, m V,
- 5 S(Vl) S(Vz) - 5 S(Vg) S(V4)
VV,V, VYV, V,
ve které prvnglen je roven 2°10 , druhy 2.16'10 teti 2.2'10"* . B zanedbani dvou nejmensidleni bude
pramérnd koncentrace = 2'10° gt ,s(c) =6.73'10° gt .
Zaver: Korelace mezi odebiranyid;, a V, a dophovanymiV,, V, objemy sniZuje celkovou relativni chybu
koncentrace, Zfsobenou navaZzovanim gafovanim roztok.

3.2 Metoda dvoubodové apr oximace

Postup je zaloZen na nahfadzdleni pravdpodobnosti funkc§(x) dvoubodovym rozilenim se stejnou idni
hodnotou a rozptylem . Pamhad st7edni hodnoty y plati

o . [+ s(x) + f(X - s(x))

y o 2

a proodhad rozptylu

[f(x + s(x)) - f(x - s(x))?
4

s2(y)

Je-li f(x) funkci mnezavislych, nahodnych a vzajeramekorelovanych velin x, i = 1,...,m, je mozné uZzit
nasledujicich vztah
mof( + s(x)) + f(x - s(x))

proodhad st7edni hodnoty 'y ~ Y}
i=1 2m

m [f(x + s(x)) - f(x - s(x))]?
a proodhad rozptylu  s%(y) = Y [f S(XI))4 rrf1(x' el -
i=1

Priklad 7. Chyba viskozity metodou dvoubodové aproximace

Vypoctéte chybu viskozity glycerolu Stokesovou metodou pro experimentalni datapéialisky r = (0.0112
+ 0.0001) m, hustota kaky p, = 1.335'18 kg m , hustota glycergu= 1.28'1G kg ri? , draha keky | =
(31.23 £ 0.05) cm, kterou kika vykona za dobti= (62.1 + 0.2) s, a tihové zrychlens 9.801 m 3 .
ReSeni: Viskozitan, uréovana Stokesovou metodou, séisli podle vztahu

Zgrz(po—p)t
91 '

ProtoZe nejde o sétovy nebo sotinovy vyraz, nelze jednoduegitrrelativni chybu. V programu &ini chyb
se metodou dvoubodové aproximaceéisly hodnotym = 0.0299 Pa s(») = 5.422'1¢ Pa s a relativni chyba
d(m) = 1.82%.

Zaver: Rozdleni viskozityn je piblizné symetrické a nepatérplosSsi nez Gaussovo.

4. Vérohodnost odhada polohy a rozptyleni

4.1 Ovéreni predpokladu o datech

V praxi se ngjastji predpoklada, Ze data}, i = 1, ...,n, tvaii ndhodny wwhber o velikostin. Reprezentativni
néhodny wher je charakterizovarieémi dileZitymi pfedpoklady, které je¢ba ged viastni analyzou égit. Jsou
to nezavislost jednotlivych pnik homogenita aifpadna normalita vyiou.



1. predpokladPrvky vybéru x; jsou vzajemné nezavidé
Zakladnim pedpokladem kvalitnich &eni je vzajemna nezavislost jednotlivych vystedgavislost ndieni je
obvykle zpisobena:

a) nestabilitou &¥iciho z&izeni, nebo z#mou stavu r¥iciho zd&izeni;

b) nekonstantnosti podminekifeni;

c¢) zanedbanim faktar které vyznamtovliviiuji vysledek nifeni, jako je objem vzotk teplota, né&stota
chemikalii;

d) nespravnym, nendhodnym éyem vzorki k msieni.
Pokud se podminky prodifeni dat nini s¢asem, projevi se vznikem trendu mezi prvkydvwb uspdadanymi
v ¢asovém sledu. K identifika¢asové zavislosti prekvybéru nebo zavislosti souvisejici sipdim jednotlivych
mefeni se testuje vyznamnost autokatelbo koeficientu prvnihéadup, podle testovaciho kritéria

T, vn +1 2 _
t o= 20 kdeT, - - [P
JI-T, 2\ n?-4
n-1
Z ()g +1 Xi)2
aTje von Neumanivpomér T = =1 Pokud jsou prvky wisu vzajemi nezavislé a plati

n

Y (x - XY

i-1
nulova hypotéza Hp, = 0, méa vellinat, Studentovo rozfleni s 6+1) stupni volnosti. Alternativni hypotéza je
obygejreg Hy: p, # 0. Plati-li, ze proﬁpad|tn| > t,_ (0 + 1) jenutno nulovou hypotézy H o nezavislosti prvk
vybéru na hladi vyznamnosti zamitnout.

2. predpokladVybér je homogenni

Homogenni vy znamena, Ze vSechny jeho prkypochézeji ze stejného r@kehi s konstantnim rozptylem. K
nehomogenit nangrenych dat dochazi vSude tam, kde se vyskytuje vyrazna nestejostmgrenych vlastnosti
vzorki nebo se nahledni podminky experimetit Specialnim fipadem jsou vyhbijici mfeni. Nehomogenita
muze byt zisobena také nevhodnou specifikaci souboru. Pokud Ize dagyreykklit podle réjakych logickych
kritérii do rekolika podskupin, je mozno zpracovat statisticky kazdou podskupinu’ 2/88k na zakladest
shody stednich hodnot v podskupinach rozhodnout, zda je tdénidvyznamné. Omezime se ndppd, kdy se

v datech vyskytuji vybfujici hodnoty. Tyto hodnoty se co do velikosti vyr&#i&i od ostatnich a lze j&hne
identifikovat v grafech pizkumové analyzy. Vyhijici msteni silr€ zkresluji odhady polohy a zejména rozptylu
&, takze zcela znehodnocuji dal3i statistickou analyzu.

Problém vybéujicich n&feni je velmi komplikovany. #jejich owfovani se pouZivéada idealizovanych
predpoklad. Je nutné znét jejichigdpokladany piet, jejich rozdleni a rozdleni zbyvajicich prvk vybsru.
Navic je feba sestrojit model, podle kterého se Wljigi msfeni chovaji. Testovani vybajicich néreni bez
dopiikovych informaci je proto malo spolehlivé.

Jednoduchd technika, kdy se pouedpoklada, Ze "spravnd” data maji normalni dlerd, jemodifikace
vnit/nich hradeb BJ ae |,

Bo = Roas - K Rzs %29 » Bi = Kozs + K Kozs — %029

ParametK se voli tak, aby pra¥godobnosP(n, K), Ze z vykru velikostin pochazejiciho z normalniho ratehi
nebude zadny prvek mimo vhif hradby BJ ,B,; ], byla dostates vysoka, nap 0.95.

Pri volb¢ P(n, K) = 0.95 Ize v rozmezi 8 n < 100 pouZit aproximack =~ 2.25 - 3.6/n . Pro takt@¢emy
parametiK se viechny prvky viiu lezici mimo hradbyB. B,; ]povaZzuiji za vydgici. Vyhodou je robustnost
postupu. Nenifeba znat pé&et vybadujicich bod ani jejich rozdleni a neprojevuji se aniizné efekty
"maskovani”.

3. predpoklad:Rozdéleni vybéru je normalni
Na pg‘edpokladu normality je zaloZena cela standardni statistickd analyza tstu Wombinace vybeérové
Sikmosti a Spicatosti se uziva testovaci kritérium



6 6, - E@I
C, = — + —
D(4,) D(4,)
kde jsou vybrova Sikmost a jeji rozptyd,, D(§,), resp. vykrova Sptatost, jeji stedni hodnota a rozpty,,

E( gf), D(§,). Za gredpokladu normality méa vélna C, asymptotickyy? (2)-rozéleni. Prokéaze-li se proto, &
> %1-4(2), je nutno hypotézu o normalitozdtleni vylEru zamitnout.

4. predpoklad:Ur éeni minimalni velikosti vybéru

Rozsah vybru n ovliiuje presnost odhadparametii polohy a rozptyleni. Rozptylgd¢hto odhad jsou funkci

n'. Zprostedkovag se velikost vylru n projevi i i konstrukci konfidesnich interval, kdy dochazi siistem

n k jejich zuzeni. U velmi malych wyhi secasto stava, Zei&a konfidekniho intervalu a testy hypotéz jsou

ovlivnény vice hodnotou velikosti vgu n nez variabilitou dat. Stanoveni dostagevelikosti vyksru je mozno

proveést gkolika zpisoby. Nejdive se vzdy z n ffedkEZznych hodnot uii odhad vykroveho rozptyluso2 (x).
Pokud jde o vy&r z normélniho rozileni, ugi se minimalni velikost vydsu n,, nap. tak, aby

s pravdpodobnosti (1 &) platilo, Ze p - & X < p +d, kde d je zvolen#slo. Pro minimalni velikost vydou pak

vyjde

t n, - 1)

l—alz(dl ) SOZ(X)

nmin =

kde t_,, (n - 1) je kvantil Studentova r@ehi s (n - 1) stupni volnosti.
Minimalni rozsah vytru je mozné ufit také tak, aby relativni chyba grodatné odchylkys(s) nela
predepsanou hodnotu. Pak je minimélni velikostmylyovna
-1
%(X) .1
4 §(s)

min

kde g (x) je Sgiatost vylgrového rozdleni. Relativni chyba strodatné odchylky se obsgjns voli 6(s) = 0.1 (tj.
10%). Hi vypoctu minimalni velikosti vyru pro normalni rozileni vychazi hodnota,jj ~ 50. Z toho plyne
dulezity zawr, Ze EZné uzivané rozsahy &feni n = 5, 10, 15 jsou ze statistického hledisk@&spnalé.

4.2 Intervalovy odhad parametru polohy a rozptyleni

Intervalovy odhad fedstavuje interval, ve kterém se bude se zadanougp@iabnostéi statistickou jistotou
(1 - o) nachazet skutea hodnota daného parame®u Interval parametr® odhadujeme dima ciselnymi
hodnotamLy alL, které tvdi mezeintervalu spolehlivosti. Zde paramett se nazyvéiladina vyznamnosti. Pro
intervalovy odhad plati:

1. Cim je rozsah vylru n vétsi, tim je interval spolehlivosti uZ3i.

2. Cim je odhad fesrjsi (tj. &im ma mensi rozptyl), tim je interval spolehlivosti uzsi,

v v

3. Cim je vySSi statisticka jistota (Io}, tim je interval spolehlivosti SirSi.

Miry polohy: Postup konstrukce intervalu spolehlivostedni hodnoty p pro vy, pochazejici z normainiho
rozasleni N(u,6°) se pak rozliSuje dle velikosti vijhu:
1. Velky wher, n > 30: 95%nioboustranny interval spolehlivosti st“edni hodnoty je vyjaden nerovnosti

X-196-2 < p < X+196-2,
n J/n
kde hodnota 1.96 j£00(1 - 0.05/2) = 97.5%ni kvantil normovaného Gaussova normalningertag o,
2. Sredni wher, n < 30: 95%nioboustranny interval spolehlivosti stFedni hodnoty je
vyjadien nerovnosti

M) € e Kt )
Jn J/n
Zde symbott, ,(v) ozn&uje 100(1 -0/2)%ni kvantil Studentova roZiéni sv = n - 1 stupni volnosti. Meze
intervalu spolehlivosti zavisi vedle 8radatné odchylkg i na rozsahu vydsu n.
Interval spolehlivosti medianu se v¥isli podle giblizného vztahu



- 0.707s ~ 0.707s
Ko = Upgp ——— < med < Ko+ U ———.

/n /n

Miry rozptyleni: 100(1 -a)%ni oboustranny interval spolehlivosti rozptylu ¢ se vypdte dle
(n-1)s* _ o < (n - 1) s?

Xi—(xlz(n -1) lez(n -1)
kde »;_, 00 - 1) je horni &, 1{ - 1) dolni kvantil rozdeni 2

4.3 Obecny postup analyzy jednorozmérnych dat
Omezime se na zpracovani rutinnich dat a na zpracovani dat, o kterych nejsou znanigdhdné mformace.

A. Analyza rutinnich dat
Pfi zpracovani rutinnich vysledkméreni predpokladame, Ze zname rélethi souboru dat. RoZkgni dat je
obvykle normalni a data sjpiji predpoklady nezavislosti a homogenity. Nasleduje pouze

a) testovani miniméalniho rozsahu datiemi),

b) testovani nezavislosti privikrybéru - autokorelace,

c) testovani homogenity vy,

d) testovani normality rozténi vykeru.

B. Nesplnéni predpokladua o vybéru

1. NespInéni nezavidosti prvkii
Pokud prvky nifeni nejsou nezavislé, vimtd nebezp# Ze odhady budou systematicky vychyleny
a nadhodnoceny pro pozitiysi Nezbyva, nez hlow analyzovat logické ficiny a snaZit se o jejich odstran,
zkontrolovat cely rEici fetézec a provést novadifeni.

2. Nesplnéni normality vybéru
Rozdleni dat je bd’ jiné nez normalni, nebo jsou v datech idjici mereni. V gipad nenormalniho rozdeni
dat miZe jit o odchylky pouze v délce kanamebo se jedna o seSikmena ttenai. U seSikmenych rozieni je
vzdy vyhodné zt hledanim mocninné transformace. Pokud byla mocninna transformagedispbylo nalezeno
optimalni’, provadi se dalSi analyza v této transformaci a nakonegiséi vyitna transformace daipodnich
promennych.

3. PFitomnost vybocujicich hodnot
Na zéklad logické analyzy jefeba nejdive zvazit, zda nejde o seSikmené ttenai. Body, které se jevi vybuojici
pro symetrické (speci&mormalni) rozdleni, mohou byt pro seSikmena rétethi naopak fijatelné.

4. Nedostatecny rozsah vybéru
Nejjednodussi je v tomtaripad provést dodatma néreni. Plati, Z&€im jsou data ménrozptylena, tim mensi
pocet jich st&i k zajiStni dostaténé gresnosti odhadu. Pokud nelze provést dddgtexperimenty, je mozné
pouzit techniky vhodné pro malé .

5. Statistické testovani

5.1 Obecny postup testovani

1. Formulace nulové H a alternativni hypotézy H .

2. Volba hladiny vyznamnosti.

3. Volba testani statistiky, nap t.

4. Urgeni kritického oboru testové charakteristiky.

5. Viygisleni testani statistiky a jejich kvantil

6. Rozhodnuti, zda
a) Zamitnout hypotézuH dipnout H,, jestlize testni statistika padne do kritického oboru,
b) Nezamitnout hypotézu,H , jestlize téstiastatistika nepadne do kritického oboru.

5.2 Testy stiedni hodnoty (" testy spravnosti')



(a) 100(1 - a)%ni interval spolehlivosti: Vyposteme intervalovy odhad parametru p (tj. polahy
rozptyleni). Padne-li zadan& hodnota p parametru p do tohoto intervalu, nezamitéa se hypotézaH : p = .
Padne-li 4, mimo tento interval, zamitd sg H .

(b) Studentayv t-test: ze zakladniho souboru s réhim N(u,6?) provedeme nahodny v§tbrozsahun a
vypaiteme vylrovy pramgr X a smsrodatnou odchylks. Jako testovou statistiku zvolime nahodnowiveli

o /o

Kritické obory tesi polohy hypotézy Kl : @ =g protiznym alternativdm i pro hladinu vyznamnasjsou
uvedeny. Hrarni body kritického oboruiedstavuji 10@%ni kvantily zndmych roziteni.

X -
t =

S

Nulova Alternativni Testéni Kriticky
hypotéza K hypotéza H charakteristika obor

H > t > ty.q(N-1)
H= H< |4 t=(X-Hy)vhis t<t(n-1)

M # Ho Nt/ > taan(n-1)

5.3 Testy shody strednich hodnot (" testy shodnosti")

Porovnani dvou vyira {x},i =1, ...,n;, a{y},j = 1, ...,n,, pafi k astym Gloham virodnich i technickych
védach, atop

(@) porovnéni vysledkz miznych instrumentélnich metod nebo labofato

(b) owfovani nutnosti &eni heterogennich v¢hi do homogennich podskupin,

(c) hodnoceni rozdilu mezi raatiymi materialy a fistroji.
Pokud se $edni hodnota gt vyznammeliSi od nuly, znamena to, Zzg 4 ~ U a efekt zpracovani materialu neni
pro sledovanou vlastnost statisticky vyznamny (fpéwovy test). V obecijSim gripad dvou vyliru Ize zjistit,
zda pochézeji ze stejného réledi pravdpodobnosti a zda se neliSi v parametrech polohy a rozptyleni.

Postup pri testu shodnosti stiednich hodnot dvou soubor i:

1. Ovéreni norméniho rozdéleni obou soubor: testy a statistické diagnostiky kaseni gredpoklad o vybsru,
2. Shoda rozptyla:
2.1 Klasicky Fisher-Snedecorovyrtest,
2.2 Modifikovany Fisher-Snedecor F-test,
2.3 Robustni Jackknife tesy,
3. Shoda stiednich hodnot dvou soubora:
3.1 Klasicky Studeii t-testT, pro homoskedasticitu,
3.2 Klasicky Studeii t-testT, pro heteroskedasticitu,
3.3 Modifikovany Studeiit t-testT; pro vykEry, odchylené od normalniho ragehi.
3.4 Robustni Jackknife test polofypro homoskedasticitu,
3.5 Robustni Jackknife test polofypro heteroskedasticitu,

1. krok: Overeni normalniho rozdéleni obou vyberii
Klasické testy vychazeji zZedpoklad:
a) vykery {x},i=1, ...n;, a{y},j = 1, ...,n, jsou vzajemé nezavislé,
b) rozaleni obou vybra je normalnix ~ N(u, ci) ay, ~ N(u, 05 ).
Existujerada nznych metod, které jsou pouZzitelné ifigadech, kdy jsou tyto dvagupoklady naruSenyréd
vlastni statistickou analyzou je vyhodné viisetejprve metodami fizkumové analyzy chovani obou .

2. krok: Testy shody rozptyli
€)) Klzasi Ckg/ F-test: umoziuje owreni nulové hypotézy H csi 35 proti alternativni

Ha: oy # o,. Vychazi se ziedpokladu, Ze oba vty jsou nezavislé a pochazeji z normalniho éterd.



Testovaci kritérium ma tvar

2 2
F = max % %
S X
Plati-li hypotéza ki asx2 , mB kritérium F-rozctleni sv, = (n, - 1) av, = (n, - 1) stupni volnosti.
V opa&ném gipad se pdadi stuiu volnosti zamsni. Je-liF > F,_,(v4, v,), je nulova hypotéza H o shodnosti
rozptyki zamitnuta.

2

(b) Modifikovany F-test: predchozi klasickyF-test je znang citlivy na predpoklad normality. Maji-li ab
vyb¢rova rozdleni jinou Spiatost neZ odpovida normalnimu, felta uzit kvantiF,_,,(v,, v,) se stupni volnosti
v, av,, VyCislenymi podle vztah

n -1 n, -1
Vl = — y VZ = —
1+£ 1+£
n N,
2(n1+n2)z;(xi_)z)4+z;(yi_y)4
| = 1= _3

kde G, - :

X?L(Xi - X)% + _2_2;(% - y)?

(c) Robustni Jackknife test: jsou-li v datech navic odlehlé hodnoty, jevi se daiferobustni Jackknife test.
Testovaci kritérium ma tvar

nl(z;l - 2)2 + n2(2_2 - 2)2

F, -
Z;(Zﬁ _21)2+Z;(22i - Z)
n +n, -2
kd _ Nz +nz _ i=1%i -
€ S CA T T =12

Veli¢iny z; se pgitaji podle vztahu z;, = nllnsx2 -(n, -1 Insf(i) \

Ny

1 _
kde Sty = —— POYCIRBING
1 J#1

Ve vztahu se vyskytuje pmér s vynechanoirtou hodnotou, pro ktery plati
Ny

_ 1
Xiy = PR

nl_l J#I

Pri vypoctu z; se ve vySe uvedenych vztazich dosazuiji hodiygdtyj = 1, ...,n,, rozptyl syz a rozsah vyiou n,.
Plati-li nulova hypotéza H , ma testovaci kritériggrpriblizné F rozctleni sv, = 2, v,=n; + n,- 2 stupni
volnosti. Vyjde-li, zeF; > F,_, (v1, v»), j© nutné zamitnout hypotézy,H o shodnosti obodragych rozptyh
na hladig vyznamnosti.

3. krok: Shoda strednich hodnot dvou soubori
Studenitiv t-test umoiuje testovani hypotézy H . u = p proti alternativni H, =+, i pfi splreni obou



uvedenych fedpoklad o vybsrech:

(a) Klasicky Studentiiv t-test T, pro shodné rozptyly: pro o; = a kdyZ ob rozdleni vykazuiji
Gaussovo rozieni, ma testovaci kritérium tvar

_ X - V] Jnlnz(nl+n2—2)
Jio, - S+ (n, - DS LI

Plati-li, ZeT, > t, (N, + N, - 2), je hypotéza K o shédtiednich hodnot na hladivyznamnosti, zamitnuta.

T

(b) Klasicky Studentiv t-test T, pro riiznérozptyly: pro o » 05 a kdyz ob rozdsleni vykazuji Gaussovo
rozdsleni, ma testovaci kritérium tvar

oL IX-9

Plati-li hypotéza kK , ma tato testova statistika Studentova@lerdds” ekvivalentnimi” stupni volnosti

nl n2
Vo= 4 4
& s

+
nl2 (n, - 1) n22 (n, - 1)

Plati-li, zeT, > t,,(v), je hypotéza K o shédtrednich hodnot na hladirvyznamnosti. zamitnuta.

Testovaci kritériunT, neni robustni&i heteroskedastidit tj. pripadu, kdy data jsou ve Wtech nérena
S miznou Fesnosti. V této situaci je spra&idi uzit testovaciho kritérid,, které je wuci heteroskedasticit
robustrjSi. Na druhé stranvsak ekvivalentni stugnvolnostiv vychazeji mensi neZ + n, - 2, takZe sila testu
T, je nizSi nezZ sild, a vzihista i pravdpodobnost chyby Il. druhu, 3.

(c) Modifikovany Studentav t-test T, pro vybéry, odchylené od normalniho rozdéleni: jestlize jedno
z rozdleni se odchyluje od normality nebo se vyznaliSinv Sikmosti od druhého, je vhodné pouzit modifikované
testovaci kritériunT,

|X - Y] + C +D(X - y)?

Ty
kde

R 3 N 3 . 3 . 3
I 3¢ Sy & 9 ¢ 9y S

2 2 2 2
L L

C:E 2 2 aD:§ 2

2 2

L,y 1

n N, n, n,

V téchto vztazich jsog,, &, Vvglové Sikmosti. Aby bylo mozné uZzit kvanatiStudentova rozdeni pro
piedepsanou hladinu vyznamnastie teba geformulovat testovaci kritériurf, do tvaru
T, = T,+B, -B,

kde



glxsk N g\lxsxz()?f)_/)z
2 2
S, S,
6”12\/H17+i 3”5\/@7*%]
1 1 2

_+iz

n m

2

a B, se vyisli analogicky, pouze Sikmogl ,, se nahradi hodngtoy, roaﬁtyl hodnétou amozsah
hodnotoun,.

Za predpokladu platnosti hypotézyyH mé testovaci kritériyrStudentovo rozileni s pétem stupia volnosti
v. Test zaloZzeny na kritéril, je robustni uci seSikmeni vytrovych rozdleni i viéi heteroskedastigta neni
u reho poZadovana ani shoda rozﬁtybi # 05. Vici odchylkdm rozdeni od normality ve Spatosti jsou
uvedené-testyT,, T, a T, dostatén¢ robustni. Je mozné pouzit i korekci nadfmst, které vSak népaseji
vyrazné zlepSeni.

(d) Robustni Jackknife test polohy T, pro homoskedasticitu: jsou-li ve vylgrech gitomna vybéuijici
méteni, Ize pro test hypotézy,H ; 1 35 M g%\ oy  upravit testovaci kritérium zalozergzaaém pimxru
na tvar

T (X®) - yD)

VSu®) + §,,(0)

kdeS,(0) aS,(0) se v¢isli pro vylgry {x},i =1, ....,n;, a{y},j = 1, ...,n,. Je-lin; = n, ma nahodna veina
T, priblizné Studentovo rozieni s 2 K - 1) stupni volnosti. Tesk, Ize pouZzit jen pro rozsah> 7.

(e) Robustni Jackknife test polohy T pro heteroskedasticitu: pro piipad nestejnych rozptyloi # o§

a nestejnych rozsam, = n, a s vyuzitim kritéridl, Ize formulovat robustni kritériurfi pro test hypotézy H :
Mx = 1

T, - ) W) e 2 - Sux(®) R Suy®)

X h, - 1 h, -1
h h

1 2

| o, :
h, = n - 2int 100 pro i =1,2.

Testovaci kritériunTy mé @iblizné Studentovo rozileni sv stupni volnosti, pro které plati

2 _ A2 h
-z . Z),kdezzil
v h -1 h, -1 S\AZI’X SMZI’Y
e
h h

1 2

Robustni testyf, a Ts jsou vyhodné také pro raddni s dlouhymi konci, kdyZ je Sfaitost ¥tSi nez 3. V pipad
normalniho rozéleni vSak maji mensi silu nez te3tya T,.

Priklad 8. ZkouSeni obsahu niklu v dratu a svarovém kovu u parovych dat

Na Uloze ukazeme parovy test.

Data: Parova data obsahu niklu [%] (a) ve dratu, (b) ve svaru a (c) rozdil parmaiiaty:
2549 2555 -0.06, 2579 2523 0.56, 2532 2556 -p.24,
1159 11.34 0.25, 11.43 11.12 0.31, 11.01  10.76 .25,




11.12 1115 -0.03, 10.76 10.70 0.06, 10.96  10.51 .45,
10.88 10.88 0.00, 2586 2528 0.58, 2517 24.31 .86,
25,79 2475 1.04, 2547 2583 -0.36, 10.12  10.36 -p.24,
961 992 -031, 987 9.85 0.02, 9.94 10.04 {0.1,
991 993 -0.02, 1038 1011 0.27, 11.61  10.52 1.09,
11.27 10.96 0.31, 11.00 10.54 0.46, 9.88  10.04 -.16,
10.09 10.25 -0.16, 9.94 9.81 0.13, 9.61 9.88 -Q.27,
13.29 1345 -0.16, 13.13 132 -0.07, 1283 1293 [0.1,
13.27 135 -0.23, 1283 13.16 -0.33, 13.02 13.22 }0.2,
12.95 1348 -0.53, 1283 1291 -0.08, 1353  13.58 -p.05,
13.55 13.76 -0.21, 13.46 13.69 -0.23, 13.27  13.63 -p.36,
13.06 13.31 -0.25, 134 13.33 0.07, 1324  13.69 -0.45,
13.52 13.39 0.13, 13.67 1345 0.22, 1327  13.17 .10,
ReSeni: UZzijeme t-test (parovy) v programu ADSTAT:

Pramérny rozdil . 4.3556E-02

Rozptyl : 3.0035E-02

Paset stugiu volnosti Df1 44

Tabulkovy kvantil t(1-alfa/2,Df1) : BD154E+00

t-statistika : 9.7281E+00
Zawr: Praméry se povazuji za rozdilné, HO zamitnuta

Vypoctena hladina vyznamnosti . 0.000

Zaver: Péarovy test zamitl hypotézu o shathsahu niklu v dratu a svarovém kovu.
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