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Abstrakt: Jsou uvedeny zakladni moznosti popisu dat z oblasti Zivotniho prostredi, u kterych
hraje vyznamnou roli jgjich prostorové uspoiadani. Tato data se chgpou jako ndhodné pole a
pro popis jeho variability se pouzivd momentovych charakteristik druhého fadu. Je
diskutovano pouziti prostorové kovariance (globalni variahilita) a méné zndmého variogramu
(lokalni variabilita) resp. jeho variantami.

1. Uvad

Cela rada meéfeni z oblasti Zivotniho prostiedi je zavida na misté a ¢ase (prostorove
Casoveé promeénné). Specidlné prostorova variabilita lezi v popiedi z§mu pii dedovani Sireni
znedisteni v vzdusi resp. v padé. Prostorova resp. plosna variabilita geometrickych resp. jinych
vlastnosti je charakteristikou kvality materidli a rozhoduje o jejich praktickém pouziti.
V oblasti analytické chemie ovliviiuje prostorova nehomogenita zpasob vzorkovani a
interpretaci vysledka analyz. Z toho v3eho je zigmé, Ze vyjadieni prostorove variability je
pomeérne frekventovanou ulohou. V praci [1] byla sledovana prostorova variability pomoci
prostorové autokorelace. V této préci je na stejném prikladu diskutovano pouZziti variogramu
jako jedné ze zakladnich momentovych charakteristik druhého fadu. Je diskutovana souvislost
se znamgjsi kovariancni funkci sohledem na vhodnost pro razné situace. Navrzené
charakteristiky jsou pouZzity pro vyjadieni variability plosné hustoty specidnich netkanych
textilii (pokracovani prikladu z préce [1].)

2. Zakladni pojmy

Uvazujme nahodné pole z(x) se dozkami z= z(xi)=z(x ,y;) uréené v p- tici bodi X;
umisténych v oblasti D. Tyto body mohou tvorit miizku tj. rektangulérni rovnomérnou sit
nebo mohou byt uspoirddany nerovnomérné.(napi. v ramci geografické mapy). Krome
prostorové zavisdosti miaze byt uvazovana takeé ¢asova zavislost (viz [2].), které je bézna napi.
v meteorologickych vyzkumech. Pak se pole z(x; ,t) chape jako p — rozmérna nahodna velicina
s ,hezavidymi“ redlizacemi t = 1, T. N&hodné pole z(x) je jednoznatné charakterizovano p
rozmernou hustotou pravdépodobnosti

Py(2.2,.2,) = P{z < 2(x) < 7 +dz, i=1.n} L)
DuleZity je pojem homogennni nahodné pole , které je invariantni vi¢i posunu. V piipade

prostoroveé-casovych poli se obycejiné uvazuje ¢asova homogenita
Stiedni hodnota m(x;) = E(z) nahodného pole v misté x; je definovéana vztahem

E(z ):IZi p(z )dz 2

Pro vyjédieni variability se standardné pouziva kovariance jako druhy smiSeny centrani



moment
C,=[[(z -E(z)(z, - E(z,) )(2,2,) dz, dz,

resp.

Cy =E(Z(x )* z(x;)) - E(z(x )* E(Ax;) ©)

Pro ptipad, kdy jsou oba body x; a x; totozné resultuje zrov. (3) rozptyl D(x;), ktery lze
vyjadiit ve tvaru

D(z(x, )=C; =E(z(x,)*) - (E(Z X, )))’ (4)

Specidne pro vyjadieni prostorové nepodobnosti mezi hodnotami v mistech x; a x; byl
zaveden variogram resp. semivariogram, ktery je definovan jako polovina rozptylu prirastku
(2xi) - 2x;))

I =0.5" DL Z(x; ) —z(x; )]
resp.

I =05% [E(Z(x;)—2(x;))* —(E(Z %, ) -z x;))*]

Pro stacionarni ndhodné pole je stiedni hodnota v jednotlivych bodech konstantni tj. E(z(x)) =
m. Pak je

Iy =05* E(2(x,)- A x,))? (5)

Pro homogenni nahodné pole je kovariance funkci pouze vzdalenosti mezi body x; = (x,yi) ax;
= (%.y) , tedy

Ci=C(x% =X,y —Y;)

Pro isotropni nédhodné pole je kovariance invariantni vici rotaci a zrcadleni. Zavisi pak pouze
nadéce d :J(xi =X ) +(y, -y )’

DuleZitou vlastnosti fady nahodnych poli je stacionarita druhého 7adu. Nahodné pole z(x) méa
vlastnosti stacionarity druhého iadu pokud plati, ze

e Pramérna hodnota je konstantni, tj.nezavisa na poloze vektoru x. Tedy E(x) = m.
e Pro kazdou dvojici nahodnych promennych z(x) a z(x + h) zavisi kovariance pouze na
prirastkovém vektoru h



C(h) = E[z(x)* z(x + h)] - m? (6)
Pro rozptyl pak plati, 7e
D(z(x)) = C(h =0) = C(0) (7
avariogram souvisi primo s kovarianci podle vztahu
I(h)=C(0)-C(h)

resp.

C(0)=C(h)+1(h) (8)

Pro pripad satacionarity druhého iadu je tedy celkova variabilita vyjadiena rozptylem C(0)
souctem globani dozky vyjadiené prostorovou kovarianci C(h)a lokalni dozky vyjédiené
variogramem [I'(h). AZ na nasobivou konstantu je pomeér 7°(h)/C(0) roven Gearyho
autokorelacnimu  koeficientu a pomeér C(h)/ C(0)je roven Moranovu autokorelacnimu

koeficientu. Je tedy patrné , Ze stacionarita druhého fadu umoziuje nalezeni souvislosti mezi
dozkami prostoroveé variability a prostorové autokorelace. Jde pak o prakticky ekvivalentni
nastroje pro popis nahodnych poli.. V obecném pripadé vSak tyto vztahy neplati a je tieba volit
vhodné vyjadieni prostorové variability. Pokud neplati piredpoklad konstantnosti stiedni
hodnoty je ,,necentrovany* variogram meng vhodny, protoze je vychyleny. D& se pouzit jeho
centrovanaverse

I =0.5* D[(Z(x, ) - E(z ) - (A x;)-E(z))] (9)

ktera jiZ nevyZaduje prostorovou konstantnost stiedni hodnoty.
Rov.(8) indikuje, Ze stacionarita druhého rédu vede k poZadavku spojitosti variogramu
v pocatku, protoze 7°(0)=0. Pokud vyjde, ze I'(0)=c,>0, znamena to neplatnost
stacionarity druhého radu. Parametr ¢, se oznatuje jako nugget efekt (dusledek variaci malého
dosahu v blizkosti poc¢étku). Pokud je 7'(h)=const. pro vSechna h je néhodné pole Z.)
v tomto smeéru nekorelované.

Zéavidost I'(h) na h se da vyjadiit celou fadou parametrickych modela  Casto se
pouziva sféricky model vyjédritelny ve tvaru

I'(h)=c, +c[15(h/a)-05(h/a)’] forO<h<a

(10)
I'(h)y=c,+c forh>a

kde h je délka vektoru h. Rozdéleni variogramu a jeho vlastnosti jsou popsany v knize [5], kde
jsou takeé uvedeny zpisoby jeho odhadu



Pokud je sledované néhodné pole diusledkem kombinace nékolika nezavidych zdroja
spriblizné stegjnym rozdelenim je mozno popsat z(X) pomoci vicerozmerného Gaussova
(norméniho) rozdéleni.Pak matedy rozdil [ z(x) - z(x+h)] norméni rozdeéleni s nulovou stiedni
hodnotou arozptylem 27°(h).

Pro odhad variogramu lze v pripadé prostorové ¢asovych dat pouzit sumarizaci pies
¢asovou promeénnou a nalézt odhad ve tvaru,

1 T
Vij :EZ(Z(Xi 1) = Z(X; 1))? (11)
t=1
Jeho rozptyl je roven
2
D(7; ):?I_i'j (12)
Pro ptipad konstantni stiedni hodnoty je pak
D _2 0.5* (¢ +¢2 2 13
(yij)_?( . (Cii+cjj)_cij) (13)
Odhad kovariance se v tomto piipade vy¢iduje podle vztahu
1 T
= (0= 2,)* (2 )=, (149
Odhad stiedni hodnoty je pocitan ze vztahu
1 T
Zy == (A% 1) (15)
L=
Pro rozptyl odhadu kovariance plati, ze
D _ 1 2% A2 2 16
(Cij)_?(cii ij +Cij ( )

Da se ukazat, Ze pro pripad vysoké korelace mezi slozkami ndhodného pole (jiz od korelaéniho
koeficientu 0.27) je vyhodnéjSi pouzit variogram, protoZe jeho odhad je efektivngjsi. Takto
definované odhady umoZziiuji posouzeni variabity resp. miry neshody mezi jednotlivymi body
v oblasti D.

Pro pripad, kdy se deduje pouze prostorova promenna (nejsou k dispozici opakovani
v riznych ¢asech) se provadi sumace sohledem na délku a orientaci prirastkového vektoru
(obyceine se voli pro nereguléarni sit’ tolerance délek a smérd, které se povazuji za priblizne



stejné). Takto pocitané odhady jiz posuzuji spiSe prostorovou autokorelaci, protoze se pocitaji
pies celou oblast D. Pro miizkoveé uspoiéadani je volen prirastkovy vektor jako nésobek délky a
vySky jednotkové cely, takZe odpada potieba stanoveni tolerance. Vybérovy smeérovy
variogram ve sméru piirastkového vektoru h se pocita obecné ze vztahu

N(h)

1
y(h )—MZ[Z(X) 2(x +h))* (17)

kde N(h) je pocet dvojic bodi oddelenych o vzddenost h a orientovanych podle vektoru h.
Pro miizkové usporédani jsou mozné pouze tii sméry, a délka prirastkového vektoru je
nasobkem velikosti elementéarni cely. Je tedy mozné pocitat smerovy variogram ve smeru
podélném 0° (h = ¢*[1,0]), diagondnim 45° (h = ¢*[1,1]), a pricném 90° (h = ¢*[1,0]) pro
nasobky ¢ = 1,2,3.... Pramérovani variogramia ve viech smérech vede k tzv. vSesmérovému
variogramu (omnidirectional variogram).

Misto variogramu |ze pouzit vybérového mandrogramu M(h), ktery ma pro prirastkovy
vektor h tvar

N(h)

M (h) = 2N(h) Z\z(x) z(x; +h) (18)

Pokud mé nédhodné pole z(x) vicerozmérné Gaussovo rozdéleni plati jednoduchy vztah

AJy(h)
M) =r (19)

Je mozné také pomeérne jednoduse definovat vybérovy standardizovany variogram pro
prirastkovy vektor h

7.y =10 (20)
0,0},
kde
) N(h) N(h)
o) = N(h) _1Z(X) -mfand m = WZ Z(x;) (21)
a
) 1 N(h) 1 N(h)
o} = W 2 z(x, +h)>—=mPand m = W 2 z(x;, +h) (22)

Vaesmeérovy standardizovany variogram souvisi Uzce s korelogramem p(h) =1-y(h).



Pro vypocet standardizované kovariance s ohledem na prirastkovy vektor h se pouziva
vztah

N(h)
C(h)=N§h) > 2(x)* 20, +h)-m*m, (23)

Pro grafické vyjadieni prostorové variability je mozno konstruovat variogramovy povrch. Jde
0 soustavu variograma uspiadanych do bunek ¢ctvercove sité. Zatina se od centrani buriky,
kterd ma nulovy prirastkovy vektor. Dalsi buriky maji prirastkovy vektor h vytvoieny jako
nasobek stiedové buriky ve sméru x a'y. Na tomto povrchu je mozné urcit smery anizotropie
ve, kterych je variogram ngjvice informativni (viz. [3]).

Pro vypocty souvisgici svariogramem lze pouzit specidlni program Variowin 2.2 [3] nebo
procedur v jazyku MATLAB 5.3 vytvorenych autory této prace.

3. Experimentélni ¢ast

Technicka aplikace chemicky pojené textilie obchodniho nazvu Perlan, napriklad v
elektrotechnickém pramyslu pro vyrobu hydroizolatnich pasek, je podminéna zaruc¢enou
gpolehlivosti v podéiné pevnosti ataznosti.

V upraveném stavu jsou u této netkané textilie pozadovany zaruc¢ené hodnoty v
elektrické prarazné pevnosti, nasékavosti a pevnosti v pretrhu. VSechny tyto vlastnosti
souvisgi se stggnomeérnosti usporadani vidkennych slozek a pojiva. Nestggnomeérnost vzhledu je
dobie patrna z obr. 1.

L R 1

Obr. 1 Stgjnomérnost vidkenné vrstvy v pojené textilii plodné hmotnosti 60 g m

o

Ucelem byl popis kolisani plodné hustoty této textilie. Plodna hustota z(x)=z(x,y) v
misté x = (X,y) je definovana jako hmotnost M(S) délend plochou S =4dxdy elementarniho



Ctverce tj. plochou pri¢cného fezu objemového elementu o tloustce odpovidgici tloustce
textilie a pricnych rozmerech x + dx ay + dy. Formaneg je

2(xy)= lim Més):t*p(x,y)

S—0

kde p(x,y) je objemova hustota textilie v misté x = (x,y)

Vzorky pro gravimetricka meéieni byly odebrany ve tvaru ¢tverca rozmeéra 100 x 100
mm. Tyto vorky byly rozdeéleny na rektangularni sit’ o velikosti cely 10 x 10 mm. Pro textilii o
plo&né hmotnosti 60 g/m® mé cela plodného obsshu § = 100 mn? hmotnost kolem 6 mg.
Kontrola piesnosti pripravy cel, byla provedena na nahodném vyberu 25 vzorki.. Relativni
chyba velikosti cely se pohybovala od 0.88% do 1.22%. Hmotnost kazdé cely m; byla uréena
jako pramer z péti vazeni. Maximalni relativni chyba véZeni u vzorku 60 g/m’ byla 1.606%.
V tab. 1 jsou uvedeny hodnoty my; pro vzorek pojené textilie plodné hmotnosti 60 g m”[4].

Tabulka 1 Primerné hmotnosti cel pojené textilie plosné hmotnosti 60 g m

Pramérna hmotnost m; [10~* g]

60 60 55.7 56 57.8 53.8 67 62.7 69.2 63.2
58.1 68.8 68.1 66.1 66.1 549 52.1 51.8 64.2 65.3
61.1 63 53.4 60.1 60.4 56.1 56 57 55.7 55
511 51.9 53.8 55.4 56.1 51 57.1 54.8 55.4 61.4
55.5 57.1 53.1 56.8 59.7 57.2 61 51.6 55.8 57.1
54.8 51.2 60 59.1 53.1 54.6 61 62.7 61.6 52.1
52.4 58.2 59.2 53.1 62.2 63.4 63.2 54.8 54.8 58

59 63.9 58.1 58 67 56.3 61.8 65 58.1 535

70 63.4 71 64.3 51.3 56 59.5 58 51 62.2
69.3 73 65 57 57.2 63 56 62 61 60

4. Vysledky a diskuse

Vzhledem k tomu, Ze byla pouZita stejna velikost cel o ploge § = 100 mnt je plona
hustota z; = m; / § v [g m?] &isdng rovna hodnotam vtab. 1. Z&kladni statistické
charakteristiky tohoto pole plosné hustoty jsou uvedeny v tab.2.

Tabulka 2. Zakladni statistické charakteristiky plosné hustoty

Pocet hodnot 100 rozmer
Pramar 58.92 | [gm?
Maximélni hodnota 73 [gm?®
Minimélni hodnota 51 | [1gm?
Smerodatna odchylka 512 | [gm?
Variagni koeficient 8.68 [%]

Graficky je kolisani plosné hustoty znézornéno na obr. 2.



S10
7| Y A
N

;59
| ] /\ %
\L
S7
/\—‘\L_\7 2
(| S6 §60-80; g mM™
~N SSD -2
40-60 m
Adsa rgm
o
7 S2
]
S1

1 2 3 4 56 7 8 9 10
Obr. 2 Kolisani plodné hustoty pojené textilie 60 g m™
Informace o variabilité nahodného pole Ize ziskat na zékladé sekvence povrchovych hustot

Z(i,j) uréenych na pravouhlé siti, kdei,j (i = 1...m, j = 1...n)definuje i.j -tou celu. Pro odhad
kovarian¢ni funkce zde plati

B 1 T —
C(K’L)_(m—K)(n—L)—lé j=1(2(I+K’J+L) z,)(«i,j)-2z,)

kde
z,= =3 > xi.j)
* mn j=1
je pramerna hodnota plosné hustoty. Je zigime, Ze kovariancni funkce ¢(0,0) = D(z(i,j)). Zde
symbol D(z(i,j)) oznatuje vyberovy rozptyl plosné hustoty. Na obr 3 je zndzornén odhad
kovarian¢ni funkce c(K,L) pro K=0,1.....7aL=0,1...7.

Obr 3 Odhad kovarian¢ni funkce c(K,L)



Je patrné, Ze pole povrchové hustoty je mirngé anizotropni a vykazuje lokani
neregularity. Variogramovy povrch je ukézan na obr 4.
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Obr. 4 Variogramovy povrch

Je patrné, Ze z variogramoveého povrchu nelze stanovit preferenéni smer.
V&esmerovy variogram je znédzornén na obr 5.
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Obr 5. Vesmerovy variogram

Je patrnd diskontinuita v pocatku (nugget efekt). Vypoétené hodnoty vSesmérového
variogramu, kovariance, korelogramu a madogramu jsou uvedeny v tab. 3 Rozptyl je zde
roven ¢(0,0) = 25.937.



Tabulka 3. VSesmerove charakteristiky prostorové variability

Posun | Variogram |Covariance | Correlogram | Madogram
1 20.1198 5.1710 0.205 2.557
2 21.1538 2.096 0.0901 2.603
3 24.9066 -2.045 -0.0895 2.839
4 25.1356 -2.272 -0.0994 2.831
5 25.4189 -1.197 -0.0494 2.838
6 25.8043 -0.50 -0.0198 2.867
7 26.4319 1.180 0.0427 2.934

Hodnoty vSesmérového variogramu byly pouZity pro konstrukci sférického modelu
definovaného rov (21). Byly nalezeny odhady cO = 14.78013 , ¢ = 10.99973 a a = 4.642217.
Indikativni ukazatel kvality prolozeni vysel IGF. 1.8986e-03 coz spolu sgrafem na obr 5
indikuje vhodnost sférického modelu (viz. [5]). Je zigimé, Ze nugget m& pomerné vysokou
hodnotu, coz indikuje nesplnéni piedpokladu stacionarity druhého fa&du. Tento piechodovy typ
modelu ukazuje na prostorovou zavidost malého dosahu a nahodnost ve vétsim meritku [6].

5. Zavér

Variogram je jednim ze zakladnich néstroji pro hodnoceni statistické variability
nahodnych poli. Hodi se pii pripady vysSich korelaci mezi prvky pole. Pro regulérni mrizky je
MOZno pouzit smérového variogramu ve smeéru podélném, piicném a diagonanim nebo jejich
kombinaci- vSesmérovy variogram. Parametrické modely umoziuji vyjadieni zavidosti
variogramu na velikosti a orientaci smérového vektoru. Programy pro vyjadieni prostorové
variability ndhodnych poli v jazyce MATLAB 5.3 jsou k dispozici u autoru této prace.
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