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Motto:
Kazdyretez je tak silny, jak
silny je jeho nejslab&flanek

Abstract: The main aim of this contribution is to show the application of g-h system of

frequency curves for identification of data distribution type and subsequent estimation of
skew ness and kurtosis. This information is used for creation of adaptive and robust rule of
outliers identification and creation of mean value confidence interval. The connections of g-h
system with power transformation are discussed

Abstrakt: Cilem pispevku je ukazat pouZiti g-h systému hustot pro diagnostiku typuwlerdd
vykeru a nasledd pro uréeni Sikmosti resp. Sgatosti vyl¥ru. Tyto informace jsou pouZzity pro
konstrukci adaptivniho a robustniho postupu identifikace wyjoich n@reni a tvorbu
intervalu spolehlivosti sedni  hodnoty. Je diskutovana také souvislost s mocninnou
transformaci dat.

1. Uvod

Standarda se v analytické chemii pouziva pouze nejjednodusSich statistickych metod
zaloZenych naigdpokladu normality dat. Yack pripadi, kde se opakovanméii za stejnych
podminek konstantni parametr se s timto fisgppem vyst& , pokud se zajisti dostatey
pocet opakovani. Pro mensSi Wily a neffesna nireni Ize pouzit jednoduché robustni techniky,
které funguji dobe , pokud je roz&eni dat symetricke.

Pti analyze specialnich typdat, kde chyby reni jsou zanedbatelné ve srovnani s
variabilitou n&reného materialu resp. jednotlivé analyzované vzorky jsoeé sittiSné co do
koncentrace analyzované latky je réthi vysledk vyrazreé asymetrické ZeSikmené obycejre
k vysSim hodnotam). Pak vede jak standardni tak i robustni anafz® k nespravnym
zawram resp. vyldovani dat, ktera sice neodpovidaji fedpokladu symetrie, ale jsou
"prijatelnd”. V takovych pipadech pak bez ohledu na kvalitu analytické metody rozhoduje o
vysledku kvalita zpracovani dat.

Stopova analyza ma zvlastni postaveni mezi analytickymi postupy s ohledem na
koncentr&ni rozmezi analyzovanych latek. fdc€ pripadi se rozmezi analyzovanych latek
pohybuje v gkolika ftadech, coZz omezuje pouziti standardnich statistickych metod zaloZenych
na pgredpokladu konstantniho rozptylu regglitivnino modelu méieni. [1]. V préaci [2] bylo
diskutovano o moznostech pouZziti transformace stabilizujici rozptyl mebhiplikativni
model méreni. To vede k logaritmické transformaci dat [1]. Nevyhodou této transformace je
fakt, Ze g nizkych koncentracich je absolutni chybaiemni velmi mala (blizka 0), coz
odporuje reali. Byl navrzen postup kombinujici oba modelgimni a odstraujici  jejich
nevyhody [2].

Multiplikativni model nereni sice vede k pouziti asymetrického logaritmicko normalniho
rozckleni ale neni zdaleka universéalni. Jednim z oBg@h postup eliminace asymetrie je
vhodné transformace dat (algjné mocninna) [1]. | zde vSak vznikaji problémy zejména se




zpétnou transformaci a pouZzitelnosti jen prékteré ulohy. Lze odvodit , Ze pro malé rozptyly
? je odhad parametru mocninné transformace patné identifikovatelny (viz [3]).

V tomto piispévku je pozornost zamerena na techniky odhadu tvaru rozdéleni vybéru a
vyuziti téchto informaci pro vybrané Uohy statistického zpracovani dat. Nejdiive jsou popsany
z&ladni vlastnosti vybérovych kvantili a kvantilovych charakteristik, které jsou vyuzity pro
konstrukci systému g-h rozdeéleni. Informace o Skmosti a Spicatosti rozdéleni jsou pouZity pro
konstrukci adaptivniho robustniho postupu identifikace vybocujicich bodd a tvorbu intervali
gpolehlivosti stiedni hodnoty. Je ukézéna souvisost s mocninou transformaci dat.

2. Standar dni zpracovani dat

Omezme se na nejfrekventovangjSi a zdanlivée nejjednodusSi Ulohu  stanoveni
koncentrace analytu z vyberu (X, Xz,..Xn ) velikosti N. Jednotlivé prvky vybéru pritom nejsou
opakovani mgteni ale meteni na raznych vzorcich. Ugelem je odhad parametru polohy a
stanoveni jeho neurcitosti.

Standardni model méieni je aditivni, t.j.

X=Uu+e¢ (1)

kde u je skute¢nd hodnota meérené veli¢iny (koncentrace analytu) a & je nahodna chyba
meieni. Tento model celkem dobie vyhovuje pro piipad opakovani meéieni, ae pokud jde o
razné vzorky ¢asto selhava Standardni statisticka analyza vychazi z téchto predpokladi:

» stiedni hodnota chyb méieni je nulova, t.j. E(€) =0,
* rozptyl chyb meteni je konstantni, t.j. D(&) =0

* chyby jsou vzaemng nezavise .t.j. E(&* €,)=0

«  chyby maji norméni rozdéleni t.j. £=N(0,07)

Diskuse o identifikaci a postupu pri poruSeni prvnich tii predpokladd je uvedenav préaci [2].

Nejvice restriktivni, je predpoklad, Zze chyby maji normani rozdéleni. Tento
piedpoklad je potiebny pro konstrukci intervalt spolehlivosti (neurcitosti vysledka mereni)
resp. testovani hypotéz. Pokud je k dispozici dostatek dat, |ze odhadnout rozdéleni chyb £ z
rozdeleni meieni x , protoze pro model (1) je tvar hustoty pravdépodobnosti totozny.

Normalni rozdeleni 1ze chapat jako jednoho z ¢lend tridy eliptickych symetrickych
rozdeleni, pro které plati Ze se liSi pouze délkou konci. Ve stopové analyze a tam, kde jde o
meéieni na raznych vzorcich je vsak ¢astéjSim jevem asymetrické rozdéleni dat zeSkmené
k vyv&im hodnotam. Toto rozdéleni je bézné u dat, kde se ve vzorcich vyskytuji radove
rozdily koncentraci (napi. u dat z oblasti Zivotniho prostiedi). Pro odstranéni asymetrie
rozdeleni dat se ¢asto pouziva vhodna transformace h(x) . Ta v3ak v pripadé platnosti modelu
(1) vede ke vzniku nekonstantniho rozptylu

dh(x)} ‘o2 o

D(h(x))= {dx

Vv

Napi. pro bézné doporucovanou logaritmickou transformaci h(x)=In(x) vyjde



D( “(X”:@ =5 3)

To znamena, Ze misto konstantni absolutni chyby je v této transformaci konstantni relativni
chyba (variatni koeficient), coz odporuje piijatému modelu meéieni. Korektni analyza zde
vyZzaduje piimé pouZiti zeSkmeného rozdéleni a konstrukci nesymetrickych intervald
spolehlivosti.

Multiplikativni model méieni je zaloZen na predpokladech konstantni relativni chyby
a nezdpornosti meéieni (jde o fyzikani veli¢iny souvisgjici s hmotou). Vysledek mereni je
modelovéan vztahem

X=u* exp(€) (4)

Zde £ ma stgné vlastnosti jako u modelu aditivnino (rov.(1)). Po korektni logaritmické
transformaci prechazi tento model na aditivni model v logaritmech, tedy

In(x)=In(u)+& (%)

Nevyhodou multiplikativnino modelu je predevSim to, Ze pro velmi nizké koncentrace
resp.maé p vychézi absolutni chyba meieni prilis nizka [4].

Pokud se pouZije nesprédvny predpoklad o rozdéleni chyb dochazi ke zkredeni
parametri a nésledne celé statistické analyzy.

Priklad A:
Necht plati aditivni model (1) a na data se pouzije nespravn &
logaritmicka transformace. Pak vyjde
In(xX)=In(u+e)=Inu+In(l+e/ u) (6)
S wvyuzitim Taylorova rozvoje Ize psat
In(x)=In(u+e)=Inpu+el u-05* (&l u)*+0.33* (/ u)*-...(7)
Pro malé relativni chyby m greni Jd=o0lu lze pak s vyuzitim
tohoto vztahu nalézt vyrazy pro st redni hodnotu a rozptyl I n(x)
ve tvaru
E(Inx) =Iny-0.5* 5% -0.75* &* (8)
a
D(Inx) =0% +2.5* 5* +4.66* &° (9)
Je tedy patrné, Ze pouziti nespravného p redpokladu ovlivni jak
st fedni hodnotu tak i rozptyl. Pro M VEtSi nez jedna vyjde

st fedni hodnota podhodnocena a rozptyl nadhodnoceny. V tab. 1
jsou uvedeny relativni odchylky

R( ) = 100*(E[In(x)]- In( ))/ In()

pro ruzna. a



Tabulka 1. Relativni chyba stredni hodnoty p#i nespravné
| ogaritm cké transformaci

RC) [A
1 0. 05 0. 0545
10 0.1 0. 2204
100 0. 05 - 0. 0545
1 0.1 -0. 2204
10 0. 05 -0.0272
100 0.1 -0.1102

Je patrné, ze i pri 10Y ni relativni chyb& mereni jsou odchyl ky
zpusobené nespravnou vol bou nodel u ponerné& mal é.

Pro pripad, Ze se analyzuji data z raznych vzorka se bezné predpoklada, Ze chyby
meéieni jsou zanedbatelné vzhledem k variabilite vzorka (mereného materidlu) Jako model se
pak pouziva se pouziva piedstava, ze (x) i =..N, jsou realizace nahodné veli¢iny s rozdélenim
charakterizovanym hustotou pravdépodobnosti f(x) resp. distribuéni funkci F(x). Formane je
tedy

X =F(p) (10)

kde pi je hodnota distribu¢ni funkce v misté x . Pokud je f(x) hustota pravdépodobnosti
normalniho rozdéleni odpovida tento model modelu (1) stim, Ze  je stfedni hodnota.
Odhadem stiredni hodnoty je pak aritmeticky pramérX a odhadem rozptyleni je
vyb&rovy rozptyl <.
Presnosti libovolnych odhadi o se charakterizuji pomoci jejich rozptyld D(0). Pro
pripad normaniho rozdgleni dat x, ~ N( &,07) jsou tyto rozptyly

o? . 20"
D(xX)=— a D(s)=—
() =" ()=~

Klasické statistické analyza je zaloZena na odhadech X, & a predpokladu normality rozdglen
chyb v modelu (1) resp. normality F(x) v modelu (10). Z&kladni roli pii posuzovani vysedki
meieni hraje 100. (1 - @) % ni interval spolehlivosti stiedni hodnoty, pro ktery obecné plati,

P(x, S usx, )=1-a

kde je hladina vyznamnosti a Xp X4 jsou nahodné meze urcené z dat. (Standardne se
konstruuje 95 % ni interval spolehlivosti). Pro pripad normaniho rozdeleni chyb resp. mereni
jetento interval vetvaru

S

N (11)

Xt q2(N-1)” \/SN SHUSX+HY (N-1)*

kde t,_,,,(N —1). je kvantil Studentovarozdeleni s N-1 stupni volnosti. Pro vétSivybery se
tento kvantil nahrazuje kvantilem normovaneho normaniho rozdeleni u,_,,, .

Pro jina neZ normalni rozdgleni jiz nemaji odhady X , s” optimélni statistické viastnosti a
interval spolehlivosti definovany rov. (11) neni rozumné pouzitelny. Pro asymetricka rozdéleni
dat jeinterval (11) nevhodny jiZ proto, Ze je symetricky. Navic jiz nebude platit , Ze je 100. (1 -



a) %. Ucelem je nalézt postup jak zkonstruovat |epsi interval spolehlivosti pro nesymetricka
rozdeleni, které mohou obsahovat i vybocujici hodnoty.

3. Kvantilové char akteristiky dat

Je vyhodné zalozit analyzu malych a stiednich vybeéra na koncepci kvantila. Z rov. (10)
je patrné , Ze vysledek méieni x; odpovida hodnoté funkce inversni k distribu¢ni v misté daném
pravdépodobnosti p; s jakou se dana ndhodna veli¢ina vyskytuje pod x;. Jedna se tedy o 100 pi
procentni kvantil vybérového rozdéleni dat (viz. dde). Pro precizaci toho o jaky kvantil se
jedna a‘neparametrické” vyjadieni odhadu pravdépodobnosti pi se vyuziva vzestupneé
setfidénych hodnot prvka vybéru, které se nazyvaji poraddkovymi statistikami

X)) < X2 < - < Xy

Necht' Fe(x) distribuéni funkce rozdéleni vyberu, ze kterého pochazeji x. Lze dokézat,
Ze transformovana ndhodna velicina

Ziy = Fe(Xiy) (12)

ma nezavide na typu distribu¢ni funkce F. beta rozdéleni Be [i, N-i+1]. Stiedni hodnota této
transformované veli¢iny je pak

E(z,) ):N‘+1 (13)

kde E(.) je operédor matematického ocekavéani. Jednotlivé z; jsou zavidé a prvky V;

kovariancni matice V jsou pro libovolné dvojice z;) , z; i, j=1,...N jednoduché funkce pouze i,
aN. Pouzitim zpétné transformace E[ z;)] resultuje vztah

E(X(i)):Fe_l(Z(i)):Qe(Pi) (14)

Zde Q¢(P:) oznacuje kvantilovou funkci a

R=
N+1

je tzv, poradovéa pravdépodobnost.

Popis kvantilové funkce a jgji vyhody pro analyzu dat 1ze ngjit v pracich Parzena [6,7].
Pokud je F(x) = P spojita distribuéni funkce a f(x) je odpovidgjici hustota pravdépodobnosti je
Q(P) = x kvantilova funkce. Lze snadno ovérit, ze, F(Q(P)) = P pro vSechna OsP<1 a
f(Q(P))*q(P) = 1. Funkce q(P) = dQ(P)/dP se nazyva kvantilové hustotni funkce a f(Q(P) =
1/q(P) je hustotné kvantilova funkce.

Z rov. (14) je patrné, ze poradkové statistiky X jsou hrubé odhady kvantilové funkce
Qe(P) v miste P;. Pro odhad kvantilu x=Q(P) v misté i/(n+1) < P <(i+1)/(n+1) se pouziva
fada metod. Jednoducha je lokalné linearni interpolace

PN+ P —i

Xy =(N+D(

)(X(i+1) _X(i))+X(i) (15)



Rozptyl D(xp) kvantilu X je mozno vyjédrit ve tvaru

P(1-P)

D(XP): NfZ(XP)

(16)

Symbol fe(xp) 0znatuje hustotu pravdépodobnosti odpovidajici distribuéni funkci  Fe.
Asymptotické rozdéleni kvantilu xe je normani se stiedni hodnotou Q(P) a rozptylem
definovanym rov. (16).

Interpolace definovana rov. (4) se da snadno pouzit pro odhad specidlnich vybérovych
kvantili X a X;.pi pro poradové pravdgpodobnosti P=2" i=1,...N. Tyto kvantily se oznaduji
jako pismenové hodnoty [8]. VSechny pismenové hodnoty aZz na i=1 (median) tvoii dvojice.
Napt. |ze nalézt dolni kvartil X 25 (P i= 0.25) resp. horni kvartil xo75 (P, = 0.75) atd.

Pro Gcely prizkumové analyzy dat se ¢asto pouziva modifikovaného vyjadieni
poradove pravdépodobnosti ve tvaru

b= i —0.375
' N+0.25

(17)

doporucené Blomem. Kvantilovou mirou polohy je median X5, ktery je uréen jako stied
poradkovych statistik. Rozptyleni se vyjadiuje jako rozdil mezi hornim %75 (P, = 0.75) a
dolnim Xo25 (P; = 0.25) Parzen [6]doporucuje tzv. kvantilovou odchylku

DQ=2* (X0.75 ~ Xozs ) (18)

DQ je vybranatak, Ze odpovida derivaci kvantilové funkce Q(P) pro P=0.5, kteraje piibilzne
rovna hustotné kvantilové odchylce

DIQ=1/ F(Q(05)) =1/ f(x,,)=(05) (19)

S vyuzitim téchto odhadt rozptyleni a polohy |ze provést standardizaci rozdéleni dat aby byla
standardizovana kvantilova odchylka jednotkova DQ = 1 a standardizovany median nulovy Xos
= 0. Standardizovana kvantilova funkce se oznacuje jako tvar indikujici kvantilova funkce
QI(P). Vyberovatvar indikujici kvantilova funkce QI(P) matvar

(X(i) ~Xos)
2% (X0.75 _X0.25)

Ql.(P)= (20)

Hodnoty, pro které je \Qle( P)\ >1 jsou povazovany za vybocujici (pro normani rozdeleni)

nebo za indikaory dlouhych konci. Hodnoty QIl«(P) se mohou snadno pouZzit pro uréeni
Skmosti a délky konct vybérovych rozdéleni. Jako mira Skmosti se voli parametr

N = QI(0.25) + QI(0.75)

(pro symetricka rozdéleni je roven nule). Mirami délek konct jsou Ql¢(0.05) a Ql¢(0.95).
Plati, Ze rozdéleni dat ma:

kratké konce pro QI¢(0.95) < 0.5,



dlouhé konce pro Ql¢(0.95) > 1
stiedné dlouhé konce pro 0.5 < QI(0.95)< 1.

Tyto diagnostiky jsou velmi jednoduché a umoziuji snadnou diagnostiku tvaru vybérového
rozdéleni

Priklad B:
Byl stanoven obsah antimonu v ppmu N=17 vzorka méd&né rudy
4,5,7,7,7,8,8.3,8.4,9.4,9.5,10, 10. 5, 12, 12. 8, 13, 22, 23

St andardni statistickad anal yza vede k odhadum Pramer
aritneticky = 10.406, prunmgr geonetricky =9.421,rozptyl = 26.83
, Si kmost = 1.399, Spi catost = 4.272.

Kvantilové niry jsou nmedian = 9.5, dolni kvartil = 7, horni
kvartil = 12, DQ = 10, SQ = 0.02, QI¢0.95)=1.28. Kvantil ova

anal yza vede k zavérum Ze rozd&leni je mirné zeSi kmené a ma
vel m dl ouhé konce

4. G-h systém rozdéleni pravdépodobnosti

Jak je ukazéno v dalSich odstavcich Ize pii znalosti Skmosti a Spicatosti dat nalézt
Zpasoby statistickéno zpracovani vybeérovych rozdéleni silng odlisnych od normalniho. Je proto
vhodné vybrat vhodny systém hustot sparametry tvaru souvisgicimi s kvantilovymi
charakteristikami ktery umoZziuje snadnou diagnostiku a kvantifikaci tvaru rozdeéleni. Jeden
z takovych systémi se oznatuje jako g-h.

Systém g-h empirickych rozdéleni je zalozen na monotonni  transformaci
standardizované veli¢iny s normalnim rozdélenim a vyuziva vhodnych kvantilovych funkci pro
definici tvaru. Jde o jeden ztrandatnich systémid rozdéleni, kdy se nejprve provadi
standardizace pavodnich ndhodnych promeénnych (kvantild) x na normalizované kvantily

Y =(x-x;)/ R (21)

kde Xo5 je parametr polohy (median) a R je vhodny parametr meritka (napi. DQ nebo
interkvartilovy odhad smerodatné odchylky z rov (41) ). Proménna Y ma stejiny tvar rozdéleni
jako promeénna x a je monoténni transformaci standardizované nahodné veli¢iny z majici
normalni rozdéleni. Formane jetedy Y = Y(2).

Pro tridu g-rozdéleni (pouze zeSkmenych ) se voli obecna transformace typu

Y =Q,,(2) = G(2)z (22)
kde G(2) je licha funkce, pro kterou musi platit, Ze

G,.(0)=0 Y
imQ, (2)= 2 )

G(2) je vlastné operétor Skmosti , ktery zavisi na parametru Skmosti g. Je vhodné, aby pro
g>0 vychazela rozdéleni zeSkmena vpravo, pro g<O rozdéleni zeSkmena vievo a pro g=0
normalni rozdéleni. VSem témto pozadavkam vyhovuje jednoduché funkce




G(z) = [exp(g.2)-1/(g.2) (24)

L ze jednoduSe nalézt, ze hustota pravdépodobnosti g-rozdéleni f4(x) je dana vztahem
fo(x)= 1/l@q1x— %, )4 + Hj@xp(—{ln[(x— %)/ R+1}2/(29°))

Jde tedy o lognormalni rozdéleni (rozdéleni typu S v Johnsonove systému hustot).
Pro tridu h-rozdéleni (symetrickych s riznou Spic¢atosti) se voli transformace typu

Y =Q,,(2)=H(2)z (25)
Operétor Spicatosti H(z) musi byt rostouci kladna suda funkce zavisa na parametru Spicatosti

h. Pro h=0 jde o norméalni rozdéleni a ¢im je h>0 vé&tSi, tim ma odpovidajici rozdéleni delSi
konce. Tomu vyhovuje volba

H(z) = explhz? 1 2) (26)

Z této rovnice plyne, ze parametr h maze byt i zgporny. Podminka monotonnosti funkce Qg je
vk narudena, pokud je Z>-1/h. Ttida h-rozdgleni definovana rov. (26) se v oblasti konci
chové jako Paretovo rozdeleni. Volba faktorul/2 v rov. (26) take zgjist'uje, Ze pro h=1 je Qon
rozdeleni blizké Cauchyho rozdéleni [5].Hustotu pravdépodobnosti h rozdéleni 1ze vsak ziskat
pouze numericky, protoze nelze nalézt analyticky transformaci inverzni k rov. (26).

Pro obecnou tiidu g-h rozdéleni se voli dvou parametrova transformace

Y =Qqyn (z) = G(z).H (z).z (27)

kde Q(2) je voleno podle rov.(24) aH(2) je definovano rov. (26). Také v tomto pripadé je tieba
odpovidgjici hustotu pravdépodobnosti pocitat numericky.

Pro generaci nahodnych ¢isel z g-h rozdéleni se zvolenymi parametry g a h postacuje
generovat kvantily z, standardniho normélniho rozdéleni (zde p uréuje 100p % kvantil) a
dosazovat do rov. (27) za z=z,.

Pro G¢ely vyuziti tohoto systému pii zpracovéani asymetrickych vybérovych rozdéleni je
nutné znd vyrazy pro prvni ¢tyti momenty. Ty jsou funkcemi parametra g, h . Pro
standardizované nahodné promeénné Y=Qyn(2) pochazejici z g-h rozdéleni je stiedni hodnota
definovana vztahem

_ 1 9> )
E(Y)_thi—l{eXp(Z(l—h)j 1} (29)

O<h=1

apro rozptyl plati

o1)= | wlee-2en( )21 ol fen(5)1]

0<h=<05




kde ax ¢°/(1-2h). Pro piipad g-rozdéleni je h=0 a pak z rov. (28) vyjde
g 2
E(Y)= {exp[zj - 1}/ g (30)

azrov (29) je
D(Y) = eplg’ Newlg?)-1)/ o° @y
Sikmost 1 je u g-rozdgleni vyjédritelna ve tvaru
5, =lew(30?)-3ep(g?) + 2/ (em(g®)-1) @
apro Spicatost , plati
B, = [exp(692)—4exp(392)+6exp(gz)—3]/(exp(gz)— 1)2 (33)
Treti centralni moment , ktery je v nékterych piipadech potiebny je dan vztahem
EL(Y -E(Y))]® =exp(3g” / 2)[exp(39° ) - 3exp(9* ) +2] / ¢° (34)

Pro pripad h-rozdéleni je g=0, takze E(Y) =g,=0. Pro rozptyl pak plati

Y13+
gél(x) :X_w (35)
a$picatost je vetvaru
B, =3(1-2h)* /./(1- 4h)® (36)

Pri vypoctu Spic¢atosti vySSth momenta g-h rozdéleni je mozné pouzit Martinezova vztahu,
ktery plati pro g0 a0 <h <1/n[5]

)= g o 2 ool Sy

S vyhodou se pro odhad parametri g, h respektive obou uziva vybérového medianu o s
advojic kvantila X, , X1, pro vhodné 0<p<0.5. (toto rozmezi p se pouziva v dalSich vztazich) U
malych vybéri je mozné pouzit vSech poradkovych statistik X . U vétSich vybéra se pouziva
pismenovych hodnot, kde p=2" i=2,3 (odpovidajici kvantilim, oktilim, sedecilam atd.).

V pripadé g-rozdéleni je mozné pro zvolenou pravdépodobnost p urgit parametr g (ataké R)
ze dvou podminek




(37)

kde z, jsou standardizované kvantily norméniho rozdéleni (vzhledem k symetrii je z,=-z.p). Po
jednoduchych Upravach vyjde

g, = —1_|n{X1‘PXO-5} (38)
Zy X5 ™ Xp

Index p zde ukazuje, Ze parametr Skmosti obecné mize zaviset na poloze kvantila vzhledem
k medianu. Pokud je g, priblizné konstantni ( resp. neni funkci p) postupuje se tak, ze se urci
median g ze v3ech g, . Jednoduse je pak mozné odhadnout parametr R jako smérnici v Q-Q
grafu, kde se vyna&i hodnoty X, vs. Qq0(Z). primka v tomto grafu indikuje, Ze Ize pouzit g-
rozdéleni s konstantni hodnotou g.

Pro steginy Ucel je mozné pouzit také graf symetrie, kdy se vynadji polosumy 0.5(x, +
X1.p) VS. 2,7/2. S vyuZitim rov. (37) se snadno uréi teoretick& zavislost

O.5(xp + xl_p): Xo.5 +O.5§[exp(gzp)+ exp(— gzp)— 2] = X5 tRQ.Z2 1 2

Plati-li tedy predpoklad konstantnosti parametru Skmosti g, vyjde v grafu symetrie piiblizne
linearni zavidost. Tento graf se vSak da pouZzit jen pro malé g. Pri vySSth g se projevuje
nelinearita

s s

k normalizovanym kvantilim z, resp. jgjich ¢tvercam. Jednoduché je zobecnéni typu
gp( Zp ) = go + 912’2) (39)

Rov. (39) Ize snadno ovétit na zéklads grafu Sikmosti, kdy se vynasig, vs. Z,°. Pokud vyjde
v tomto grafu priblizne linedrni zavidost, je tieba uvazovat obecnéjSirozdéleni s nekonstantnim
Op Vyjadienym rov. (39). Parametry go a g1 Vv rov. (39) Ize snadno urcit z Useku a smeérnice
v grafu Skmosti (doporucuje se pouZziti robustni regrese).

Pro pripad h-rozdéleni Ize pii znalosti parametru polohy X, s a parametru meiitka R
urcit pro kazdé x, odpovidajici hodnotu h, ptimo z defini¢niho vztahu (26). Vyjde

h, = {mn{wﬂ/ z (40)

2

V pripadg, Ze je vyberové rozdeleni symetrické, musi pochopitelne byt h,=h;,.,. Jako vhodny
parametr meéitka se doporucuje interkvartilovy odhad smerodatné odchylky medianu

R=0.926 (X5 — X5 )/ /N (41)



kde n je rozsah vyberu. Za predpokladu symetrického rozdeleni |ze primo z defini¢nich vztaht

X, = %5 + Rz, explh 22/ 2)
Xep = %5~ Rz, exp(h 22 / 2)

(zde z,<0 a z.,= -z,) dospét Kk lineédrni funkci vzhledem k h

—22p

X, =X

In{l”’”} =InR+hz} /2 (42)
Z rov (42) je patrné, Ze vynesenim In/(xwp X J-22,)] VS. 2,°12 vyjde v piipadé platnosti h-
rozdéleni s konstantnim parametrem Spicatosti h piiblizné linearni zavislost. Tato zavidost se
oznatuje jako graf pseudosigma a umoziuje odhad h i R ze smérnice resp. Useku regresni
piimky.

Pro normélni rozdéleni je graf pseudosigma prakticky horizontani piimka s nulovou
smernici a isekem InR .

Pro nesymetricka rozdéleni vychazeji grafy pseudosigma nelinearni. Pokud neni hy
konstantni (ale hy=h,.,) predpoklada se, Ze jde opét o jednoduchou kvadratickou zavidost typu

h, =h, +hz, (43)

Rov. (43) Ize jednoduse ovéfit na zaklads grafu Spicatosti, kdy se vynasih, v zavidosti na z,”.
Pokud vyjde v tomto grafu priblizné linearni zavislost, znamena to, Ze plati obecnéjSi rozdeleni
s nekonstantnim parametrem Spicatosti vyjadienym rov, (43). DaSi moznosti je primé vyuZiti h
rozdeleni pro konstrukci asymetrickych rozdéleni, kdy se uvazuji dvé vétve sraznym h. Toto
HH rozdgleni je pouZitelné, pokud tvori graf In/(X, —XosM2,)] VS. 7,212 dvé primky protingjici se
v bodé z,=0. Této podmince vyhovuji také dalSi jednoducha zobecnéni h rozdéleni (HQ, HHH
aHRviz [11]).

Nej¢astejSi je pripad, kdy je rozdéleni dat nesymetrické a ani po symetrizacni (zde
logaritmické) transformaci neodpovida délkou konci normanimu rozdéleni. Pro tento pripad
je nutné pouzit g-h rozdéleni Vzhledem k volbé Qqyn(2) ve tvaru (27) afunkcim G(2), H(2), Ize
snadno uréit, Ze rov. (38) plati nezévide na velikosti h. To znamend, Ze Ize nejprve nalézt
odhad parametru Spicatosti g (stgné jako u ,Cistého” g-rozdéleni) pak provést opravu na
Skmost pred odhadem h. Pri znalosti g miZeme snadno uréit s vyuZitim z rov. (27) polorozpéti

R
X p = X5 = . (exp(— gzp)— 1) Edaxp(hzf) / 2) (44)
Po Uprave vyjde linearni zavidost vzhledemk h

g(xl— _xos)
“=In P >l 1=InR+hz2/2 45
pr‘— 9z, j—l} i (49

Vynesenim y vs. z,/2 (modifikovany graf pseudosigma) vyjde v piipadé platnosti g-h
rozdéleni s konstantnimi g, h priblizné linearni zavisost.




Jednoduse |ze také postupovat v pripade, Ze g, je vyjadieno rov. (39) a h, je vyjadieno
rov. (43). Protoze je odhad g, nezavidy na h, , 1ze stejné jako u ,Cistého” g-rozdéleni nalézt
parametry go, g:. Pro odhad parametrd hy, hy v3ak jiZz nelze pouzit rov. (43) ale je tieba provést
opravu naSikmost (stgine jako u rov. (44)). Po Upravach vyjde vztah

hy

h
yE:InR+?z§+?lz;‘) (46)
Nejdrive se opét provede korekce na Skmost aurci se
O - n (Xl—p _Xo,s)gp(zp )
’ eXp(_Zp* 9,(2, ))_1

(47)

pii znalosti go,gs pro kazdé p. Zavidost y, vs. z,°/2 se oznaiuje jako zobecnény graf Spicatosti.
Vyjde-li parabolicky, znamenato, Ze je nutné pouzit zobecnéné g-h rozdeéleni s nekonstantnimi
parametry g, h.

Pro ovérovani platnosti raznych typa g-h rozdéleni je vhodné pochopitelné pouzit
forméni aparét linedrni regrese a testovat vyznamnost smérnic, respektive Usekia ve vyse
uvedenych grafech. Pro U¢ely analyzy dat vSak bézné postatuje posouzeni vlastnich graft a
pouze v piipadé konstantnich parametrd g, h uréit odpovidajici Skmosti a Spic¢atosti pro dalSi
analyzu.

Pro posouzeni tvaru rozdéleni s ohledem na Skmost je mozné konstruovat grafy:

- Symetrietj. zavidosti 0.5(Xy+ X1.p) NaZp/2

- Skmodti tj. zavidosti g,na Z,

Pro posouzeni tvaru s ohledem na Spi¢atost jsou to grafy:

- Pseudosigmartj. zavislosti In/(%1.p-%M-22,)] na. 2,712

- Spicatosti tj. zavidosti hyna Z,

Sohledem na asymetrii rozdéleni dat umoZziuje tento systém rozdéleni zpracovat pouze
vybrané typy uUloh. Na druhou stranu lze dobie komplexné posoudit vhodnost prijatych
parametra Skmosti a Spi¢atosti. Zgiména moznost nalezeni pouze g nebo pouze h rozdéleni je
pomérneé zagjimava. Pro tvorbu intervalt spolehlivosti @ mocninnou analyzu ¢asto postacuje
nalezeni parametru Skmosti g jako medianu ze v3ech g, z rov (38).

Priklad B (pokracéovani):
Pro zadana data jsou grafy Siknosti a Spicatosti na obr 1 a 2.
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Exploratory Analysis
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Je patrny lineérni trend zejména u grafu Skmosti, coZ ukazuje, Ze nepostacuje jeden parametr
Sikmosti g.

5. Problém vybodujicich hodnot

Indikace vybocujicich mereni je velmi duleZity a zaroveri oSidny problém. Pokud data
obsahuji vybocujici hodnoty je jgjich identifikace a odstranéni jednou z nejdualezitéjSich operaci
, protoZe zlepSi statistické vlastnosti odhadii, umozni jejich korektni interpretaci a zabrani
nesprévné interpretaci vysledka. Bohuzel je v praktickych ulohach velmi obtizné rozlisit mezi
vybocujicimi a ,,obvyklymi* (ocekévanymi) daty bez znalosti o tvaru rozdéleni dat. Cela rada
jednoduchych i komplikovangjSich pravidel funguje dobie jen pro normane rozdélend nebo
symetricka data KomplikovanéjSi postupy vyZzaduji nejen a priorni znalost poctu vybocuijicich
hodnot ale takeé specifikaci jgjich rozdéleni. Pomérne jednoduché a robustni je pravidlo, kdy se
jako vybocujici berou meieni prilis vzddena od medidnu. Definuje se rozhodna hodnota C*
jgiz prekroceni indikuje vybocujici prvky vybéru. Pro pripad, Ze se identifikuji vybocujici
hodnoty jako extrémne vysoké plati, Ze

C" = Xos T kz * (Xo.75 ~ Xozs ) (48)

Pro extrémné nizké hodnoty se v rov (48) provede pouze zmeéna znaménka u druhého
itance. Parametr k, zavisi obecné na typu rozdéleni dat charakterizovaného Skmosti ; a
Spicatosti  , a na pripustném podilu hodnot pp [%] . které mohou byt nespravne zarazeny jako
vybocujici, i kdyz vybér Zadné neobsahuje Na z&kladé simulaci byl nalezen empiricky vztah
platny pro pp=0.2 %. [§]

‘- 17.63N —23.64
> N{7.74-3.71/ N -0.834, -0.48 32 —0.48( 8, — 3) +0.04( B, —3)}

(49)

Speciadneé pro Gaussovo rozdéleni vyjde jednoduchy vztah



K = 17.63N - 23.64

50
2 774N -3.71 (%0)

Pti znalosti parametra Skmosti ; a Spicatosti , je pak mozné piimo urcit veli¢inu k; a
stanovit mez C" nad kterou se prvky vybéru povazuji za vybogujici. Odhady Skmosti a
Spicatosti je mozne urcit pii znalosti typu g-h rozdéleni dle vztaha z kap. 5.

Priklad B (pokracéovani):

Pro zadana data vyjde po dosazeni do rov (49) , Ze k, = 3. 331l.
Z rov. (48) je pak C' = 26.05. Whbeér tedy neobsahuje vybocujici
hodnoty.

6. Intervaly spolehlivosti pro asymetricka rozdéleni

Je zndmo, Ze pro asymetricka rozdéleni je interval spolehlivosti definovany rov. (11)
nepokryva s pravdépodobnosti (1- ) skutecnou stiedni hodnotu. Kvalita pokryti zavisi na
Skmosti rozdeéleni a na po¢tu dat N. V préci [9] byl na rozsdhlém simulaénim experimentu
uréen vztah mezi chybou pokryti zleva , zprava a z obou stran. Chyba pokryti zprava PR
vyjadiuje pravdépodobnost, Ze skute¢nd stiedni hodnota je nizSi nez meze intervalu
spolehlivosti. Pro chybu pokryti zleva PL se urcuje pravdépodobnost, Ze skute¢na stiedni
hodnota je vysSi nez meze intervalu spolehlivosti. Chyba pokryti z obou stran PC je pak
gednoceni obou chyb pokryti, tj. PC=PR+PL.

Pro Sirokou ttidu rozdéleni bylo nalezeno, Ze

PR=a/2+[-0.73+0.71* exp(-a / 2)] * B,/ /N (51)

PL=a/2+[0.19+0.026* In(a/2)]* B,/ /N (52)

Z téchto rovnic se da napr. urcit potiebna velikost vybéru, aby byla zachovana chyba pokryti
jako rozdil mezi poZadovanou pravdépodobnosti pokryti (napr. 0.95) a dosaZzenou
pravdépodobnosti pokryti (napi. 0.94).

Priklad C:

Necht se konstruuje pravostranny interval spolehlivosti a
postacuje mnmisto zvolené pravdépodobnosti 0.95 pouze O0.94.
Hodnota PL=0.06. Ucelemije urcit minimalni velikost vyberu Nm
Po dosazeni do rov. (52) a upravach rezultuje vztah
Nm=[11.2* 5,]*. Tedy pokud je S&iknost rozdéleni dat ;=1 je
t feba provést mnimal né 126 nmefeni.

DalSimoznosti poufZiti vySe uvedenych vztahu je fixovat chyby pokryti na zvolené
hodnoté apro znamé N i ; nalézt pravdépodobnost  * pro vypocet kvantilu Studentova
rozdeleni. Takto opravené kvantily se pak dosadi do rov (11).



Priklad D

Orezne se na prakticky casto zajimvy pravostranny interval
spol ehlivosti (jednostranny interval spolehlivosti zprava tj.
horni hranici st#edni hodnoty).Tento interval se casto pouZi va
u rozdél eni zeSi kmenych vpravo k urceni povol ené horni hranice
napt. zneci sté&ni. Klasicky interval spolehlivosti ma tvar

S

N

Po dosazeni do rov (51) za PL = 0.05 rezultuje vyraz

ps X+t (N=1)* (53)

0=a" +[0.19+0.026* In(a")]B,/-/N -0.05= f(a")

Korenem funkce f(a')je pak * , pro které se spocita opraveny
kvantil Studentova rozdé&leni, tj. hodnota t;. «(N-1).

DalSi jednoduchou moznosti jak pocitat interval spolehlivosti pro asymetricka rozdéleni
je korekce zaloZzena na Johnsonove transformaci kdy se pro pravostranny interval spolehlivosti
definovany rov (53) pouZije opraveny pramer

S*ﬁl _ *i
oy ) Tla(N-1) N (54)

H<(X+

Je patrné, Ze velikost korekce opét souvisi se Skmosti a poctem mereni. Na rozdil od
piredchoziho postupu se viak meéni poloha centra. Johnsonova transformace zalozena na
Edgeworthoveé rozvoji t statistiky vsak neni obecné ani monotonni ani v neupravené forme
invertovatelna. Tyto problémy eliminuje Hallova transformace (viz. [10]), jgiZ inverzni forma
matvar

L(y) = \/N * L_ﬂ s _
g (X)_Olssﬁl[(l-FﬁJ_ (m N 1 (55)

Pro horni mez pravostranného intervalu spolehlivosti pak plati,ze

usx+g‘1(21_,,)*fN (56)

Misto normovaného normalniho kvantilu z se doporucuje pouzit odpovidgjiciho kvantilu
uréeného z Bootstrap vybera (viz. [10]). Misto transformace definované rov. (55) Ize pozit
Zjednodusenou vers

B,(x*13+1/6)
N

Tato transformace se pak dosadi do rov (56). Opét je mozno pouzit Bootstrap kvantild.
Jak je patrné znalost Skmosti vyberového rozdéleni je zde nezbytnou podminkou pro pouZiti
korekci jak kvantilt tak i pramera.

ga™t(x)=x- (57)



7. M ocninna transfor mace dat

Aditivni i multiplikativni model Ize vyjadiit jako specidni pripady mocninné tridy
modela meéteni, ktera je charakterizovana tim, Ze transformaci obou stran pomoci funkce h(.)
vyjde aditivni model

h(x)=h(u)+e (58)
U pravdépodobnostnino modelu (10) Ize vhodnou transformaci dat stabilizovat rozptyl,

priblizit Skmost nule a tvar rozdéleni normalnimu rozdéleni. S vyhodou se jako funkce h(.)
pouziva Box Coxova trida polynomickych transformaci ve tvaru

h(x):(x'/\ly A %0 (59)

h(x) =In(x) A=0

kde A je parametr transformace. ProA =1 resultuje aditivni model meéieni a proA =0 model
multiplikativni. S vyuZzitim Taylorovarozvoje |ze vyjadkit rov. (16) ve tvaru

x=pu+el pt (60)

Pro pripad, Ze rozptyl D(&)=0?je may jde o aditivni model s nekonstantnimi chybami, pro
ktery Ize pouzit jako odhad u vazeny aritmeticky pramer s vahami amernymi 42
Lze ukazat, Ze vhodnym odhadem parametru ¢ (neznamé koncentrace ) je vyberovy

median, ktery je invariantni viac¢i monotonni‘transformaci. Transformace h(x) vyjadiena rov.
(59) je linedrni transformaci tzv. prosté mocninné transformace

hp(X) = x pro  Oresp hp(x) = In (X).
Lze dokazat, Ze pokud h(x) je linearni transformaci hp(x) plati pro retransformované stiedni
hodnoty

h™[ E(h(x))] = hp™[ E(hp(x))] (61)

Pro obé transformace je pak odhadem retransformované stiedni hodnoty napi. zobecnény
prameér

1 N 1/ A
M = [N X/ j proA 0 (62)
i=1

resp.

M :[ﬁxij proA =0 (63)

1=1

Pokud se pouZije mocninna transformace na aditivni model méreni vyjde h(x)=h(u+e¢).
Z Taylorovarozvoje pak resultuje odhad vychyleni vliivem této nekorektnosti




o? d?nh(x)

B=E(h(x))=h(u)=—- o

L(x=p) (64)

Tak napt. pro logaritmickou transformaci vyjde B = -0.5 % kde = / je variasni koeficient.
To odpovida prvnimu ¢lenu v rov. (8).

Prostd mocninnd transformace je invariantni vaci zméné mgtitka, protoze , pro
konstantu b je
(b*x) = b *x atedy D((b*x) ) = D((X) ). Pro piipad Box Coxovy transformace je vsak

(x* b)” _1:b‘* x* —1+b‘ -1
A A A

Tento vyraz jiz nelze upravit stginé jako u prosté mocninné transformace a Box Coxova
transformace tedy neni invariantni vaci zméné metitka. Detaily lze nalézt v préaci [12].
Z uvedeného také piimo plyne, Ze obé transformace jsou zavidé na posunu. Tedy mocninna
transformace (x+a) poskytne jiné vysedky nez mocninna transformace x. (viz dae)

Pro odhad parametru A je mozno pouzit metodu maximéni vérohodnosti. Pokud je &
rozdélené v souladu s predpoklady aditivniho modelu méieni (normdlita a nezavidost) ma
logaritmus vérohodnostni funkce tvar

1
20°

INL(A) =33 (A=1)In(%) = "5 > [h(x ) =h(p)]? (65)

Pro pevné A Ize urcit maximalne vérohodny odhad rozptylu ve tvaru

0 = < Slnex ) =h(u)’ (66)

kde se za h( i) dosazuje aritmeticky pramer transformovanych dat

()= T h(X ) (67)

Po dosazeni do vérohodnostni funkce resultuje vztah

N*Inog?

5 (68)

INL (A1) =3 (A-1)*In(x )~

Maximalizaci InL' (A1) podle A (viz.[1]) Ize pak snadno ur¢it maximélng vérohodny odhad
)Alparametru transformaceA . Je patrné, Ze je tato uloha ekvivalentni minimalizaci rozptylu
v transformovanych proménnych . Na zakladé Taylorova rozvoje funkce h(x) pro pevné
vyjde priblizny vyraz
x*-1,_ 1

p )_AZ

D( D(x")=E(x)*?D(x) = E(x)*6*



kde jevariatni koeficient. Je zigmé, Ze pro pevné bude rozptyl v transformaci tim vyssj
¢im bude vétSi rozptyleni dat. To umozni identifikaci extrému (minima). Pro malo rozptylena
data bude rozptyl v transformaci maly a identifikace extrému bude obtizngjSi. V préci [3] bylo
ukézano, zepro D(x) Ojerozptyl D(A)  apodobne i rozptyl zobecnéného prameru roste
nade vSechny meze.Pro snadnou identifikovatelnost transformace je tedy vyhodné mit veétSi
rozptyleni dat jak je napi. béZzné u vybeéra s asymetrickych rozdéleni.
Formélne Ize Ulohu maximalizace rov (68) vyjadrit ve tvaru
din(L) _ 1 1 . dh(x ) _
=30 - 53 nx)- S 30 =0 e

o dn(x ) _ (1+A* x)In(1+A* X )—A* X

kd
dA A

Z druhé derivace vérohodnostni funkce lze urcit rozptyl maximéne veérohodného odhadu
mocninné transformace[13] Po Upravach vyjde : D(}l) = 2(1-0.333* ;% +0.388 ,)/(3Nw),
kdew= /(1+ ).Zde ?, 1a ;jsourozptyl, Skmost a &piatost pavodnich dat. Je patrné,
Zepro ? 0 roste rozptyl odhadu mocninné transformace nade viechny meze.

Na z&kladé asymptotického (1-a) % niho intervalu spolehlivosti parametru mocninné

transformace lze sestavit nerovnost
INL(A)=InL(A)-05* x2_(1) (70)

V&chna A spliujici tuto nerovnost leZi v intervalu spolehlivosti a jsou tedy prijatelna. Toho
Ize snadno vyuzit pro rozlieni mezi aditivnim a multiplikativnim modelem méieni. V rovnici
(22) oznaguje x2,(1)kvantil chi kvadrét rozdgleni s 1 stupném volnosti.

Plati, ze:

» pokud obsahuje 95% ni interval spolehlivosti také jednicku, voli se aditivni model.

* pokud obsahuje 95% ni interval spolehlivosti nulu a nikoliv jedni¢ku, voli se multiplikativni
model.

* v odstatnich pripadech je mozné zvolit pravdépodobnostni model (10) a pouzit pro dalSi
analyzu postup navrzeny v .[1].

Parametr mocninné transformace zigimé souvisi s Skmosti rozdéleni dat. Pro kvantifikaci
tohoto vztahu Ize dosadit do podminky (67) misto h(x) jeho rozvoj do Taylorovy fady a urgit
maximalné vérohodny odhad analyticky. V préci [14] je toto odvozeni provedeno. Vysledek
Ize zapsat ve tvaru

* *
Azl_ E(X) o ﬁl

6 (71)

Pomoci toho vztahu maZeme napi. snadno posoudit vliv posunu dat na parametr mocninné
transformace. Napi. pro pripad, Ze data posuneme o konstantu atj. y = a*x vyjde, Ze

A, =2 —(a*o* B,)]6



Jak je patrné, je tieba pii pouZiti postupu mocninné transformace brét v Gvahu také
piipadné linearni transformace dat a jgjich rozmezi.

Priklad B (pokracéovani):

Pro zadand data je znazorné&n prub&h vérohodnostni funkce na
obr. 3. Rankitovy graf pro puavodni data je na obr 4 a pro
transfornovanid data na obr 5.

Power Transformation
-10.00 -
~20.001
-30.00
LL -
i B
-40.00
-50.00
76[].[][]7| 1 1 L I 1 1 L I 1 1 L I 1 L L I 1 L 1 I 1 L 1 I
-6.00 -2.00 2.00 £.00
[ ambda

Obr 3. Vérohodnost ni funkce

Power Transformation

40.00

30.00

=2.00 0.00 2.00
H-Mormal

Qor 4. Rankitovy graf pro pavodni data



Power Transformation

C-Sample

=-2.00 0.00 2.00
A-Mormal

Gbr 5. Rankitovy graf pro transfornovana data

Opti mal ni nocni na vySla -0.23. s nmezem (-1.13, 0.67).

Protoze tento interval obsahuje nulu | ze provadét dal §Si anal yzu
v logaritmcké transformaci resp. volit nultiplikativni nodel
mereni.Pro 95 Y ni intervaly spol ehlivosti pak vyjde

Z predpokl adu normality Dolni mez: 7.74 Horni mez: 13.069
Z kvantila (robustni) Dolni mez: 6.72 Horni mez: 12.55.
Z Box Coxovy transformace Dolni mez: 7.36 Horni mez: 11.62.
8. Zavér

Je patrné, Ze dtatistické zpracovani dat v analytické chemii a speciané ve stopové
analyze ma celou fadu specifickych zvlagnosti, které je tieba brat v Gvahu. Je vzdy vyhodné
zait prazkumovou analyzou a porovnanim resp. selekci modeld metreni a az poté zvolit dalSi
cestu. Ve shodeé skoncepci ,satistical methods mining®* [6] je ¢asto nezbytné kombinovat
raizné pristupy jako je transformace, robustni metody a pocitatové intenzivni metody
k dosazeni rozumnych vysledkda. Formani apardt statistiky resp. prizptsobeni dat potiebam
statistické analyzy bez hlubSiho rozboru zde mize vést ke katastrofickym vysledkam

Podékovani: Tato préce vznikla s podporou grantu MSMT &. VS 97084, grantu GACR .
106/99/1184 a vyzkumného zamsru MSMT §.J11/98:244101113
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