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Souhrn: Postup hledani regresniho modelu je popsdan obecné a dokumentovdn na 3
ulohdch analytické laboratore. Skldda se z téchto krokii: 1. Navrh modelu zacina vZdy
od nejjednodussiho modelu, linedrniho. 2. PFedbéznd analyza dat sleduje proménlivost
proménnych na rozptylovych diagramech, indexovych grafech. Vysetfuje se
multikolinearita, heteroskedasticita, autokorelace a vlivné body. 3. Odhadovani
parametri se provddi klasickou metodou nejmenSich ctvercii, ndsleduje testovani
vWznamnosti parametrii Studentovym t-testem. Stfedni kvadraticka chyba predikce MEP
a Akaikovo informacni kritérium AIC jsou rozhodci kritéria pri hleddni modelu. 4.
Regresni diagnostika provadi identifikaci vlivnych bodii a ovéfeni predpokladii metody
nejmensich cCtvercii. V pripadé vice vysvétlujicich proménnych se posoudi vhodnost
proménnych pomoci parcidlnich regresnich grafit a parcidlnich rezidudlnich grafii. 5.
Konstrukce zpFesnéného modelu: parametry zpresnéného modelu jsou odhadovany s
vyuzitim (@) metody vizenych nejmensich ctvercii (MVNC) pri nekonstantnosti rozptylu,
(b) metody zobecnénych nejmensich ctvercii (MZNC) p¥i autokorelaci, (c) metody
podminkovych nejmensich ¢tvercii (MPNC) pri omezeni kladenych na parametry, (d)
metody raciondlnich hodnosti u multikolinearity, (e) metody rozsifenych nejmensich
ctvercii (MRNC) pro pFipad, Ze vSechny proménné jsou zatizené nahodnymi chybami, a
konecné (f) robustnich metod pro jind rozdéleni nez normdlni a data s vybocujicimi
hodnotami a extrémy.

Pii vystavbé regresnich modelii se bézné uziva metody nejmensich Etvercli. Metoda nejmensich
¢tverci poskytuje postacujici odhady parametrii jenom pfi soucasném splnéni vsech
predpokladii o datech a o regresnim modelu. Pokud tyto pfedpoklady nejsou splnény, ztraci
metoda nejmensich ¢tvercii své vlastnosti.

Zdkladni pFedpoklady metody nejmensich ¢tvercii (MNC): Statistické vlastnosti odhadiy
Y, €, b zavisi na spInéni jistych pfedpokladii. Pokud plati pfedpoklady I az IV, jsou odhady b
parametrii B nejlepsi, nestranné a linearni (NNLO). Navic maji asymptoticky normalni
rozdé€leni. Pokud plati jest¢ predpoklad VII, maji odhady b normalni rozd€leni i pro koneéné
vybéry.

I. Regresni parametry B mohou nabyvat libovolnych hodnot. V praxi vSak Casto existuji
omezeni parametrii, ktera vychazeji z jejich fyzikalniho smyslu.

II. Regresni model je linedrni v parametrech a plati aditivni model méveni.

III. Matice nendhodnych, nastavovanych hodnot vysvétlujicich proménnych X md hodnost
rovnou pravé m. To znamena, Ze Zadné jeji dva sloupce x; x; nejsou kolinedrni, tj. rovnobézné
vektory. Tomu odpovida i formulace, Ze matice X” X je symetricka regularni matice, ke které
existuje inverzni matice a jejiz determinant je vétsi nez nula.

IV. Ndhodné chyby &, maji nulovou stFedni hodnotu E(g) = 0. To musi u korela¢nich modeli
platit vzdy. U regresnich modelii se miize stat, ze E(e,)) = K, i = 1, ..., n, coz znamena, Ze model
neobsahuje absolutni ¢len. Po jeho zavedeni bude E( ei/ ) =0, kde ei/ =y,- V.. - K.




V. Ndhodné chyby &, maji konstantni a konecny rozptyl E( siz ) = 6°. Také podminény rozptyl
D(y/x) = ¢* je konstantni a jde o homoskedasticky p¥ipad.

VL. Ndhodné chyby e, jsou vzajemné nekorelované a plati cov(e, g) = E(g, ) = 0. Pokud maji
chyby normalni rozdéleni, jsou nezavislé. Tento pozadavek odpovida pozadavku nezavislosti
meéfenych velicin y.

VIL. Chyby &, maji normdini rozdéleni N(0, ¢°). Vektor y ma pak vicerozmémé normalni
rozdéleni se stiedni hodnotou X B a kovarianéni matici 6° E, kde E je jednotkova matice.

Regresni diagnostika
Metoda nejmensich Etverci nezajistuje obecné nalezeni piijatelného modelu, a to jak ze
statistického, tak 1 z fyzikalniho hlediska. Musi byt spln€ny podminky, odpovidajici slozkam
tzv. regresniho tripletu [data, model, metoda odhadul].
Regresni diagnostika obsahuje postupy k identifikaci

a) vhodnosti dat pro navrzeny regresni model (slozka data),

b) vhodnosti modelu pro dana data (slozka model),

c) splnéni zikladnich piedpokladi MNC (slozka metoda).
Zakladni rozdil mezi regresni diagnostikou a klasickymi testy spociva v tom, Ze u regresni
diagnostiky neni tfeba piesné formulovat alternativni hypotézu. Timto pojetim se regresni
diagnostika blizi spiSe k exploratorni regresni analyze, ktera vychazi z faktu, ze "uzivatel vi o
analyzovanych datech prece jenom vice neZz poéita¢". Pocita¢ slouzi jako nastroj analyzy dat,
modelu a metody odhadu. Model je navrhovan v interakei uZivatele s programem. Tim by mél
byt omezen vznik formalnich regresnich modeli, které nemaji fyzikalni smysl a jsou v technické
praxi obycejné€ jen omezené pouzitelné.

1. Data: mezi zakladni techniky diagnostiky patii stanoveni rozmezi dat, jejich variability
a pfitomnosti vybocujicich pozorovani. K tomu lze vyuzit grafii rozptyleni s kvantily a rfady
postupli prizkumové analyzy jednorozmémych dat. Pres svoji jednoduchost umoziuje
diagnostika identifikovat jest¢ pred vlastni regresni analyzou

a) nevhodnost dat (malé rozmezi nebo pfitomnost vybocujicich bodi),

b) nesprdvnost navrzeného modelu (skryté proménné),

c) multikolinearitu,

d) nenormalitu v ptipad¢, kdy jsou vysvétlyjici proménné nadhodné veliciny.
Kvalita dat tizce souvisi s uzitym regresnim modelem. Pfi posuzovani se sleduje predevsim
vyskyt viivnych bodii (VB), které mohou byt hlavnim zdrojem fady problémii, jako je zkresleni
odhadti a riist rozptyli az k naprosté nepouzitelnosti regresnich modeli. Podle toho, kde se
vlivné body vyskytuji, 1ze provést déleni na

1. Vybocujici pozorovdani (outliers), které se 1i§i v hodnotach vysvétlované (zavisle)
proménné y od ostatnich, a

2. Extrémy (high leverage points), které se 1isi v hodnotach vysvétlyjicich (nezavisle)
proménnych x nebo v jejich kombinaci (v pfipad€ multikolinearity) od ostatnich bodu.

Vyskytuji se v§ak i1 body, které jsou jak vybocujici, tak 1 extrémni. K identifikaci vlivnych
bodu typu vybocujiciho pozorovani se vyuziva zejména riiznych typu rezidui a k identifikaci
extrémi pak diagonalnich prvki H,, projekéni matice H.

2. Model: kvalitu regresniho modelu 1ze posoudit v piipad¢€ jedné vysvétlujici proménné x
pfimo z rozptylového grafu zavislosti y na x. V piipadé vice vysvétlujicich proménnych a
multikolinearity mohou vSak rozptylové grafy mylné indikovat nelinearni trend i u linearniho




modelu. Z fady riiznych grafii k posouzeni vztahu y a x, se omezime na a) parcialni regresni
grafy, a b) parcialni rezidualni grafy.

Parcidlni regresni grafy byly Belseyem zafazeny mezi zdkladni néstroje pocitacové
interaktivni analyzy regresnich modelii. Umoziiuji nejenom posouzeni kvality navrzeného
regresniho modelu, ale indikuji i1 pfitomnost vlivnych bodii a nesplnéni piedpokladii klasické
metody nejmensSich ¢tvercli. Parcialni regresni graf pro posouzeni vztahu mezi y a i-tou
vysvétlujici proménnou x; je zavislost rezidui v regrese y na sloupcich matice X, a rezidui u
regrese x, na sloupcich matice X;. Pfitom matice X vznikne z matice X vynechanim i-tého
sloupce x;, odpovidajiciho i-t¢ vysvétluyjici proménné. Parcialni regresni grafy maji tyto
vlastnosti:

a) Smérnice pfimky v parcidlnim regresnim grafu je stejna jako odhad b, v ned€leném
modelu a sek je roven nule. Tato linearni zavislost plati pouze v pfipad€, Ze navrZzeny model
je spravny.

b) Korela¢ni koeficient mezi ob€éma proménnymi parcialniho regresniho grafu odpovida
parcialnimu korela¢nimu koeficientu R _ .

Parcidlni rezidudini grafy se oznacuji fai(é jako grafy "komponenta + reziduum". Parcialni
rezidualni grafy vsak poskytuji pon€kud odlisné informace nez parcialni regresni grafy.
Smérnice linearni zivislosti je rovna b, a isek je nulovy. Linearni zavislost pak ukazuje na
vhodnost navrzené proménné x, v modelu.

Parcialni rezidualni grafy se doporucuji predevsim k indikaci rozli¢nych typi nelinearity
v ptipad€ nespravné navrzeného regresniho modelu.

3. Metoda: V praxi byvaji n&které pfedpoklady MNC porueny, coz vede k pouziti jinych
kritérii. K poruseni piedpokladi dochazi v téchto zakladnich pripadech:

a) Na parametry jsou kladena omezeni, coz vede na uziti metody podminkovych nejmensich
étvercii (MPNC).

b) Kovarian¢ni matice chyb neni diagonalni (autokorelace), pfip. data nemaji stejny rozptyl
(heteroskedasticita), coz vede na uZiti metody zobecnénych nejmensich ctvercii (MZNC), resp.
metody vdzenych nejmensich ctvercii (MVNC).

¢) Rozdéleni dat nelze povaZovat za normalni nebo se v datech vyskytuji vlivné body.
V takovém piipad¢ se misto kritéria metody nejmensich ¢tvercu uzije robustniho kritéria, které
je na poruseni predpokladu o rozdé€leni chyb a na vlivné body malo citlivé. Z robustnich kritérii
jsou nejznaméjsi M-odhady. Jedna se o maximaln¢ vérohodné odhady pro vhodnou hustotu
pravdépodobnosti chyb. Pro odhad parametrii b se uziva iteracni metody vazZenych nejmensich
cétvercii (IVNC).

d) Také promeénné x mohou byt zatizené nahodnymi chybami, coz vede na uziti mertody
roz§iFenych nejmensich ctvercii (MRNC). Pro piipad regresni pfimky je pouziti metody

rozsifenych nejmensich ¢tvercii velmi jednoduché. Postacuje znalost poméru rozptylu cy2
(vysvétlovana promé&nna) a ¢, (vysvétlujici prom&nné), K = o %/c,2. Pro odhad sm&mice

y
regresni piimky y = a x + b pak plati

a=L+sgn(g,) VK + L?

kde L. K
23,



a sign S, je znaménkova funkce. Symboly S oznaluji souCty Ctvercli, odpovidajicich
proménnych

Swi(xi—i)% s,=ﬁ<yi—y32, s,fi(xi—f)(yi—yv

Pfi znalosti odhadu smérmice 4 se snadno uréi odhad tiseku b ze vztahu

b=y -4ax
Pro pfipad stejnych rozptyli, tj. K = 1 vede dosazeni do vyse uvedenych vztahii k odhadim
minimalizujicim kolmé vzdalenosti (orthogondlni regrese). Pro odhady rozptyli odhadu &, b
se pak pouziva specidlnich vztahi.
e) Pro $patné podmin&né matice X”.X se pouZiva metoda raciondlnich hodnosti, vedouci k
systému vychylenych odhadi, kde vychyleni je fizeno jednim parametrem.

Postup vystavby linearniho regresniho modelu:

1. Navrh modelu: zac¢ina se vZdy od nejjednodussiho modelun, u kterého vystupuji jednotlivé
vysvétlujici proménné v prvnich mocninach a nevyskytuji se Zadné interakéni ¢leny typu x, x;.

2. Predbézna analyza dat: sleduje se proménlivost jednotlivych proménnych a mozné
parové vztahy. UZiva se proto rozptylovych diagrami zavislosti x, na x, nebo indexovych grafii
zavislosti x; na j. Posuzuje se vyznamnost proménnych s ohledem na jejich proménlivost
a pfitomnost multikolinearity. Pfiblizn¢ linearni vztah mezi proménnymi v rozptylovych grafech
zavislosti x; na x; indikuje multikolinearitu. Lze rovn€Z odhalit vlivné body, které zptisobuji
multikolinearitu.

Podle volby uzivatele se provedou poZadované transformace ptivodnich proménnych.
Zadava se, zda model obsahuje absolutni €len. Uzivatel miize volit polynomickou transformaci
zadanim stupn¢ polynomu.

Provadi se sestaveni korelacni matice R a jeji rozklad na vlastni ¢isla a vlastni vektory. Jsou
vypoéteny VIF k indikaci multikolinearity a tisknuta setfidéna vlastni ¢isla. K uréeni inverzni
matice R’ se uziva metoda racionalnich hodnosti pro standardné zadivané vychyleni P = 107",
UZzivatel miize zadat jinou hodnotu parametru vychyleni P, coz vsak vede pro vyssi hodnoty P
k vychylenym odhadiim. Byva proto vhodné volit P z tohoto intervalu 10 < P < 103,

3. Odhadovani parametri: odhadovani parametrii modelu se provadi metodou racionalnich
hodnosti s volbou P = 10°. Ze zobecnéné inverzni matice R jsou uréovany odhady parametrii
b, jejich smérodatné odchylky ,/D(b) a velikosti testaénich statistik Studentova r-testu
vyznamnosti pro B; = 0. Dale jsou provedeny testy vyznamnosti odhadii b, vicenasobného
korelacniho koeficientu R a koeficientu determinace D. Je vhodné sledovat souhrnné
charakteristiky regrese jako je stfedni kvadraticka chyba predikce MEP a Akaikovo informac¢ni
kritérium AJC, pfipadné posoudit linearitu modelu.

4. Regresni diagnostika: s vyuzitim péti rozliénych grafii je provadéna identifikace vlivnych
bodu, a to grafy Wiliamsovym, Pregibonovym, McCulloh-Meeterovym, L-R, a grafem
predikovanych rezidui. Dale pak ovéfeni splnéni predpokladi metody nejmensich ¢tvercii jako
je homoskedasticita, nepfitomnost autokorelace a normalita rozd€leni chyb. Pokud dojde
k uprave dat, je tfeba provést znovu regresni diagnostiku se zamérenim na poruseni predpokladiu
metody nejmensich ¢tvercii a posouzeni vliva multikolinearity. V piipad¢ vice vysvétlyjicich
proménnych se posoudi vhodnost jednotlivych proménnych a jejich funkci s vyuzitim




parcialnich regresnich grafii nebo grafii "komponenta + reziduum". Tabulka rezidui obsahuje
klasicka rezidua €, normovana rezidua €, standardizovana rezidua € a Jackknife rezidua €;.
Je uveden odhad autokorelaéniho koeficientu rezidui prvniho fadu o, . Tabulka viivnych bodhi
obsahuje veli¢iny H,, H.., D, A, DF, LD,(b), LD,(6°) a LD,(b, ¢°). Hv&zdi¢kou jsou oznateny
hodnoty siln¢ vlivnych bodi.

5. Konstrukce zpiresnéného modelu: s vyuzitim
a) metody vdZenych nejmensich étvercii (MVNC) pii nekonstantnosti rozptyli,
b) metody zobecnénych nejmensich ctvercii (MZNC) pii autokorelaci,
¢) metody podminkovych nejmensich ¢tvercii (MPNC) pii omezenich na parametry,
d) metody raciondlnich hodnosti RH u multikolinearity,
e) metody roz§iFenych nejmensich étvercii (MRNC) pro piipad, Ze viechny proménné jsou
zatizené nahodnymi chybami,
f) robustni metody pro jina rozdé€leni dat neZ normalni a data s vybocwicimi hodnotami
a extrémy jsou odhadovany parametry zpfesnéného modelu.

6. Zhodnoceni kvality modelu: s vyuzitim klasickych testii, postupii regresni diagnostiky
a dopliikkovych informaci o modelované soustavé se provede posouzeni kvality navrzeného
linearniho regresniho modelu.

1. Vzorova aloha: Model teplotni zdvislosti prechodového tlaku bismutu (J6.01)
UkazZeme postup analyzy jednorozmérného linearniho regresniho modelu. Byl studovan
prechodovy tlak bismutu I - IT p jako funkce teploty £ Naleznéte linearni regresni model, ktery
bude adekvatni danym datiim. VysSetfete regresni triplet a indikujte vlivné body.

Data: Teplota t [°C], tlak p [bar]:

20.8 25276, 20.9 25256, 21.0 25216, 219 25187, 22.1 25217,
22.1 25187, 224 25177, 225 25177, 248 25098, 24.8 25093,
25.0 25088, 34.0 24711, 34.0 24701, 34.1 24716, 427 24374,
42.7 24394, 427 24384, 49.9 24067, 50.1 24057, 50.1 24057,
22.5 25147, 231 25107, 23.0 25077

Reseni:

1. Odhadovéani parametri: klasickou metodou nejmensich &tvercti (MNC) byly nalezeny
nejlepsi odhady tseku B, a smérice B,. Studentiiv -test ukazal, Ze tsek (absolutni ¢len) B, je
statisticky vyznamny a smémice f, je statisticky vyznamna.

Odhad Smérodatna  Test HO: B[j] = 0 vs. HA: B[j] <0
odchylka t-kriterium hypoteza HO je Hlad. vyznam.
B[0] 2.6068E+04 1.6169E+01 1.6122E+03 Zamitnuta 0.000
B[1] -3.9874E+01 5.0419E-01 -7.9084E+01 Zamitnuta 0.000

2. Regresni diagnostika: absolutni hodnota pdrového korelacniho koeficientu R ukazuje, Ze
navrzeny linedrni regresni model je statisticky vyznamny. Vysoka hodnota koeficientu
determinace D = R’ (99.67%), pfedstavuje procento variability, vysvétlené modelem.
Predikovany koeficient determinace R’, ukazuje na predikéni schopnost modelu, je vSak
vycislen jinak nez R?, misto RSC se ve vztahu uZzije MEP. StFedni kvadratickd chyba predikce
MEP a Akaikovo informacni kritérium AIC se uzivaji k rozliSeni mezi n€kolika navrZzenymi
modely. Za optimalni se povazuje model, pro ktery dosahuje MEP a AIC minimalni hodnotu.

Vicenasobny korela¢ni koeficient, R : 9.9833E-01
Koeficient determinace, D : 9.9665E-01




Predikovany koeficient determinace, Rp”2 : 9.9804E-01
Stiedni kvadraticka chyba predikce, MEP : 6.8546E+02
Akaikeho informaéni kritérium, AIC : 1.5054E+02

3. Konstrukce zpifesnéného modelu:

(a) Po odstranéni bodi €. 23 (kritika dar) byly nalezeny nové odhady parametrii zpiesnéného
modelu. Zpiesnény model (v zavorce je uveden vzdy odhad smérodatné odchylky parametru)
y =126 078 (13) - 40.1 (0.4) x, je dolozen statistickymi charakteristikami: pdrovy korelacni
koeficient R = 0.9990, koeficient determinace D = 99.808% a predikovany korelacni koeficient
R; = 0.99885 dosahly vesmés vysokych hodnot. StFedni kvadratickd chyba predikce MEP =
414.22 a Akaikeho informacni kritérium AIC = 132.62 dosahly niz§ich hodnot nez u piedeslé¢ho
modelu, coz dokazuje, Ze zpresnény model je lepsi. Rezidua nyni vykazuji normalni rozdéleni
a nevykazuji trend, stale vSak vykazuji heteroskedasticitu, a proto 1ze doporuéit pouzit metodu
vazenych nejmensich Etverci.

(b) UZitim statistické vahy (w, = 1/,”) kompenzujeme heteroskedasticitu v datech. ObdrZime
nové odhady parametrii. Opraveny model ma tvar, (v zavorce je uveden odhad smérodatné
odchylky parametru) y =26 079 (13) - 40.1 (0.4) x,. JelikoZ doslo ke snizeni rozhodujicich
kritérii, tj. stPedni kvadratické chyby predikce MEP = 410.29 a Akaikeho informacniho kritéria
AIC = 132.39, 1ze povaZovat tyto odhady za lepsi nez predeslé.

4. Zhodnoceni kvality modelu: porovnanim hodnot regresni diagnostiky 1ze snadno provést
zhodnoceni regresniho tripletu u dosaZzeného linearniho regresniho modelu pro upravena data,
zbavena odlehlych hodnot a metodou vazenych nejmensich étvercii. Nalezeny a prokazany
model teplotni zavislosti pfechodového tlaku bizmutu ma tvar, (v zavorce je vZdy uveden odhad
smérodatné odchylky parametru)

y=26079 (13) - 40.1 (0.4) x,.

2. Vzorova uloha: Validace analytické metody stanoveni formaldehydu (V6.16)
Ukazeme postup validace nové analytické metody: obsah formaldehydu ve vzorcich fenolovych
vod je stanoven polarografickou metodou x. Laboratof fenoplastti navrhla pouzivat jednodussi
metodu y, redox-titraci. Rozptyl obou metod je prakticky stejny. Rozhodnéte, zda tato metoda
bude poskytovat spravné a reprodukovatelné vysledky. Jsou v datech odlehlé hodnoty? Jsou
vysledky nové metody zatizeny chybou? Aplikujte Studenttiv #test Gseku b,, (ma byt B, = 0)
a smérnice b,, (ma byt B, = 1).

Data: Obsah formaldehydu ve vodg& [mg/l] polarograficky x, redox-titraci y:

x: 76.8 117 129.1 160.1 236.4 258 284.2 303.2 386.2
4743 5324 937.6 2654.3

y: 80.5 112.6 128 152.2 2394 250 287 307.8 391.7
480.2 530.8 934.2 2647.2

ReSent:

1. Odhadovani parametri: klasickou metodou nejmensich &tvercii (MNC) byly nalezeny
odhady parametrii, useku B, a smérnice B, . Studentiiv z-test ukazal, ze isek (absolutni ¢len) B,
je statisticky nevyznamny, zatimco smérnice B, je statisticky vyznamna.

Odhad Smérodatna  Test HO: B[j] = 0 vs. HA: B[j] <0
odchylka t-kriterium hypoteza HO je Hlad. vyznam.
B[ 0] 1.0432E-02 5.6588E-03  1.8436E+00 Akceptovana 0.081

B[ 1] 9.2170E-01 1.9331E-02  4.7681E+01 Zamitnuta 0.000




2. Regresni diagnostika: pdrovy korelacni koeficient R = 0.99585 ukazuje, Ze navrzeny
linearni regresni model je statisticky vyznamny. Vysoka hodnota koeficientu determinace D =
R? (99.17%), piedstavujici procento bodii, vyhovujicich regresnimu modelu ukazuje, Ze v§echny
body vytecéné koresponduji s modelem piimky. St#edni kvadratickd chyba predikce MEP =
4.14E-04 a Akaikovo informacni kritérium AIC = -166.78 se uzivaji k rozliSeni mezi n€kolika
navrzenymi modely. Za optimalni se povazuje model, pro ktery dosahuje MEP a AIC minimalni
hodnotu. Regresni diagnostika dale obsahuje pomiicky a postupy pro interaktivni analyzu (a)
dat, (b) modelu, (c) metody, coz jsou slozky tzv. regresniho tripletu. Vérohodnost nalezenych
odhadti parametrii B,, B, 1ze posoudit na zaklad€ grafu regresniho modelu. Grafy vlivnych bodii
jsou schopny indikovat pritomnost odlehlych hodnot a extrémii. Graf predikovanych rezidui
ukazuje na odlehlé body €. 21, 14, 17. Pregiboniiv graf ukazuje na siln¢ vlivny bod ¢. 21.
Williamsiiv graf indikuje €. 14 a 21 jako odlehlé body a extrémy €. 20, 21. McCulloh-Meeteriv
graf dokazuje odlehlé body ¢. 14,17, 21, ex1rémy ¢. 20, 21. Koneéné L-R graf dokazuje odlehlé
body €. 14, 17, 21 a soucasné extrém €. 20. Lze uzaviit, Ze body ¢. 14, 21 jsou vétSinou
d1agnost1k indikovany Jako odlehlé.
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Obr 1 Grafy vlivnych bodii: (a) graf predlkovanych rezidui a (b) Pregiboniiv graf, ADSTAT
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Obr. 2 Grafy vlivnych bodii: (a) Williamsiiv graf a (b) McCulloh-Meeteriv graf, ADSTAT 1.25
3. Konstrukce zpfesnéného modelu:
(a) Po odstranéni bodi ¢. 14, 17, 21 byly nalezeny odhady parametrii zpfesnéného modelu.

Odhad Smérodatna  Test HO: B[j] = 0 vs. HA: B[j] <0
odchylka t-kriterium hypoteza HO je =~ Hlad. vyznam.
B[ 0] 6.3907E-03  2.4125E-03  2.6490E+00 Zamitnuta 0.018
B[ 1] 9.4034E-01 9.3557E-03 1.0051E+02 Zamitnuta 0.000

Zptesnény model (v zavorce je uveden odhad smérodatné odchylky parametru)




y =0.00639 (0.00241) + 0.9403 (0.0094) x
je doloZen statistickymi charakteristikami: stFedni kvadratickd chyba predikce MEP = 6.15E-05
a Akaikeho informacni kritérium AIC = -174.03 dosahly niz§ich hodnot, ¢imz dokazuji
kvalitn€j$i model nez predesly. Rezidua nyni vykazuji normalni rozd€leni a nevykazuji trend,
stale vSak vykazuji heteroskedasticitu, a proto 1ze doporucit uziti metody vaZenych neymensich
ctverci.

(b) Utzitim statistické vahy (w, = 1/);°) kompenzujeme heteroskedasticitu v datech. ObdrZime
nov¢é spravnéjsi odhady parametrii. Opraveny model ma tvar, (v zavorce je vzdy uveden odhad
smérodatné odchylky parametru) y = 0.00213 (0.00197) + 0.9462 (0.0731) x. JelikoZ doslo ke
snizeni rozhodujicich kritérii, stFedni kvadratické chyby predikce MEP = 5.12E-05 a Akaikeho
informacniho kritéria AIC = -181.63 lze povaZovat tyto odhady za lepsi nez predeslé.

4. Zhodnoceni kvality modelu: nalezeny model ma tvar, (v zavorce je vzdy uveden odhad
smérodatné odchylky parametru) y = 0.00213 (0.00197) + 0.9462 (0.0731) x a interva-lovy
odhad parametrii Gseku B, a smérnice B, bude

by - t,,(18) /D) < B, < by +t, (18 /Dby

apo dosazeni 0.00213 - 2.12 x 0.00197 < B, < 0.00213 +2.12 x 0.00197 vyjde
-0.00205 < B, < 0.00630. Tento interval spolehlivosti iiseku regresni primky zahrnuje
nulu, takzZe Ize usek B, povazovat za nulovy.
Analogicky dosazenim do intervalu spolehlivosti smémice obdrzime nerovnost
0.9462 -2.12 x 0.0731 < B, < 0.9462 +2.12 x 0.0731

apo vy€isleni 0.7912 < B, < 1.1012. JelikoZ tento interval obsahuje jednicku, Ize povazovat
smérnici B, za jednotkovou.

Lze uzavfit, ze tsek regresni pfimky lze povazovat za nulovy B, = 0 a smérnice B, neni
vyznamn¢ odlisna od jednicky. Vysledky nové metody se proto statisticky vyznamné nelisi od
metody standardni.

3. Vzorova uloha: viv parametrii na obsah kadmia v potravindrské psenici (M6.19)
Ukazeme postup analyzy vicerozmérného linearniho regresniho modelu

Y =Bg + By Xy + B % et By Xy s
kde By, By, B>, ..., B,, jsou odhadované parametry: u vzorkli potravinarské psenice byl zjistovan
obsah kadmia v zrmu y v zavislosti na obsahu kadmia v otrubach x,, ve stonku s listy x,a v
kofenovém systému x,. Vysetfenim regresniho tripletu naleznéte nejlepsi vicerozmérmy regresni
model. Vyuzijte k tomu regresni diagnostiku a pomoci parcidlnich regresnich a parcialnich
rezidualnich grafi diskutujte vyznamnost jednotlivych parametrii v modelu stejné jako i jejich
fyzikalni smysl.
Data: Obsah v otrubach x; [mg/1], ve stonku s listy x, [mg/l] a v kofenovém systému x, [mg/l], obsah kadmia v
zru y [mg/1]:

Xy X2 X3 Jy X X2 X3 Y X X2 X3 Jy
1.5 1.5 1.5 1.6, 1.5 1.6 1.3 1.6, 2.0 1.9 2.2 2.1,
2.0 2.0 2.2 2.1, 66 7.1 7.6 8.1, 7.1 82 6.6 7.9,
7.8 9.1 7.1 8.4, 8.4 103 7.8 10.3, 8.4 9.6 8.6 9.6,
8.6 100 9.1 10.8, 9.0 123 105 131, 102 131 11.8 15.1,
1.3 1.3 1.3 1.3, 1.1 1.3 1.2 1.2, 1.3 1.6 1.3 1.5,

1.5 1.6 1.2 1.5

>




Reseni:
1. Navrh modelu: zacina se vZdy od nejjednodussiho modelu, u kterého vystupuji x,, x,, x, v
prvnich mocninach a nevyskytuji se Zadné interakéni ¢leny. Na zacatku analyzy vzdy zafadime
1 absolutni ¢len B, takze pro dana data bude navrzeny regresni model tvaru

Y =By + ByXp + BX + BeXs
2. Predbézna analyza dat: polohu a proménlivost proménnych y, x;, x,, x, charakterizuje
priumér a smérodamd odchylka hodnot kazd¢ promeénné. Pdrovy korelacni koeficient y vs. x,,
Y VS. X,, ¥ Vs. x; ukazuje na vysokou korelaci, vSechny tfi nezavislé proménné x,, x,, x, jsou se
zavisle proménnou y spjaty silnou lineamni zavislosti. Pdrové korelacni koeficienty mezi
dvojicemi vysvétlujicich proménnych ukazuji na silnou korelaci 1 mezi nezavisle proménnymi.
Nejsilnéjsi linearni vztah existuje mezi x; vs. X, au X, vs. X; a X, vs. X; je rovnéz silna korelace.
Blok INDIKACE MULTIKOLINEARITY vykazuje ve vSech kritériich multikolinearitu, protoze
je znacna korelace mezi x; a x,.

Proménna  Priimér Smérodatna  Parovy korelacéni  Spoctena
odchylka koeficient hladina vyznamnosti
y 6.0125E+00 4.8734E+00 1.0000 -
x1 4.8937E+00 3.5692E+00 0.9837 0.000
x2 5.7813E+00 4.5296E+00 0.9935 0.000
x3 5.0813E+00 3.8782E+00 0.9948 0.000
Parové korelacni koeficienty mezi dvojicemi Spoétena
vysvétlyjicich proménnych hladina vyznamnosti
x1 versus x2: 9.9344E-01 0.000
x1 versus x3: 9.8693E-01 0.000
x2 versus x3: 9.8847E-01 0.000
INDIKACE MULTIKOLINEARITY:
C Vlastni &isla  Cisla podmi- Variance inflation Vicenas. korel.
[j]1 korel. matice I[j] nénosti KJj] faktor VIF[j] koef. pro X[j]
1 6.4568E-03 4.6141E+02 8.3272E+01 0.9940
2 1.4307E-02 2.0823E+02 9.4324E+01 0.9947
3 2.9792E+00 1.0000E+00 4.7508E+01 0.9894
Maximalni ¢islo podmingnosti K: 4.6141E+02

Ndpovéda: K[j], K > 1000 indikuje silnou multikolinearitu, VIF[j] > 10 indikuje silnou multikolinearitu.

3. Odhadovani parametri: klasickou metodou nejmensich &étvercti (MNC) byly nalezeny
nejlepsi odhady ¢tyf parametrii By, B, B, Ps. Studentliv -test ukazal, ze absolutni ¢len B, je
statisticky nevyznamny, zatimco ostatni parametry statisticky vyznamné jsou. To je v souladu
1 s biologickou interpretaci: B, se tyka zbytkového obsahu kadmia v zrmu, kdyZz je obsah kadmia
v otrubach (x; = 0), ve stonku (x, = 0) a v kofenovém systému (x, = 0) nulovy. Je zfeyjmé, ze
kdyZ v celé rostlince bude obsah kadmia nulovy, musi byt nulovy obsah i v zrnu a zbytkovy
obsah proto nema ani biologicky smysl. Absolutni ¢len B, je proto nutno ve zpfesnéném modelu
vynechat.

Odhad Smérodatna Test HO: B[j] = 0 vs. HA: B[j] <0
odchylka t-kriterium hypoteza HO je =~ Hlad. vyznam.
B[0] -7.2666E-02 1.3791E-01  -5.2692E-01 Akceptovana 0.608
B[1] -6.8505E-01 19165E-01  -3.5746E+00 Zamitnuta 0.004
B[2] 8.9619E-01 1.6072E-01  5.5761E+00 Zamitnuta 0.000

B[3] 8.3769E-01 1.3322E-01  6.2879E+00 Zamitnuta 0.000




4, ZAkladni statistické charakteristiky: vicendsobny korelacni koeficient R = 0.99858 ukazuye,
ze navrzeny linearni regresni model je statisticky vyznamny. Vysoka hodnota koeficientu
determinace D = R* = 99.716% ukazuje, Ze viechny body vyteéné koresponduji s modelem.
Predikovany koeficient determinace R’, = 99.527% ma podobny vyznam jako koeficient
determinace, je vSak vyc¢islen jinak, misto RSC se ve vztahu uzije MEP. StFedni kvadratickd
chyba predikce MEP = 0.2101 a Akaikovo informacni kritérium AIC = -36.18 se uzivaji k
rozliSeni mezi né€kolika navrzenymi modely. Za optimalni se povazuje model, pro ktery dosahuje
MEP a AIC minimalni hodnotu.
5. Regresni diagnostika: obsahuje pomiicky a postupy pro interaktivni analyzu (a) dat, (b)
modelu, (¢) metody, coZ jsou slozky tzv. regresniho tripletu.
5.1 Data: sklada se z analyzy n¢kolika druhii grafickych diagnostik a tabulek riiznych druhti
rezidui.

(a) Analyza klasickych rezidui neni prfili§ spolehliva, protoze klasickd rezidua jsou
korelovana, s nekonstantnim rozptylem, jevi se normalnéj$i nez nadhodné chyby (efekt
supernormality) a nemusi indikovat siln€ odlehlé hodnoty. Graficka analyza € vs. Y, je vak

schopna indikovat podezielé body, trend, a neckonstantnost podminéného rozptylu tj.
heteroskedasticitu. Miry polohy a rozptyleni klasickych rezidui by mély dosahovat hodnot
blizkych experimentalnimu Sumu. Odhad smérodamé odchylky s(e) by se m¢l blizit svou
velikosti experimentalni chybé, kterou je zatiZena zavisle proménna. Odhad Sikmosti a odhad
Spicatosti by mély dokazovat normalni rozd¢€leni rezidui, normalitu.
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Obr. 3 (a) Indexovy graf absolutnich hodnot klasickych Obr. 3 (b) Indexovy graf Jackknife rezidui,

rezidui, ADSTAT 3.0 ADSTAT 3.0
Rezidualni soudet étvercii : 1.0114E+00
Primér absolutnich hodnot rezidui : 1.9048E-01
Prumér relativnich rezidui : 4.3750E+00
Odhad rezidualniho rozptylu : 8.4282E-02
Odhad smérodatné odchylky rezidui :2.9031E-01
Odhad Sikmosti rezidui : 9.2354E-02
Odhad spicatosti rezidui : 2.8755E+00

(b) Analyza ostatnich rezidui: Jackknife rezidua indikuji odlehlé body, diagonalni prvky H;
od projekéni matice H a diagonalni prvky H,; od zobecnéné projekéni matice H ,, pouze
extrémy. Ostatni druhy rezidui a kritéria v tabulce pak oboji. Jackknife rezidua el[i] ukazuyi, ze
bod €. 11 a 12 je odlehly, stejné tak 1 Cookova vzdalenost D[i], Atkinsova vzdalenost A[i]
ukazuji na ¢. 8, 11, 12, kritérium DFJ[i] na ¢. 8, 11, 12 a vérohodnostni vzdalenosti LD(b)[i] a
LD(s?[i] na €. 11 a LD(b, s*)[i] na &. 11 a 12. Diagonalni prvky H[i, i] projekéni matice H




ukazuji na extrémy €. 5 a 11, a diagonalni prvky Hm[i, 1] zobecnéné projekéni matice H,, pak
na extrémy €. 11 a 12.

(c) Grafy vlivnych bodii jsou schopny indikovat a soucasné 1 testovat, dokazovat piitomnost
odlehlych hodnot a extrémii. Graf predikovanych rezidui ukazuje na odlehlé body €. 8, 11, 12
a Castecné na extrémy €. 11 a 12. Pregiboniiv graf ukazuje na stfedné vlivné body ¢. 11 a 12.
Williamsiiv graf indikuje €. 11 a 12 jako odlehl€ body a extrémy €. 11 a 12. McCulloh-Meeteriiv
graf dokazuje odlehlé body €. 11 a 12, extrémy ¢. 8 a 11. Kone¢né L-R graf dokazuje odlehlé
body €. 8, 11 a 12 aextrémy ¢. 11, 12 a 9.

Lze uzaviit, ze body €. 11 a 12 jsou vétSinou diagnostik prokazany za odlehlé, a proto je
tfeba je dale provéfit nebo z vybéru vylouéit.
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Obr. 4 Grafy vlivnych bodii: (a) Graf predikovanych rezidui a (b) Pregiboniiv graf, ADSTAT 3.0
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Obr. 5 Grafy vlivnych bodii: (a) Williamsiiv graf a (b) McCulloh-Meeteriv graf, ADSTAT 3.0
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Obr. 6 Grafy vlivnych bodii: (a) L-R graf, (b) Indexovy

graf Cookovy vzdalenosti, ADSTAT 3.0
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Obr. 7 Grafy vlivnych bodii: (a) Indexovy graf Atkinsonovy vzdalenosti, (b) Indexovy graf vérohodnostni
vzdalenosti, ADSTAT 3.0

(d) Indexové grafy upozomuji na podezielé body. Andrewsiiv indexovy graf a graf
normovanych rezidui ukazuji na podezrelé body €. 5, 8, 11, 12. Indexovy graf prvkii projekcni
matice H pak na podezielé extrémy €. 5, 8, 11.
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Obr. 8 Grafy vlivnych bodii: (a) Indexovy graf prvkii H projekéni matice, ADSTAT 3.0

(¢) Rankitové grafy ukazuji vedle normality rozdé€leni doty¢nych rezidui i na vlivné (zde
odlehlé) body. Graf normovanych rezidui ukazuje na zacatku €. 11 a na konci €. 12 jako odlehlé



body. Graf Jackknife rezidui €. 11 a 12 jako odlehlé. Po odstranéni dvou odlehlych bodu €. 11
a 12 Ize konstatovat, ze zbytek dat nevykazuje odchylky od normality.
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Obr. 9 Rankitové Q-Q grafy: (a) Graf normovanych rezidui, (b) Graf Jackknife rezidui, ADSTAT 3.0

5.2 Model: Parcidini regresni grafy, ale ptedev§im parcidlni rezidudlni grafy ukazuji na
Cisté linearni zavislosti jednotlivych nezavisle proménnych. Vedle posouzeni zavislosti
navrzeného regresniho modelu umoziuji také indikovat vlivné body, a to ¢. 5, 8, 11 a 12.
Navrzeny model se jevi stran €lenti B, X, + B,X, + P;X; spravny, pouze B, je nadbytecné.
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Obr. 10 Parcialni regresni grafy: (a) pro proménnou x, , (b) pro proménnou x, , ADSTAT 1.25

Obr. 10 (c) pro proménnou x,, ADSTAT 1.25 Obr. 11 (a) Parcidlni rezidudlni graf pro
proménnou x, , ADSTAT 1.25
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Obr. 11 Parcialni rezidualni grafy (b) pro proménnou x,, (¢) pro prom&nnou x,, ADSTAT 1.25

5.3 Metoda: do této ¢asti patfi vySetfeni splnéni zakladnich predpokladii metody nejmensich
&verctt (MNC), za kterych by méla vést k nejlep$im nestrannym linearnim odhadim regresnich
parametri:

Fisher-Snedecoriiv test vyznamnosti regrese potvrdil, Ze navrzeny model je pfijat jako
vyznamny, jinymi slovy: zavisle proménné y a nezavisle proménné x,, x, x; jsou v linearni
zavislosti.

Scottovo kritérium multikolinearity ukazuje, Ze navrzeny model neni korektni s ohledem na
vazby mezi proménnymi.

Cook-Weisbergitv test heteroskedasticity dokazuje, ze rezidua vykazuji heteroskedasticitu
(nekonstantnost rozptylu).

Jarque-Berraiiv test normality rezidui ukazuje, ze klasicka rezidua vykazuyi Gaussovo
rozdéleni.

Waldiv test autokorelace ukazuje, Ze klasicka rezidua jsou autokorelovana.

Znaménkovy test prokazuje, Ze znaménko klasickych rezidui se dostatecné stiida, a proto
rezidua nevykazuji zadny trend.

TESTOVANI REGRESNIHO TRIPLETU (DATA + MODEL + METODA):

Fisher-Snedocoriv test vyznamnosti regrese, F : 1.4050E+03
Tabulkovy kvantil, F(1-alpha,m-1,n-m) : 3.4903E+00
Zavér: Navrzeny model je prijat jako vyznamny.

Spoctena hladina vyznamnosti :0.000

Scottovo kriterium multikolinearity, M :9.6119E-01
Zavér: Navrzeny model neni korektni.

Cook-Weisbergiiv test heteroskedasticity, Sf : 1.9926E+01
Tabulkovy kvantil, Chi*2(1-alpha,1) : 3.8415E+00
Zavér: Rezidua vykazuji heteroskedasticitu.

Spoctena hladina vyznamnosti :0.000

Jarque-Berraiiv test normality rezidui, L(e) : 3.3085E-02
Tabulkovy kvantil, Chi*2(1-alpha,2) : 5.9915E+00
Zavér: Normalita je pfijata.

Spoctena hladina vyznamnosti :0.984

Waldiiv test autokorelace, Wa : 1.0320E+01
Tabulkovy kvantil, Chi*2(1-alpha,1) : 3.8415E+00

Zavér: Rezidua jsou autokorelovana.
Spoctena hladina vyznamnosti :0.001




Znamékovy test, Dt :-1.9739E-01

Tabulkovy kvantil, N(1-alpha/2) : 1.6449E+00
Zavér: Rezidua nevykazuji trend.
Spoctena hladina vyznamnosti :0.422

Graf autokorelace vykazuje priblizn€ mrak bodi rezidui.
Graf heteroskedasticity vykazuje klin, a proto rezidua vykazuji heteroskedasticitu,
nekonstantnost rozptylu.

Obr. 12 (a) Graf autokorelace, a (b) Graf heteroskedasticity, ADSTAT 1.25

6. Konstrukce zpiesnéného modelu: (a) Po odstranéni bodu €. 11 a 12 a absolutniho ¢lenu
B, byly nalezeny nové odhady parametrii zpfesnéného modelu.

Odhad Smérodatna Test HO: B[j] = 0 vs. HA: B[j] <0
odchylka t-kriterium hypoteza HO je Hlad. vyznam.
B[0] 0.0000E+00  -——— = ———— e e
B[1] -1.1808E+00 3.8271E-01  -3.0854E+00 Zamitnuta 0.010
B[2] 1.2454E+00 2.3610E-01  5.2751E+00 Zamitnuta 0.000
B[3] 9.1666E-01 1.5049E-01  6.0910E+00 Zamitnuta 0.000

Zptesnény model (v zavorce je uveden odhad smérodatné odchylky parametru)

y=-1.18 (0.38) x, + 1.25 (0.24) x, + 0.92 (0.15) x,
je dolozen statistickymi charakteristikami: vicendsobny korelacni koeficient R = 0.9990,
koeficient determinace D = 99.80% a predikovany koeficient determinace R*, = 99.79%
dosahly vesmes vysokych hodnot. StFedni kvadraticka chyba predikce MEP = 6.078E-02 a
Akaikeho informacni kritérium AIC = -43.472 dosahly nizsich hodnot, coz dokazuje lepsi model
nez predesly.

(b) Utzitim statistické vahy (w, = 1/;°) kompenzujeme heteroskedasticitu v datech. ObdrZime
nové odhady parametrli, v nichz vSak parametr B, vychazi jako statisticky nevyznamny.
Opraveny model ma tvar (v zavorce je vzdy uveden odhad smérodatné odchylky parametru) y
=0.62 (0.17) x, + 0.36 (0.15) x,. Jelikoz do§lo k vyznamnému sniZeni rozhoduyicich kritérii,
st¥edni kvadratické chyby predikce MEP = 1.23E-02 a Akaikeho informacniho kritéria AIC =
-62.09, 1ze povazovat tyto odhady za lepsi nez predesié.

7. Zhodnoceni kvality modelu: porovnanim hodnot regresni diagnostiky 1ze snadno provést
zhodnoceni regresniho tripletu dosaZzeného linearniho regresniho modelu pro upravena data,
zbavena odlehlych hodnot a upraveny regresni model bez absolutniho ¢lenu a metodou vazenych
nejmensich ¢tvercli. Nalezeny model ma tvar (v zavorce je vzdy uveden odhad smérodatné
odchylky parametru)

y=0.62(0.17) x, + 0.36 (0.15) x,



¢ili obsah kadmia v zrnu potravinarské pSenice je funkci pouze obsahu kadmia ve stonku a v
kofenovém systému a neni funkci obsahu kadmia v otrubach a ddle nema smysl uvadét ani
zbytkovy obsah kadmia v zrnu pii nulovém obsahu kadmia ve zbytku rostlinky.

Doporucena literatura a software:

(1) Milan Meloun a Jifi Militky: Statistické zpracovadni experimentdlnich dat, Plus
Praha 1994, resp. East Publishing Praha 1998.

(2) Milan Meloun a Jiti Militky: Statistické zpracovadni experimentdlnich dat - Sbirka
uloh, Univerzita pardubice 1996.

(3) ADSTAT 1.25, 2.0 a verze 3.0, TriloByte Statistical Software Pardubice, 1992,
1993, 1999.



