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1. Uvod

Mezi nejfrekventovagSi Ulohy statistického zpracovani dat fiategrese a korelace
[1]. BohuZel také ud&chto Uloh dochazi velmtasto k mylné interpretaci a (ne)z&meému
zneuziti. V této préci je pozornost z&tana na formak nejjednodussi problém tj. parovy
korelaini koeficientp a jeho odhad r. Jsou uvedeny zakladni pojmy a souvislosti Kmibta
koeficientu. Je &inén pokus o objasimi rekterych gekvapivych viastnosti tohoto koeficientu
v piipadech, kdy se pouZije na obecnd data neodpovidajici zakladrgaipgkladm
(dvourozmgrna normalita).

Sam objev koncepce regrese a korelace Francisem Galtonerfeloap 20 - tého
stoleti pati k zdkladnim milnikim rozvoje statistiky. Jak je i tady dalSich zakladnich objv
obvyklé, je dnes standarélnklasicky péarovy korekni koeficient ozn&ovan jménem
Pearsofiv podle Karla Pearsona, ktery vr. 1920 precizoval mySlenky Galtona z roku 1888
(viz diskuse v [2]).

Galton ve svych pracich oédi¢nosti zaved! elipsy konstantni hustoty a navrhl
korelani koeficient p jako miru linearni regrese. Korelai koeficient identifikoval jako
smernici regresni pimky ve standardizovanych prémmych.

Pearson zesnilfadu Galtonovych myslenek, nage pokud je dvouroz#émnna hustota
pravéEpodobnosti normalni je regrese Y na X linearni sérsimi p VvD(Y)/VD(X). Zde D(Y) a
D(X) jsou rozptyly ndhodnych prognnych Y a X. Pearson také navrhl vifes odhad pro p
a jejich chyb. Jeho Zak Yule ukazal, Ze pdsia aby regrese byla linearni s konstantnim
rozptylem a srérnice bude mit stale tvgs/D(Y)/ VD(X). Pearson sam se bezéSps snazil o
zobecwni korela&niho koeficientu na fipad nelinearni heteroskedastické regrese. To se
poddilo az Bjervemu a Doksumovi vr. 1993 [3]. Z dalSich, Ktese zaslouZili o rozvoj
koncepce korekniho koeficientu je #ejme nejvyznamijSi R. A. Fisher, ktery ufil rozdéleni
vybéroveho korelaniho koeficientu. Ten také povazoval korala koeficient za pirozenou
miru asociace mezi dwma prongnnymi a zavedl jeho pouZiti ve studiich o genetice.

Rada praci z nejizngjSich obofi vyuZiva agasto zneuZiva koralaiho koeficientu pro
vyjadreni souvislosti mezi dvna veltinami. Je to zfisobeno hlavéatim, Ze \&tSina nestatistik
chape vysokou korelaci za potvrzerigmné souvislosti a nulovou korelaci za nezavislost. |
lidé poweni o zakladnich souvislostech v3asto stoji ped problémem typu jak interpretovat
korelani koeficient ve speciélnichijpadech a prd se viasté chova tak zvlas Cilem této
prace je pokus o odhalen¢kterych znadmych adkterych gekvapivych viastnosti korelaiho
koeficientu.

2. Charakterizace dvourozn&rné nahodné veltiny

V této kapitole jsou shrnuty z&kladni pojmy a charakteristiky tykajici se dvoufioEm
nahodné veliny. Podrobnosti a odvozeni Ize nalézt v knize [1]. UvaZzujme déhodné
veliciny Y a X shustotami prawpodobnosti fiy) a f(x) a sdruzenou hustotou
pravéEpodobnosti f(y,x). Sdruzena hustota prgwddobnosti pro d¥ nezavislé nahodné
veliciny se standardizovanym normalnim réteshim je na obr 1.
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Obr 1. Dvourozrarné normalni rozéleni pro nezavislé ndhodné vty (nulovy korelg&ni
koeficient)

Na obr. 2 je sdruzend hustota pr&pddobnosti pro d¥ siiné korelované nadhodné
veliciny se standardizovanym normalnim reteshim (korel&ni koeficient 0.9).
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Obr 2. Dvouroznsrné normalni rozéleni pro zavislé nahodné why (korelani koeficient
0.9)



Pro charakterizaci jednotlivych ndhodnych #elise standardnpouZzivaji momentové
charakteristiky jako jsou #dni hodnoty E(Y), E(X) a rozptyly D(Y), D(X).

Zakladni vlastnosti #édnich hodnot E(.) a rozptylD (.) je moZzno nalézt v kazdé
piiru¢ce matematické statistiky resp. v knihach o zpracovani dat.(fi}). Pri charakterizaci
rozckleni ndhodného vektoru je nutné také definovat miry intenzity vztahu mezi jeho slozkami
Y a X . Zakladni takovou mirou je druhy smiSeny centralni moment nazyvany kovariance
cov(Y,X), kterd je jednoduSe definovana vztahem

cov(Y, X) = E(Y* X) - E(X)* E(Y) 1)

Kovariance ma tyto zakladni vlastnosti:

1) cov(Y,X) =0, tj._nekorelovanost znamena, Ze

a) E(Y*X) =0 a zarova E(Y) = E(X) =0,

by E(Y*X)=E(Y).E(X)
Pripad ad a) plati pro situaci, kdy jsou Y a X centrované nahodné&imela zarove
ortogonalni, (tj. skalarni s@in n-tice realizacigchto prongnnych je nulovy.).
Pripad ad b) plati pro situaci, kdy jsou nahodnédmji Y a X , nezavislé (pak je také sdruzena
distribweni funkce F(Y , X) = F(Y) * F( X) atd.)
Pozor z vySe uvedeného plyne, Ze nekorelovanost neznamenaéobezavislost! Pouze pro
piipad vicerozrérného normalniho rozteni skuté€né nekorelovanost odpovida nezavislosti.

2) Cim je stupg intenzity vztahu meX a X a vy3si, tim je vy3Si i kovarianckimitou je
kdyZ jsou Y a X lineard zavislé. Pak Y =u X+f , D(Y) = o * D(X) resp. a = VD(Y) /ND(X)
a
Cov(Y,X) = E(@ X*+BX) — E(X)*E(a X+p) = a D(X) = D(Y)/a =vD(X)* vD(Y)
(2)

Pojem intenzita vztahu se tyka miry linearity mezi Y a X . Pro nelinearni vztai#e myjit
kovariance nulova. To je patrné #lladu 1.

3) Kovariance je symetrickou funkci svych argumetjt
cov (Y,X) =cov (X,Y)

4) Kovariance dvou nahodnych prémmych Y a X se nefni posunem péatku. Tedy pro d¢
deterministické konstanty a,b je
cov (Y+a, X+Db)=cov(Y,X)

5) Znena n¥ritka ndhodnych progmnych se projevi zémou kovariance o stejné faktary
Tedy pro d¥ deterministické konstanty a, b je
cov ( Y*a, X*b) =a*b. cov (Y, X)

Z prvniho tvrzeni plyne, Ze existufiazné situace, kdy jsou d¥ nahodné vetiny
nekorelované. V praxi seébré zangtiuje pojem_nezavislost a nekorelovanasttasto i
ortogonalita.Objasime si tyto dilezité pojmy na pipac, kdy je k dispozici dvourozginy
nahodny vyBr (yi , X ) pro i = 1...N zrozaéleni ndhodnych valin Y a X tedy mame dva
vektory X, ¥ Obecr jsou tyto vektory_linearé nezavislé pokud nelze nalézt nenulovou
konstantu C takovou, Ze C* x = YPro ortogonalniektory plati, Ze jejich skalarni som je




N
nulovy, tedy X y = 0, a pro nekorelované nahodné ¥iely plati, Ze Z(xi -X)(y, —-y) =0,
i=1
kde X a y jsou aritmetické pramery.
Plati, Ze linedrné nezavidé vektory nemusi byt ani ortogondni ani nekorelované. Na druhé
strané jsou nekorelované nahodné veliciny vzdy linearné nezavidé. Pokud jsou Y a X nahodné
veli¢iny mohou vSak byt piesné nelinearne zavidé. Pokud jsou nahodné veli¢iny centrované (tj.
maji nulové stiedni hodnoty), je ortogonalita shodna s nekorelovanosti.

Priklad 1

Urceme kovarianci mezi centrovanymi nahodnymi veli¢cinami Y a Xc = X — E(X) , mezi
kterymi je presna kvadraticka zavislost Y = Xc®. ProtoZe Xc je centrovana néhodna veligina
snulovou stiedni hodnotou plati pro kovarianci C(Y,Xc) vztah cov(Y,Xc) = E(Xc**Xc)
=E(Xc®). Pro ptipad, Ze méa néhodna velicina X ¢ symetrické unimodani rozdgleni jsou jeji liché
centrdni momenty nulové. Tedy i cov(Y,Xc) =01 kdyZz mezi nimi plati kvadraticka zavidost.
Na obr. 3 je znadzornéno 10 000 bodi kde x-ové souradnice jsou generovany z normalniho
standardizovaného rozdgleni a y-nové souradnice jsou x°. Jsou tam znézorngny také regresni
piimky E(Y/x) = horizontda a E(X/y) = vertikda. Nulova smérnice odpovida nulovému
korelagnimu koeficientu.
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Obr 3. Pripad nulového korelacniho koeficientu pro funkéni zavislost

Nevyhodou kovariance pro vyjadieni intenzity linearniho vztahu mezi je fakt, Ze jgi hodnoty
z&visgji narozptylech D(Y) aD(X), atedy i na métitku, ve kterém jsou vyjadieny Y a X. Proto
je vhodné zavést standardizovanou kovarianci p(Y,X) = p, kterd se nazyva korelacni
koeficient. Ten je definovan pomérem

= cov (Y, X) 3)
JD(Y)* D(X)

Korelacni koeficient leziv rozmezi (-1,1). Pro p = 0 jde o nekorelované nahodné veliciny.
Pokud je p > 0, jde o pozitivné korelovang, a pokud je p < O, jde o negativné korelované
nadhodné veli¢iny. Pro pozitivné korelované nahodné veliciny plati, Ze zvétSovani (zmenSovani)




jedné ndhodné veli¢iny vede v praméru ke zvétSovani (zmenSovani) druhé nahodné veliciny.
Pro negativné korelované nahodné veli¢iny je tomu naopak.

Korela¢ni koeficientmatyto zakladni vlastnosti:

1) rovnost p = 1 ukazuje, Zemezi Y a X je presné linedrni zavisost. Pokud je p blizké jedné,
je mezi odpovidajicimi ndhodnymi velic¢inami intenzivni linearni asociace.

2) pokud jsou Y a X nezavidé, je vzdy p = 0. Také pro nelinearné funkéne zavidé veliciny
vSak maze byt p = 0 (viz priklad 1)

3) pokud maji Y a X dvourozmerné normalni rozdéleni, znamend p = 0, Ze jsou nezavisé
4) korelacni koeficient p(X,X) ap(Y,Y) je roven jedné.

5) hodnota korelacniho koeficientu je invariantni vici linearni transformaci nahodnych
prome¢nnych Y a X . Tedy pro deterministické konstanty a, b, c, d plati, Zze

p (@Y+c, b*X+d) = p(Y,X)*sign(a*b) , kde sign(a*b) je znaménkovéa funkce (sign (x) =1 pro
x>0,9gn(x) =0prox=0asign (x) =-1prox<0)

6) Pokud jde o lineérni zavisost Y= a*X + b, jevzdy p = sign(a)
7) Korelacni koeficient je symetrickou funkci argumenti.

Vlastnost 5) se ¢asto vyuziva pii anadlyze dat, protoZze umoziuje préci v raznych

soustavach jednotek. Také ukazuje na jednu interpretaci korelatniho koeficientu. Pro
standardizované ndhodné veli¢iny Ys = (Y-E(Y))/ VD(Y) a Xs = (X-E(X))/ VD(X), s nulovymi
stiednimi hodnotami a jednotkovymi rozptyly plati, ze p (Ys, Xs) = p(Y,X) = E(Ys, Xs). Z
toho plyne, Ze korelacni koeficient je roven stredni hodnoté soucinu standardizovanych
nahodnych velicin.
Korelatni koeficient velmi Uzce souvisi spojmem regrese. Statisticky je regrese Y na X
podminénd stiedni hodnota E(Y/x) a lze ji tedy odvodit ze znalosti podminéné hustoty
pravdépodobnosti f(y/x) resp. sdruzené hustoty pravdépodobnosti f(y,x). Pro ptipad Ze f(y,x) a
f(y) jsou hustoty pravdépodobnosti norméniho rozdéleni ma teoreticka regrese tvar

D(Y)
D(X)

E(Y/X)=E(X)+p (x=E(X)) (4)

Rov. (4) je ztgjme rovnici piimky E(Y/X) = a*X + b se smérnici a = p*VD(Y) AND( X) a
Usekem , b = E(Y) - a*E(X), kterd prochézi tezistém o souradnicich E(Y), E(X). Je tedy
zigmé, Ze teoretické regresni funkce pro piipad, Zze Y, X maji dvourozmérné normalni
rozdéleni, je skutecne linedrni. Pro odpovidajici podmineny rozptyl D('Y /x) plati, Ze

D(Y/x) =D(Y)* (1~ p?) ()

Podmineny rozptyl tedy nezévisi na podmince a teoreticka regresni funkce pro pripad, ze 'Y, X
maji dvourozmeérné normalni rozdeleni, je homoskedastick& D& se snadno dokézat, ze




D(Y/x) = E[(Y —a* x—h)?] (6)

Z tohoto vztahu arov. (5) Ize odvodit, Ze korelacni koeficient je také roven

p:Jl_M:\/l_M 7)
D(Y) D(Y)

Druha rovnost plati jen pro pripad homoskedasticity. Vztah (7) - prvni rovnost Ize pouzit i
pro obecngjSi vyjadieni zavidosti mezi nahodnymi veli¢inami, kdy D(Y/x) se nepogita z rov.
(5). Pak se p oznxtuje jako korelatni pomeér n. Pomoci rov. (7) lze snadno urcit korelagni
koeficienty (pomery) i pro rizné empirické regrese.

Analogicky plati pro regresi E(X/y) v pripadé dvourozmeérnéno normaniho rozdéleni linearni
vztah

E(X/y) =E(Y)+p %(y—E(Y)) ®)

prochézejici opét tezistem. Smérnice této regrese ¢ = p*VD(X) AD( Y). Odpovidgici
podminény rozptyl D( X/y) matvar

D(X/y)=D(X)* (1~ p) (9)

Je patrné, Ze se smérnice obou teoretickych regresi lisi Lze snadno zjistit, Ze ¢ = p?/a.
Ctverec korelacniho koeficientu je pak roven soucinu obou smérnic.

p’=a*c (10)

Rov. (10) ukazuje, Ze ¢im bude vysSikorelacni koeficient, tim vice se budou obe regrese blizit
aprop =1sgpynou Pro p = 0 bude a =c = 0, tj. ob¢ regrese budou rovnobézne
s odpovidagjicimi osami souradného systému a budou mit rovnice E( Y/x) = E(X) resp.

E( X/y) =E(Y). Uhel mezi témito regresemi bude roven y = 90°.

Pokud je korelagni koeficient nenulovy a kladny, plati pro Uhel mezi obéma regresemi vztah

gy = 4= DC)" DY) )

p* (D(X) +D(Y))

Z uvedeného je patrné, Ze pro pripad nenulového korelacniho koeficientu existuji dveé razne
regrese.

Na obr. 4 je zndzornéno 100 bodid kde x-ové souiadnice jsou generovény z normalniho
rozdéleni se stiedni hodnotou O a jednotkovym rozptylem tj. x = N(0,1) a y-nové souradnice
jsou generovany jako y = 1*x+ N(0,1). Jsou tam vyneseny také regresni piimky y = 0.997*x +
0.1ax = 0.4743*y - 0.054. Korelacni koeficient je roven 0.69. Teoretické hodnoty jsou D(X)
=1, D(Y) = 2, cov(X,Y) =1, p =1/N2=0.707 , E(Y/X) = 1*x aE(X/y) = 0.5*y. Je patrny rozdil
mezi regresemi E(Y/x) a E(X/y) avliv menSho poctu dat na vysledky regrese.



Obr 4. Lineérni regrese pro normélng rozdslena data (p =1/v2).

V nékterych Ulohéch je problémem volba typu regrese, protoZze neexistuje zdavodnéni pro
vybér E(Y/x) ani E(X/y). Pak je mozno volit pro vyjadieni vztahu mezi a magji hlavni osu
elipsy konstantni hustoty [1].

Pri praktické aplikaci uvedenych vztahi se teoretické stiedni hodnoty, teoretické
rozptyly a populacni korelacni koeficient nahrazuji odhady pocitanymi na zékladé vyberu
velikosti N. Je tedy patrné, Ze ze zakladnich charakteristik ndhodnych veli¢in Ize uréit vsechny
parametry korelagniho modelu.

Vyrazného zjednoduSeni vztahi pro linedrni regres je mozno docilit zavedenim
standardizovanych proménnych Ys= (Y-E(Y))/VD(Y) aXs= (X-E(X))/VD(X).

Snadno |ze zjigtit, Ze plati

E(Ys/xs) = p* Xs resp. E(Xs/ys) = p*Ys (12

Rov. (12) jsou odvozeny s vyuzitim fakta, Ze standardizované promenné maji nulovy pramer a
jednotkovy rozptyl a korelaéni koeficient je nezévidy na linearni transformaci argumentu.
Z rov. (12) plyne geometricky vyznam korelacniho koeficientu jako smernice Uhlu, ktery svira
regresni piimka ve standardizovanych souradnicich sosou x (pokud jde o E( Y/x ) ), resp.
sosouy (pokud jdeo E( X /y ). Regresni koeficient a, resp. ¢ (smeérnice regresni piimky) je
ve standardizovanych souradnicich

roven parovému korelatnimu koeficientu. To usnadiiuje jeho interpretaci. Z uvedeného plyne,
Zei pri regres v pavodnich promeénnych je korelacni koeficient Gzce spjat se smérnici regresni
piimky.

Smeérnice regresni piimky je tedy vazeny korelaéni koeficient, kde ,vahy* jsou amerné podilu
smerodatnych odchylek obou ndhodnych proménnych.




Poznamka:

To je duvod, pro¢ se i pii empirické regresi jevi korelacni koeficient zavidy na velikosti
smernice regresni primky. Presnéji jde o zavidost smérnice regresni primky na velikosti
korelatniho koeficientu. V pripade vybérového korelagniho koeficientu je Stuace jesté
komplikovana pokud existuje omezené rozmezi dat resp. dalSi omezeni neodpovidgjici
nahodnému vyberu..

Proto, aby byla teoretickd regrese linearni nepostacuje pouze normalita, margindnich
rozdgleni.

Také podminéné, resp. sdruzené rozdéleni musi byt norméni. To je tieba mit na pameti pri
ovérovani typu teoreticke regrese.

3. Vybérovy korelaéni koeficient
Jak jiz bylo uvedeno je parovy (Gaton-Pearsoniv) korelacni koeficient viastne
standardizovana kovariace. Na zékladé N-tice experimentalnich dat (x; , yi) 0 nichZz se v ramci
dosavadnich Uvah predpoklada, Ze jde o dvourozmerny nahodny vybér je mozné stanovit
vybérovy korelatni koeficient r , pii ndhradé populatnich charakteristik jegich odhady.
Veélicina r je ndhodna proménna a pro dany rozsah vybéru zaezi jgi rozdéleni na hodnote
teoretického korelacniho koeficientu p .
Omezme se ngidiive na pripad, kdy je smultanni rozdeéleni velicin (Y,X), dvourozmerné
norméalni a p = 0. Pak je hustota pravdépodobnosti f(r) symetricka kolem nuly. D& se ukézat,
Ze transformovana nédhodna velicina

:r*«/N—Z
J1-r?

ma Studentovo rozdeéleni s (n-2) stupni volnosti.

Toho Ize vyuzit pro test nezavidosti (pro dvourozmérné normalni rozdéleni je
nekorelovanost totoZzna s nezévidosti), tedy testovani hypotézy H , : p= 0 proti rdaznym
aternativam H. Vyjde-li hodnotat z rov. (13) veétSinez kvantil Studentova rozdéleni, zamita se
H, nazvolené hlading vyznamnosti. Uvedeny test nezavisosti je silné nerobustni. Plati pouze
v pripadé simultanni normality Y, X. Pro urychleni konvergence vhodné funkce vybérového
korelatniho koeficientu k norménimu rozdéleni je mozno pouzit napr. zndmé Fisherovy
transformace z = arctgh(r). Pro N>50 ma ndhodna veli¢ina z priblizné normani rozdéleni se
stiedni hodnotou E(z) = arctgh(p) arozptylem D(z) = 1/(N-3).

Jednoduché je Harleyova transformace H(r) = (n - 2)*° arcsin (r) a Rubenova
transformace R(r) = (n - 2,5)%°r / (1 - 0,5r* )*°. Néhodné veliginy H(r) i R(r) jiz maji i pro
mensivybéry normované normalni rozdgleni.
teoreticky korelacni koeficient p # 0. Pak je pro maé rozsahy vybéru hustota
pravdepodobnosti f(r/p) vybérového korelacniho koeficientu silné nesymetrickd. Pro velké
rozsahy vybéru (od cca N=500) je mozno hustotu pravdépodobnosti f(r/p) aproximovat
normédnim rozdslenim se stiedni hodnotou E(r) = p a rozptylem D(r) = (1-p%)* / (N-1).
Normalita plati i pro SrSi tridu eliptickych rozdéleni se Spicatosti g,, kdy se pouze rozptyl
nasobi faktorem 1+ g,.

Pro pripad, Ze teoreticky korelacni koeficient je p, plati vybérovy korelaéni koeficient r urceny
z N-tice dat tyto relace:

t (13)




Stiedni hodnota

E(r):er(l_pz)*[_2(Np—1)+8[()|\|_53[1))2 o (14)

Rozptyl
1 o0 11p?
D(r) = N (1-p7)[1+ 2(N _1)+ ----- ] (15)
Sikmost
= - 6’0
gl(r) m[""]
Spicatost
~_6(12,02—1)
0,(1) = == ]

Pro malé vybéry je vybérovy korelacni koeficient r vychyleny. Vychyleni b = E(r)- p je
tedy v prvnim priblizeni umeérne

sz(r)—pz—% (16)

To znamend, Ze pro p>0 je vybeérovy korelagni koeficient r podhodnoceny.

Napi. pro p = 0.8 aN = 10 vyjde E(r) = 0.78. Lze pouzit také korigovany korelacni koeficient,
ktery se v&ak od N = 15 liSi od nekorigovaného o méng nez 5%. Casto se misto r pouziva jeho
Stverec r? oznatovany jako koeficient determinace. Pro piipad, Ze p = 0 je stiedni hodnota

1

E(r®)= N1

(17)

Koeficient determinace vychézi tedy pro p = 0 amaaN nadhodnoceny. Napi. prop =0aN =
5 vyjde E(r’) = 0.25. Pro zlep3eni statistickych vlastnosti r se pouzivaji razné transformace.
Velmi jednoducha je napi. Nairova transformace

r-p
1-r*p

u=

(18)

Véli¢inau ma priblizné normalni rozdeleni se stiedni hodnotou E(u) = 0 arozptylem
D(u) =(N-1)™.

4. I nter pretace kor elaéniho koeficientu

Pro ilustraci chovani vybérového korelacniho koeficientu v riznych situacich, kdy napi.
ngjsou spinény podminky ndhodného vybeéru, je vyhodné uvazovat, Ze data (X ,yi) i =1..N,
predstavuji dva N rozmérné vektory x ay. Pro odstranéni zavidosti na posunu pocatku Ize
provést centrovani tj. odecteni pridusnych aritmetickych prameéra. Pak x, =x-1*Xa
Y. =y -1*Yy.Zdel jejednotkovy vektor. Snadno Ize zjistit, ze korelacni koeficient je roven



_ xeye) o (xy)
d(x)*d(y,)  d()*d(y)

=cos(a) (18)

Zde (x,y)je skalarni sougin a d(x) =4/(x,x) je délka vektoru. Korelagni koeficient je tedy

kosinus Uhlu mezi vektoremy a x. Jiz z tohoto vyjadieni je patrné, Ze Uhel mezi x ay ukazuje
na miru linearni zavidosti . V linedrni algebie se pro vyjadieni miry linearity mezi dvéma
vektory pouzivé determinant Gramovy matice Ta mé pro pipad sejnych délek ||X| =|y| tvar

[4]
d(x)? , 2 1 cosa
S UERARE
(xy) d(y) cosa 1

Vlagtni ¢idajsou A,, =1+ cosa adeterminant Gramovy matice je det(G) =A,* A, .
Z vyj&dieni korelacniho koeficientu ve tvaru (18) pak vyjde

Vlastni ¢idatedy souvisi se zmenami r s ohledem na zavislost obou vektort. Pokud A, =0oba
vektory jsou kolinedrni apro A, = A, jsou vektory ortogonalni coz maze byt i pripad kdy jsou
body (x ,yi) maximalné rozptylené vtom smydu, Ze vSechny mozné piimky maji steiny
rezidualni soucet ctverci.

Casto se korelagni koeficient vyuziva v souvislosti s linearnim regresnim modelem

Y=b+a* X +¢& (29

kde E(g) =0a X je nezé&vidé na chybéch ¢. Po uréeni odhadii 3, b parametrd a b metodou
negimensSich ¢tverca |ze definovat vektor predikce y = b +a*x avektor rezidui e= y-Vy.

Lze snadno overit, Ze ¢tverec délky centrovaného vektoru y. je roven souctu ctverca déelky
centrovaného vektoru predikce y, =y —1* ya vektoru rezidui. Tyto veliciny jsou totozné

srozkladem celkového souctu étverci CSC = Z (y, - 7)2 na
teoreticky soucet ¢tverci objasnény regresnim modelem TSC = Z (y, - 7)2 a
reziduéni souget tverch RSC =Y (Y, -, )2

Tedy CSC=TSC+RSC.
Vektory y. ay_ sviraji thel jehoz kosinus je korelaéni koeficient. Pak

I = cosa :\/E = 1-@ (21)
CSC CSC




Korelatni koeficient je tedy relativni mira variability objasnéné regresnim modelem. Toto
vyjadieni ma smyd, pokud se v regresi uvazuje absolutni ¢len. Pro pripad piimky prochézejici
poc¢dtkem je tieba stale pocitat shodnotou y jako nenulovou. Pokud by se dosadilo
y =0vy&d by korelagni koeficient nespravné vySSineZ pro regres s absolutnim ¢lenem. (To je
jedna z ¢astych chyb rady statistickych programu).

Po piechodu od vybéru k populaci 1ze psat

e \/DD(S*x+b) _ \/ D*(x)z*az 22)
(a*x+b+¢) D(x)*a“+D(¢)

Z vybérovych hodnot (x; ,yi) i =1..N lze snadno urcit odhady potiebnych veligin, které
umoZriuji vypocet r.

Vyberovy korelagni koeficient ma fadu analogickych viastnosti jako populacni korelacni
koeficient a nekteré zcela specidni. V préci  [5] je shromazdéno celkem trinact zpasobi
vyjadieni r av préci [6] je doplnén zpusob ¢trnacty. Jsou to:

Korelace jako podil momentt (smiseného a centrélnich).

Korelace jako standardizovana kovariance.

Korelace jako smérnice regresni primky ve standardizovanych proménnych.
Korelace jako geometricky pramer smeérnic regresi E(Y/x) a E(X/y).
Korelace jako pomér teoretického a celkového souctu ctverca.

Korelace jako pramer standardizovanych dat

Korelace jako funkce Uhlu mezi regresemi E(Y/X) a E(X/y).

Korelace jako funkce Uhlu mezi vektory y ax.

. Korelace jako funkce rozptylu diference mezi standardizovanymi promeénnymi
10. Korelace jako funkce ,,balonu” aproximujiciho elipsu konstantni hustoty.
11. Korelace jako funkce €elipsy konstantni hustoty.

12. Korelace jako funkce tetovaci statistiky u planovanych experimentu.

13. Korelace jako pomér dvou prameru.

14. korelace jako podil shody promennych (objekta).

CoNoarODNE

Vétaina vyjadieni korelace jiz byla diskutovana nebo jde o razné kuriozity. Za zminku stoji
vyjadieni ¢. 9, 11, 13 a14.

Vyjédieni €. 9
Pro standardizované néhodné veliciny Ys = (Y-E(Y))ND(Y) aXs = (X-E(X))WD(X) se miZe
definovat rozptyl jegjich diference

D(Ys-Xs) = D(Y9)+D(X9)+2*D(X9)*D(Y9)*p = 1+1+2* p
Tedy p = 1- D(Ys-X9)/2

Vyjadreni €. 11

Toto je jedno z prvnich vyjadieni vychazgici z elips konstantnich hustot tj. rezd sdruzené
hustoty f(x,y) = ¢, pro zvolena c. Pokud se pracuje s centrovanymi promennymi a délka hlavni
poloosy €elipsy konstantnich hustot je D resp. vedlgSipoloosy je d plati, Ze




D?-d?

"ot >

0

Vyjadreni €. 13

Toto je také zprvnich vyjadieni pouzitych Galtonem a vyuzivané v dedovéani dédicnosti.
Obdobné argumenty byly pouZzity pii zavedeni pojmu regrese Gossetem. Necht’ je definovéana
libovolna hodnota x,. Pak je mozno za piedpokladu dvourozmeérné normality odvodit, ze

E(Y/ X >X,)
p=— bt (24)
E(X/X>X,)
Prahova hodnota x, se pouziva zegména u raznych psychologickych testa (typu: maji chytii
rodice chytré déti?).

Vyjadreni ¢. 14

V radé praktickych uloh se korelace pouziva k posouzeni pristroji, metod, zpracovani atd.
V téchto pripadech je zgjimave jak souvisi korelace se podilem shodnych vysledka (odlisnych
pouze co do linearni transformace). Je vhodné pouzit opét standardizované ndhodné veli¢iny
Ys=(Y-E(Y))/ VD(Y) aXs = (X-E(X))/ VD(X). Necht |ze data rozdglit na skupinu shodnych
(velikosti k) pro které jsou ys=xg a skupinu nesouhlasnych (velikosti N-k), kde mezi ys a Xg
neexistuje zadna vazba. Korelagni koeficient je pak

e

i=k+1

ajeho stiedni hodnota je

Tedy korelacni koeficient odpovida podilu shodnych vydedka. ProtoZe Uplna shoda je neredlna
je vhodnéjSi uvazovat pripad kdy se za shodu povazuje pokud ys leZi v jistém rozmezi (-A.A)
veliciny Xs. Odvozeni pro tento pripad je uvedeno v préci [6]. Pokud se uvazuje rovnomerné
rozdeleni k shodnych prvka v intervalu (-A, A) ma korelaéni koeficient tvar

k
E(r) = N (26)

Z rov (26) je patrné Ze k rastu korelagniho koeficientu vede:
» rozSireni intervalu shody tedy rast A (pii mozném menSim poklesu k).
*  zvétSeni k pii konstantnim A.
jetedy patrné, Ze vyssikorelacni koeficient jesté nemusi znamenat vySSipodil shody.

Pokud se pri shéru dat provedou omezeni vzrista nebezpeti nespravné interpretace. Mantel [7]
se zabyval problémem, kdy se vybirgji body (objekty) podle jistych omezeni. Napi. pri



testovani kvality prostiedki pro zlepSeni viastnosti materidla se vybirgi jen ty, které na zaklade
piredbeznych informaci dobre funguji. Vychézi se opét ze standardizovanych promennych Ys a
Xs skorelaini m koeficientem p. Necht' jsou omezeni na Xs takova, Ze E(Xs) =A, E(Xs?) =B
atedy D(Xs) = C = B-AZ Korelani koeficient pro tato omezeni pr mé pak tvar

— * C
b= e @

Koeficient C seda interpretovat jako pomeér rozptylu Xs omezeného ku neomezenému.
Obycejne se provéadi omezeni tak, Zze C <0 . Pak je pr menSinez p. Pokud je C >0 (vypousteji
se prostiedni hodnoty a ztistavai extrémy) je pr vySSinez p. Zpasoby vypoétu C jsou uvedeny
v praci [7]. Pripomenme pouze, Ze je tieba uréit prvni a druhy obecny moment pro useknuté
normalni rozdgleni.

Necht je napi. omezeni, Zze X lezi nad 0.7 smérodatné odchylky (75.8% nim
percentilem). Pak je omezeni (Xg = 0.7 ax, =) a

E(X) = ]oxf(x)dx/ ]o f(x)dx E(X?*) = szf(x)dx/]o f (x)dx

Pro normdlni rozdéleni je pak E(X) = 1.2905 E(X*=1.9033a C = 0.2379. Pro ptipad, Ze
p=0.707 vyjde z rov. (27), Ze pr= 0.438,tedy silné podhodnoceni.

Naopak, pokud se provede omezeni, Ze X lezi v mezich —1.0 az 1.5 smérodatné odchylky
je (x¢ = -1.5 a xp = 1.0). Pak E(X) = -0.498 E(X?) = 2.935 a C = 2.681. Pro piipad, Ze
p=0.707 vyjde z rov. (27), Ze pr= 0.854 ,tedy silné nadhodnoceni.

Je tedy zigjmé, Ze omezeni na data miaze vést k neo¢ekavanym vysledkam. Napr. necht’
se v prvnim experimentu s prostiedky pro zlepSeni vlastnosti materiau (Y=cena, X=kvalita)
pouZije viech prostiedki a necht’ vyjde korelace p=0.707. Pokud se v druhém kole, vyberou
jen prostiedky vySSikvality lezici nad 0.7 smérodatné odchylky vyjde korelace pouze pr =
0.438. Analogicky Ize zdanlive “vylepSovat” korelaci stratifikovanym vybérem.

Pro objasnéni nekterych dalSich vlastnosti korelacniho koeficientu je vyhodné zavést data
s piedem definovanymi vlastnostmi . Jedna takova data jsou znédzornéna na obr 5.  P¥i jgich
generaci se vydo z predpokladu, Ze diskrétni ndhodny vektor (Y,X) ma sdruZzenou hustotu
pravdépodobnosti odpovidajici rovnomeérnému rozdéleni ve ¢tyrech bodech (-k, -p-€) , (-k, -
p+e) , (k, p+e), (k, p-e). Uvazujme, ze k>0, p >0, e>0, p-e>0. Pak magji jednotlivé parametry
specidni interpretaci:

* k uréujerozmezi dat nax-ové ose,

* p jsou hodnoty predikce ¥ uréené MNC v jednotlivych bodech. (y- nové hodnoty
regresni primky),

» ejsoureziduav jednotlivych bodech e=y-y.
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Obr 5. Data pro charakterizaci vlastnosti korelacniho koeficientu (k=5,p=0.7,e=0.1, korelacni
koeficient 0.9899).

Lze jednoduse odvodit, Ze pro takto definované nahodné veliciny Y, X plati E(X)=E(Y)= 0,
D(X)=k?, D(Y)=p*€, cov(X,Y) )= p*k. Korelazni koeficient je tedy ve tvaru

P (29)

anezavisi zde na velikosti parametru k. Regresni piimka prochézi pocatkem ama smérnici a=
p /k. Z této rovnice Ize snadno uréit napr. parametr p tak aby pro dané e nabyval korelacni
koeficient hodnoty p = c. Plati, ze

A=
1 -c?

Je patrné, Ze k rastu korelacniho koeficientu povede zvétSovani velikosti parametru p. Pro ¢
—1 roste p nade viechny meze ae rezidua stdle zistavaji velikosti e, tedy perfektni korelace

e

piimky. Tedy pro fixované rozmezi na x-ove ose roste s rastem smernice regresni piimky takée
korelatni koeficient. To je patrné z rov (28) pii dosazeni za p= a*k. Na obr. 6 je zavidost
korelatniho koeficientu p na smernici regresni piimky apro riznak ae=0.5.
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Obr. 6 Zavidost korelagniho koeficientu p na smérnici regresni primky a (e=0.5).

Na druhé strané 1ze zmeénou rozmezi k docilit situace kdy se méni smeérnice regresni primky pri
stejném korelaénim koeficientu. To je patrné z obr 7, kde je zavidost smeérnice regresni piimky
narozmezi k naosex aproraznap ae=0.5.
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Obr 7. Zéavidost smernice regresni piimky anarozmezi k naosex (e=0.5).



VIV N7

Velikost korelatniho koeficientu tedy miaze nebo nemusi rast srastem smeérnice regresni
piimky. Zalezi siiné na rozmezi dat a jejich vzgemné pomeru. V praktickych ulohach je tedy
tieba mit na paméti, Zze kazdé omezeni mize zpasobit potize pri interpretaci korelacniho
koeficientu.

4. Korelacni kiivka
Korelaeni kiivka je prihozenym zobecnenim korelacniho koeficientu na pripad nelinedarni resp.
heteroskedastické regrese. Vychazi se zrov (22), kterd se zobeciiuje pro nelinearni a
heroskedastické modely y = f (x,a) +o(x)* N(0,)) nahrazenim smérnice a lokani smeérnici
a(x) = df (x,a)/ dx a pouzitim podminéného rozptylu o?(x) misto reziduéiniho rozptylu. Rov
(22) pak prechézi natvar

200 = \/ D(x)* a*(X)

D(X)* a*(x) + o*(X)

Takto lokalne definovany korela¢ni koeficient je prirozenou mirou nelinedrnich zavidosti. Také
tento korelag¢ni koeficient je invariantni vici linedrni transformaci. Pomerné jednoduse Ize urit
i neparametrickou vers korelaéniho koeficientu p(x) pii ndhradé derivace diferenci. DalSi
podrobnosti 0 korelagni kiivce Ize nalézt v préaci [2].

5. Zavér

Z uvedeného je patrné, Ze existuje fada raznych situaci, které mohou zpiasobit, Ze
korelaéni koeficient poskytuje kuriozni vysledky. Rada dalSich probléma se vyskytuje u
piipadu zanedbani vyznamnych promennych nebo korelaci vice promennych. Nékteré typove
problémy jsou reSeny v préci [1]. Obecr¥ viak plati, Ze vysoky korekni koeficient jeS&
neznamena, ze mezi pramnymi je silna linearni vazba natoz pak/finna souvislost
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