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1. Uvod
Stopova analyza ma zvlastni postaveni mezi analytickymi postupy s ohledem na

koncentr&ni rozmezi analyzovanych latek. fdc€ pripadi se rozmezi analyzovanych latek
pohybuje v gkolika ftadech, coZz omezuje pouziti standardnich statistickych metod zaloZenych
na predpokladu konstantniho rozptylu regglitivnino modelu méreni. [1] .
Pro tuto situaci se fize pouzit transformace stabilizujici rozptyl nabaltiplikativni model
méreni. To vede k logaritmické transformaci dat [1]. Nevyhodou této transformace je fakt, Ze
pri nizkych koncentracich je absolutni chybaremi velmi mala (blizkéa 0), coz odporuje realit
V préaci [2] je navrZzen postup kombinujici oba modelgiami a odstraujici jejich nevyhody.
Tento postup vSak vyZaduje pémé slozité vypd@ty a neni pro praktické sieni pilis
pouzitelny.

V tomto prispEvku jsou nejdive popsany zakladni modelyeieni a jejich zakladni vyhody
resp. nevyhody.

Druhé&cést je ¥novana pehledu metod standardni statistické analyzy dat pro aditivni (a pro
logaritmické transformace multiplikativni) modeEkteni.

2.M odely méreni
Omezte se na nejjednodussi tkoly stanoveni koncentrace analgientje odhad
parametru polohy a stanoveni jeho rgasti. Standardni model &eni jeaditivni, t.j.

X=U+e (1)

kde i je skut&na hodnota rrené vekiny (koncentrace analytu) a je ndhodna chyba
meéieni. Standardni statisticka analyza vychazichto gredpoklad:

» stredni hodnota chyb &teni je nulova, t.J.E(¢) =0,
* rozptyl chyb ngteni je konstantni, t.jD(&) = o
 chyby jsou vzajemiinezavislé .t..E(&* £,)=0
 chyby maji normalni roztlenit.j. £ = N(0,0°)

Bez Ujmy na obecnosti lz&ipnout prvni gedpoklad . V pipact , kdy E(¢) =k, se
tato konstanta vlas#épiiéte k p a resultuji systematicky vychylené odhadiesini hodnoty,
protoze vyjde, ZeE(x)=u+Kk.

Druhy predpoklad o konstantnosti rozptylu je vice omezujici. Je ekvivalentni

pozadavku konstantni aditivni chybyéfitiho pgistroje A= o . Pro aditivni model je tedy
relativni chyba hyperbolicky klesajici funkci uravmerené vekiny

3=A41x ()



Pro zachovani vhodné relativiigsnosti ifeni je pak nezbytné volit minimalni hranicix,
od které je relativni chyba maximalnovna hranini hodno& 9, . Plati, ze
X, =41, (3)

Treti predpoklad o nezavislosti greni je viadk piipadi splrén. Potize mohou nastat
nag@. u kinetickych experimedt kde niZze dojit vivem vzorkovani na jedné soustake
vzniku autokorelace . Nejjednodussi je model autokorelaédu, kdy

E=p & 1+ (4)

Zdeu, je nahodné velina s konstantnim rozptylem Plati, ag= 0. Autokorela&ni koeficientp
je korel&ni koeficient mezi dvojicemk a X+ 1,
i=1,..,M- 1. Lze utit, Ze

2

D(u)=D(x) = (5)

1- p?

Je patrné, Ze v ifpacd vyrazné autokorelace dojde ke zvySeni rozptylu..Autokonéla
koeficient o se obyejné odhaduje pomoci vztahu

>(% =% ) (X0 =X )

6
[s"(N-1)] ©

b=

kde & je vybsrovy rozptyl a X je aritmeticky pfimer.. Orientang plati, ze pokud lezip
Vv intervalu

-2/ M <p<2/ M

Ize povaZzovap za nevyznamny. iesrEjSi testy vyznamnosti jsou uvedeny v [1].
Pro posouzeni autokorelace Ize pouzit také modifikovany von Neuwngomer

M-1

Z(Xj - Xj+1 )2
vi= (7)
2% =% )
j=1
Lze ukéazat, Ze pro velkd M ma wgta \V? priblizng normalni rozdleni s parametry
M-2 1
E(V?)=1 D(V?)= =
V) VIR

Orientang plati, Ze pokud leZi ¥mimo interval 1 + 2 /(M + 2), nejsou vyBry nezavislé.
Pokud vyjde V¥ mensi neZ spodni mez tohoto intervalu, projevuje se v datech trend,



nebo pomalé cyklické zemy. Pokud vyjde V vétsi neZ horni mez tohoto intervalu, projevuiji
se v datech rychlé cyklické zmy.

Ctvrtym, nejvice restriktivni, je fedpoklad, Ze chyby maji normaini ratehi. Tento
piedpoklad je patbny pro konstrukci intervalspolehlivosti (neutitosti vyslediki mereni)
resp. testovani hypotéz. Pokud je k dispozici dostatek dat, Ize odhadnosglerozdhyb £ z
rozcklenix meieni, protoZze pro model (1) je tvar hustoty prgpddobnostitotozny.

Normalni rozdleni Ize chapat jako jednoho &eni tridy eliptickych symetrickych
rozckleni, pro které plati Ze se liSi pouze délkou kibnge stopové analyze je vSalasgjSim
jevem asymetrické rozteni dat zeSikmené k vySSim hodnotamivbdem je zejména
frekventovany vyskyt hodnogsrg nad limitou citlivosti n&ficich pristroji. Pro odstraéni této
asymetrie s€asto pouziva vhodna transformaug) . Ta vSak v pipad platnosti modelu (1)
vede ke vzniku nekonstantniho rozptylu

D(h(x)) = [d';(ﬂ * g2 ®)

Napi. pro bézné doporucovanou logaritmickou transformaci h(x)=In(x) vyjde

D( “(X”:@ =5 ©)

To znamena, Ze misto konstantni absolutni chyby je v této transformaci konstantni relativni
chyba (variatni koeficient), coz odporuje piijatému modelu meéieni. Korektni analyza zde
vyZzaduje piimé pouZiti zeSkmeného rozdéleni a konstrukci nesymetrickych intervald
spolehlivosti.

Multiplikativni model méieni je zaloZen na predpokladech konstantni relativni chyby
a nezdpornosti meéieni (jde o fyzikani veli¢iny souvisgjici s hmotou). Vysledek mereni je
modelovéan vztahem

X = u* exp(€) (10)

Zde & ma stgné vlastnosti jako u modelu aditivnino (rov.(1)). Po korektni logaritmické
transformaci prechazi tento model na aditivni model v logaritmech, tedy

In(x)=In(u)+e& (11)
Nevyhodou multiplikativnino modelu je predevSim to, Ze pro velmi nizké koncentrace
resp.maé p vychézi absolutni chyba mereni piiliS nizka [4]. V pripadé, Ze se pouzije
logaritmicka transformace na model (1) vyjde

In(xX)=In(u+e)=Inu+In(l+e/ u) (12

S vyuzitim Taylorovarozvoje lze psat

In(xX)=In(u+e)=Inpu+e/ u-05*(e/ u)*+0.33* (/ u)®-...(13)



Pro malé relativni chyby méieni 0 = o/ u lze pak s vyuzitim tohoto vztahu nalézt vyrazy pro
stiedni hodnotu a rozptyl In(x) ve tvaru

E(Inx) =Iny-0.5* 5% -0.75* &* (14)
a
D(Inx) = 32 +2.5* 5* +4.66* 5° (15)

Je tedy patrné, Ze pouziti nespravného predpokladu ovlivni jak stiedni hodnotu tak i rozptyl.

Aditivni i multiplikativni model 1ze vyjadrit jako specidni pripady mocninné tridy
modeli méfeni, ktera je charakterizovana tim, Ze transformaci obou stran pomoci funkce h(.)
vyjde aditivni model

h(x)=h(u)+e¢ (16)
S vyhodou se jako funkce h(.) poZzivAd Box Coxova tiida polynomickych transformaci ve tvaru

(x-1)’

h(x)= A#0

h(x) =In(x) A=0

kde A je parametr transformace. ProA =1 resultuje aditivni model meéreni aproA =0 model
multiplikativni. Lze ukazat, Ze vhodnym odhadem parametru u (nezndmé koncentrace ) je

vybérovy medidn, ktery je invariantni va¢i monotonni’transformaci.. S vyuZitim Taylorova
rozvoje lze vyjadrit rov. (16) ve tvaru

Xx=pu+el p* (17)

Pro ptipad, Ze rozptyl D(&)=0?je maly jde o aditivni model s nekonstantnimi chybami, pro
ktery Ize pouzit jako odhad u vazeny aritmeticky primer svahami amernymi =42 Pro
odhad parametru A je mozno pouzit metodu maximalni vérohodnosti. Pokud je € rozdelené

v souladu s predpoklady aditivniho modelu meéreni (normalita a nezévidost) ma logaritmus
vérohodnostni funkce tvar

1
20°

INL(A) =23 (A=1)In(%) = "5 Y [h(x ) =h(p)]? (18)

Pro pevné A Ize urcit maximalne vérohodny odhad rozptylu ve tvaru

62 =3[ ) = h(u) (19)

kde se za h( i) dosazuje aritmeticky pramer transformovanych dat

h(u)=h1|zh(m (20)



Po dosazeni do vérohodnostni funkce resultuje vztah

N* Ing?

INL(A)=3(A=1)* In(x )=~

(21)

Maximalizaci InL' (A1) podle A (viz.[1]) Ize pak snadno ur¢it maximélng vérohodny odhad

)Alparametru transformaceA. Na z&kladé asymptotického (1-a) % niho intervau
spolehlivosti tohoto parametru Ize sestavit nerovnost

INL(A)=InL(A)-05* x2_(1) (22)

V&chna A spliyjici tuto nerovnost lezi v intervalu spolehlivosti a jsou tedy prijatelna. Toho
Ize snadno vyuzit pro rozlieni mezi aditivnim a multiplikativnim modelem méieni. V rovnici

(22) oznaguje x2,(1)kvantil chi kvadrét rozdgleni s 1 stupném volnosti.
Plati, ze:

» pokud obsahuje 95% ni interval spolehlivosti také jednicku, voli se aditivni model.

* pokud obsahuje 95% ni interval spolehlivosti nulu a nikoliv jedni¢ku, voli se multiplikativni
model.

e v ostatnich pripadech je mozné zvolit obecny model ve tvaru rob () a pouzit pro dalSi
analyzu postup navrzeny v .[1].

Jak je patrné, Ize s vyhodou pouzit postupu mocninné transformace veéetng prislusného
software pro rozliSeni mezi dvéma zakladnimi modely méfeni a navic je k dispozici cely postup
statistické analyzy vcetné  zpétné transformace.

Pro odstranéni nevyhod aditivniho modelu meéieni(konstantni rozptyl v celém rozmezi
dat a multiplikativniho modelu (neiinosné mala absolutni chyba v okoli nuly) je v préci [2]
navrZzen kombinovany model méieni ve tvaru

X=p* exp(e, ) +&, (23)

kde se predpoklada, Ze obé chyby maji normdni rozdélenie, = N(0,07) a &, = N(0,07).
Pokud se tykaji chyby meteni piredevSim mericiho pristroje je mozné pouzit také zjednodusujici
predpoklad, Ze jsou oba rozptyly stejné tj. o =g’. Tento model tedy pro vétsi (rovng
meéiené veli¢iny (koncentrace ) pouziva piedpoklad konstantni relativni chyby a pro nizké
arovné merené veliciny predpoklad konstantni absolutni chyby. V oblasti malych koncentraci
vychazi tedy relativni chyba veétSi. To bylo experimentdné potvrzeno pro pripad sledovani
arovné pesticidi v rozmezi 1 ppb az 100 jednotek (Horowitzova trumpeta) [2]. Pro odhad
obou rozptyli je v préci [2] navrzena metoda maximani vérohodnosti. S vyuZitim rov (12) Ize
vyjadiit model (23) v logaritmické transformaci

Inx=|n,u+gl+ln{1+*£2} (24)
M* exp(€, )



Treti ¢len rov. (24) se da rozvinout do Taylorovy fady (viz rov.(14)). Pii omezeni na prvni
itanec pak vyjde

£
Inx=Inpu+ge, +| ——2 25
nx=Inu+eg, L{* p(fl)} (25)

Tento vztah ukazuje, Ze:

* pro hodné maé &, vyjde aditivni model v logaritmech Inx=In ,u{gz} s nekonstantnim
U

rozptylemrovnym 6 =o, / |.

* pro hodn¢ maé &,, resp. pro srovnatelné ¢, a £, avelké p vyjde aditivni model v
logaritmech Inx = Inu + &, skonstantnim rozptylem rovnymao?

Rozptyl méieni je mozné urcit ve tvaru

D(x)=./0? + p** exp( 02 )* (exp( 02 ) - 1) (26)

Pro nizké trovne x, kde dominuje druhy ¢len rov. (23) je mozno pouzit piedpoklad normality

apriblizny 95 % ni interval spolehlivosti je x+1.96* ./D(X) .

Pro nizké (rovné x, kde dominuje prvni ¢len rov. (23) je mozno pouzit predpoklad

logaritmicko norméniho rozdéleni a priblizny 95 % ni interval spolehlivosti je
exp(In(x))+1.96* o, , exp(In(x))-1.96* o, .

Podrobnosti o uréeni odhadi obou rozptylt Ize nalézt v praci [2].

3. Zpracovani dat

Dédle uvedené techniky jsou vhodné predevSim pro aditivni_model méieni a po
logaritmické transformaci téZz pro multiplikativni_model. PouZivaji se ¢asto obecné i pro
z&kladni charakterizaci dat pri rutinni analyze. Jsou uvedeny pouze vybrané jednodusSi
techniky zamgiené na odhady parametri polohy a variability. Rada komplexngjSich postupt je
popsanav préci [1].

3.1 Nekategorizovana data
Necht {x} i=1,...N jenahodny vyber

* doZeny z nezavidych prvku
* homogenni
* normané rozdéleny (neni u vech postupiz nezbytné)

Overeni téchto predpokladi (viz [1])

Normalita: Q - Q grafy, vynasise x; proti ugi, Pi = i/(N+1)

Vybodujici hodnoty: metoda barier (viz [1]). JednodusSSije momentova metoda. Plati zde, ze
vybocujici jsou takové x; ,pro které je

‘X* —xj‘ > K,.s*



kde

K, =155+[0.8./g,* ~Llog(N /10)|

X* S . odhadnuty stiedni hodnoty a smérodatné odchylky bez podezielych bod.
02" oo odhad Spi¢atosti bez vybocujicich bodu

. NS (x=x)*

T [Z(Xi _X)Z]Z

Postup je vhodny pro N = 20. Pro N = 20 vyjde pro riznarozdgleni:

* Norméalni rozdéleni =3 K:=189
* Rovnomerné rozdéleni 0:=18 K.=177
* Laplaceovo rozdéleni =6 K.=209

ODHADY PARAMETRU

Polohy:

pramer

median Xy 5
Rozptyleni:
rozptyl 53

smerodatna odchylka s

variaéni koeficient v =s/x100

Presnosti odhadu se charakterizuji pomoci rozptylu:

X

2
Pro pripad normélniho rozdgleni dat x, ~ N(,0%) je D(X) :T\I

4 2 2

g

D(s")= T2(N-1)

D(s)

20

~ .0
N D(%5)=

1 2N

N+J52.(2N+1)
2N.(N+1)

D(v):dz{

} ,kde 0 = H je populagni varia¢ni koeficient
o

Klasicka statisticka analyza:
a X, al00.(1l-a) % niinterval spolehlivosti sttedni hodnoty

S S
N N

b) Variatni koeficient v [%] ainterval spolehlivosti pro dasymptoticky:

\Y \Y
m_zl—alzf\/ D(v) < 55@"'21—0/2«/ D(v)

X=t 4, (N-1). SUSX+t (N -1).

Robustni statistickd analyza:




Median X, , robustni odhad rozptylu s¢ ainterval spolehlivosti pro populasni median

Med. Pro odhad smerodatné odchylky medianu plati

5, = e "X e =N N2
2'21—0{/2 2

Obyceine sevoli a= 0.05 (uU1.42 = 1.96). Pro interval spolehlivosti je pak

~

Xo5 _tl—alz( N _1)'SR < Med Si0.5 +t1—0(/2( N _1)'SR

Extrémné malé vybéry: (N < 20)
I VZdy vysoka ngjistota — velky vliv vyboc¢ujicich mereni. Vhodné metody Ize nalézt v [1].

3.2 Kategorizovana data
Vznikgi tridénim ¢iselnych Gdaja do intervalt, které jsou tiidami nového znaku.
Jednotlivym tiidam prifazujeme ¢iselné hodnoty x; (sted intervalu,....).

Diskrétni, kardindlni, ¢etnosti kategorizace, pseudokategorizace.

Priklad: Délka ¢astic:
Trida X n; fj Fj
21-23 |22 |50 [0.2 0.2
23-25 |24 |80 [0.32 |0.52
25-27 |26 |72 [0.288 |0.808
27-29 |28 |48 [0.192 |1
N = 250
Tridy:

* prirozené ¢iselné vyjadieni (pocet vad, mikroorganismu atd.)
¢ doucenim udaju
A={a, a,,.a} = x{ x,,%,,..x} kde K <K'

Slouc¢eni udaji:

U 1 U noo ] N3 ......
I H1 i H2 I

p %° p X" p %" p
X pramer x*=D,+(H,-D;)/2=(D, +H,)/ 2
[)D:,H,(] tridni interval
Ax =H, -D, délka tridy

K

N=>n

Parametry: D, , K, Ax; . Plati tato heuristicka pravidla

0< kX =Xy = X4 |< 4x D, + K Ax > Xy,



VolbaK:

N >100 s K =int[10.log( N )|

40< N <100 .o, K = int[Z.JW]

N <200 ..o K =int[1+144 In(N)]

UNiVersaing ........coooeevveevneneen K =int[264 (N -1)*]
Nekonstatni délka tiid - pr|nC|p stejnych pravdepodobnostl

f(x)
stejné plochy
delsi  kratsi  kratsi delsi  x
Charakteristiky polohy: Me. . . medianova kategorie
a) Konstantni Ax
Median %o = X, + ) 2= A Tue 00
b) obecn&: X5 = Xye =~ MXye F“"ef_OS
0.5

Aritmeticky pramer:

K 1 K

X:Z:fi-xi*:*Z:ni-xi*

i=1 N =

1. Vlastnosti: X =x,* - f, =1

2. x=x* -~ f, =1Plati, Ze > (x — A)’ »min pro A=X

Geometricky pramer: (kladnddata - velky rozsah)

G= |_'(x* J=exp{2f In(x* )}

Charakteristiky rozptyleni:
K
Dorvar Dorvar =24x> F.(1-F)

i=1




K K
Rozptyl Szzzfi-(xi*_X)Z:Z(fi-xi*z_iz)
i=1 i=1

Vlastnosti:

1.§=0.... viechna data v jedné tiids ;=1

2. Maximéng sma = (X< -X1)/4 = f,=fc=05
3. Cim vét3is” tim vice se data vzdaluji od X .
Smeérodatna odchylka:

S:\/? :\/i( fi .Xi*Z_XZ)

Konstrukce intervalt spolehlivosti atesty jsou stejné jako u nekategorizované proménné.

4. Priklad

Stopovy obsah antimonu médéné rudé)
Byl stanoven obsah antimonu u N=25 vzorkd medené rudy a stanoven obsah antimonu v ppm.
Naobrl je rankitovy graf pro pavodni data a na obr. 2 rankitovy graf pro logaritmickou
transformaci. Je patrné, Ze pavodni data maji nesymetrické rozdéleni, které se blizi
v logaritmickeé transformaci rozdeleni normanimu.

Power Transformation
a00.00

a00.00

400.00

200,00

U-Sample

(1. 00

=200, 00

-2.00 -1.00 1.00 a.00
H-Mormal

Obrl. Rankitovy graf pro puvodni data



Power Transformation

J.00

B-Sample
IS B B B AR

H-D[] I 1 1 1 1 I 1 1 1 1 I 1 1 1 1 I 1 1 1 1 I 1 1 1 1 I 1 1 1 1 I

—3.00 —-1.00 1.00 3.00
L-Marmal

Obr2. Rankitovy graf pro data v logaritmickeé transformaci

Naobr. 3 je graf Hines Hinesové, ktery indikuje, Ze optimalni je Transformace v okoli nuly.

Power Transformation

a.a0

Axlsy

a.-10

0. 20
F=1 =1

-
=
=
=
-y
-

Obr. 3 Graf Hines Hinesové

Optimalni mocnina pro Box Coxovu transformaci vy3da -0.4. Odpovidajici interval
spolehlivosti obsahuje nulu ale nikoliv jedni¢cku. Dde jsou shrnuty vysledky pro oba modely a
pro robustni analyzu zaloZenou na medianu. Je patrné, Ze korektnéjSi muliplikativni model vede
k vysledkam blizkym robustni analyze zaloZzené na medianu



M ultiplikativni model

Pramer 196.04
Smerodatna odchylka 76.925

95.0 % interval spolehlivosti:
Dolni mez: 166.73 Horni mez: 230.51

Aditivni model

Pramer 212.14
Smerodatna odchylka 95.90

95.0 % interval spolehlivosti:
Dolni mez: 172.55 Horni mez: 251.73

ROBUSTNI (M edian):

Median 199.6
Smerodatna odchylka 88.44

95.0 % interval spolehlivosti:
Dolni mez: 161.82 Horni mez: 237.38
5. Zavér

Je patrné, Ze statistické zpracovani dat ve stopové analyze méa celou fadu specifickych
zvlagnosti, které je tieba bréat v Gvahu. Je vZdy vyhodné zatit porovnanim modelt meéireni a az
poté zvolit dalSi cestu. Pro dostatecné pocty dat je nejjednodussSi sledovat zmeény varia¢niho
koeficientu s Urovni mereni x. Podle typu zavidosti 1ze vybrat aditivni (klesgjici hyperbola),
multiplikativni (konstanta) resp kombinovany (kombinace predchoziho) model méieni.

Podékovani: Tato préace vznikla s podporou grantu MSMT & VS 97084, grantu GACR .
106/99/1184 avyzkumného zameru MSMT ¢.J11/98:244101113
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