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Abstrakt

Cilem této préace je ukazatekteré problémy vyskytujici se ip reSeni klasickych
(ne)linearnich kalibrénich Uloh. Je ukazano jaké typy uloh s kalibraci vyskytuji a jak
postupovat fi jejich feSeni. Je naztana obecna definice inverzniho odhadu a jejiho rozptylu
jsou uvedeny zakladni modelyigobeni poruch a jejich vliv na odhad modelovych paraimetr
Jako unifikovany kalibréni model je navrzen regresni polynomicky spline. Jeho flexibilita je
zajiS€na vhodnou volbou uzlovych b&dNa pikladu kalibr&ni pfimky jsou demonstrovany
razné typy kalibrace.

1. UvoD

Kalibrace paiti mezi zakladni ulohyeSené nejen v analytické ulohy, ale obeertechnické
praxi.Z metrologického hlediska jde o typicky problém tzv. ifegch n&ieni[1]. Obyejre je
Gcelem stanovit hodnoty nesnadnceiitelné nebo vibec nendiitelné veltiny y (hledana
velicina, cilova vekina T- targe). Tato veltina je funkné spjata se snadno diitelnou
velicinou x (signél, M- mereni). Rikladem T je koncentrace, teplota, vihkost. Jako M je
standard& pouzivano elektrické n&g nebo proud fpadré absorbance. Fukki prirazeni

y =f(x,a) (1)

je bud’ znamo pedem (z fyzikalniho principu &iieni) nebo se hleda metodami regrese. Vzdy je
vSak teba utit odhady modelovych paramétia aby bylo mozno kalibréni model pouZzit.
Vlastni kalibrace se sklada ze dvou fazi

» tvorba kalibr&niho modelu
» pouziti kalibr&niho modelu.

Ve fazi tvorby kalibraniho modelu je &elem nalézt model (x,a). Prakticky se

provadi pro sadu nastavenych hodnatiy= 1...N n&feni hodnot x, i = 1...N. Hodnoty yjsou
typicky nastaveny s vyuzitim velmiresnych metod nebo jsou k dispozici ve f@érstandard
s definovanou hodnotou. Je tedy mozno nalézt afsimkci x = f(y) (viz obr.1)
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Obr.1 Faze tvorby kalibekaiho modelu



Ve fazipouziti kalibra’niho modeluje (&elem pro neznamy vzorek &ir odhad cilové vetiny
Yy z mefeni signalu x. Jde tedy wipadt klasické kalibrace o nalezeni inverzni funkce

y =f*(x) ke kalibra&nimu modelu f(y). Schematicky je tato situace znazoama obr.2.
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Obr.2 Faze pouziti kalibracniho modelu

Pole toho jakého typu se uvazuji veli¢iny x a'y ve fazi tvorby kalibra¢niho modelu se pak
rozeznavaji tyto typy kalibrace] 3]

a) C - kalibrace (y se uvazuji jako deterministické nebo metrené se zanedbatelnou chybou
vuci méieni x)
2
X; =f(y; @)+€,...0, )
Pro tento typ kalibrace je nutné feSeni inverzni Glohy pti predikci Y.,

b) 1 - kalibrace (x se uvazuji jako deterministické nebo meérené se zanedbatelnou chybou vidi
nastaveni hodnot y)

2
y;=f (x;,a)+€,..0, 3)
Pro tento typ kalibrace je mozn4 piima predikce Y, .

¢)_0 - kalibrace ( obé promeénné jsou ndhodné s raznymi rozptyly)

y =f (x,+€,5.,8)+€,..P=0,%/0,° (@)

Pro reSeni této kalibracni dlohy postacuje znalost pomeéru rozptylta P. Pro P=1jdeo
minimalizaci kolmych vzdalenosti mezi kalibracnim modelem a experimentanimi body. Pro

tento typ kalibrace je mozna prima predikce yok :

Pro piipad klasické C-kalibrace je vzZdy tieba ieSit inverzni Ulohu t.j nalézt funkci
f 1 (X).Pro |-kalibraci a O-kalibraci neni tieba ieSit inverzni Ulohu. Ve v3ech pripadech je
v&k signd X pro neznamy vzorek métena velicina (nahodnd), takze i predikce ¢, je

nadhodna velicina a je tieba odhadnout jgji variabilitu resp. interval spolehlivosti. Zde je
v dalSim pojednano o zpusobech odhadu parametrd kalibracnich modeld v souvidosti
s raznymi typy pasobeni poruch.

Samostatnym problémem je volba kalibracniho modelu pro pripady, kdy nelze nalézt teoretické
prifazeni typu rov. (1). Pro tyto Ucely je v této préci navrzeno pouZziti regresnich spline.

2. MODELY P USOBENI PORUCH



llustrujme s razné modely pasobeni poruch na Uloze | - kalibrace.Pro pripad C-kalibrace se
pouze zameéni poradi promeénnych resp. jegjich charakter.

Necht' jsou experimentdni data {x;', yi}, i=1, ..., n, akalibrasni model f(x, a) je znam.
Vysvétlovana resp. nastavovana (zavide) promeénna y je chapana jako vysledek mereni aje
tedy zatizena chybami ( nepiesnosti meéieni, variabilitou méreného materidlu, zanedbanim
promeénnych atd.). Celkova chyba € zavide promeénné je pak kombinaci vSech dil¢ich chyb.
Obvykle se predpoklada, Ze celkova chyba mereni mé& nulovou stiedni hodnotu, E(g) = 0, i=1,
ey N

Pokud je E(g;) = konst. # 0 chybi v modelu absolutni ¢len.

Zpasob pasobeni chyb je charakterizovan modelem n®feni (aditivni, multiplikativni,
smiseny atd.). Obecny model kalibrace, zahrnujici jak vlastni kalibra éni model, tak i model
méreni, je pak mozné vyjadrit ve tvaru
y, = ZiX i,g,a) i=1,..,n (5)
Konkrétni tvar funkce Z;(.) zavisi na predpokladaném mechanismu pasobeni chyb a konkrétnim
tvaru kalibrag¢ni funkce.

Pokud predstavuji hodnoty y; vysedky experimentt, piedpokldda se obyceine aditivni
model méieni, pro ktery je

Zi = f(xi,a) + g (6)

V tadé pripadd musi byt namérené hodnoty vi, i = 1, ..., n, kladné nebo mit alespon piirozeny
pocétek. Dae rozptyly chyb mefeni byvaji nekonstantni. Konstantni jsou vétSinou relativni
chyby méieni. Tomu vyhovuje napi. multiplikativni model meteni, pro ktery plati

Zi = f(xi,a)exp(e) (7)
V praxi se vyskytuje také smiSeny model meteni, popsany vztahem
Zi = f(xi,a) exp(vi) +e (8)

kde o chybach v; a & se predpoklada, Ze jsou vzgemne nezavislé.

Pokud neni model chyb zndm je mozno vyjit z obecné tridy modelt zahrnujici jak aditivni
tak i multiplikativni model. Jedna takova obecna trida modelt se da vyjédiit s pomoci Box -
Coxovy transformace

) — (X)\ -1

y proAz0 resp.y™ =In(x) proA=0

Obecny model mereni pak matvar
(A)—g ()
yi =P (x,a)+ g

Pri identifikaci kalibra¢niho modelu se pak hleda optimélni A a nasledné modelové parametry a.

V provozech a laboratorich se ¢asto provadi meéreni na jedné soustavé. Dochézi pak ke
vzniku kumulativnich chyb. Navic jsou mereni, provadéna na pristrojich, zatizena obycejné
konstantni relativni chybou v(y) = a(y) / f(x, a), takZe rozptyl merené veliciny o*(y) = f*(x, a)



je umeérny ¢tverci hodnoty modelované funkce. Celkova chyba € je v této situaci vyjadiena
vztahem

|
& — ZUj + v 9)
=1

kde v; jsou chyby méreni a u; jsou procesni chyby.

Procesni chyby jsou zpasobeny fluktuaci podminek experimentd, tj. teploty, tlaku, istoty
surovin amaji kumulativni charakter. Obycejne se predpoklada, Ze chyby ¢;, vyjadiené rovnici
(9), pusobi aditivne.

Pro nalezeni kritéria regrese astatistickou analyzu je treba urcit rozdéleni nahodnych
veli¢in y;. Toto rozdéleni bude Uzce souviset srozdélenim chyb ¢, které je dano sdruzenou
hustotou pravdépodobnosti p:(€). Ta je také funkci urcitych distribuénich parametra, jako je
rozptyl o, atd.

B&Zné byva rozdileni chyb € unimodalni, symetrické smaximem E(g) = 0. Casto se
predpokladd, i kdyz nekdy nesprévné, Ze chyby meéreni g jsou také vzgemné nezavidé.
Sdruzena hustota pravdépodobnosti p:(€) je pak déna soucinem margindlnich hustot p(g).
Tedy

p.(€) = D1 P, (&i) -

Skupinu  rozdéleni, zahrnujicich rozdéleni normédni, rovnomérné, Laplaceovo
alichobéznikové, je mozno vyjadiit hustotou pravdépodobnosti

g "

P (e1) = Quexp
a (11)

kde Qv je normalizatni konstanta aa je parametr umérny rozptylu. Je-lli p = 1, jde

o Laplaceovo, pro p=2 onormdni a pro p — o 0rovnomerné rozdéleni. Nevyhodou

rozdéleni pe(€;), definovaného vztahem (11), je skutecnost, Ze pro p < 2 neni okoli po¢atku

lokané kvadratické. PouzZivaji se proto také aternativni systémy hustot pravdépodobnosti,

jako je zobecnéné Studentovo rozdéleni, atd.

-----

matici chyb Ce. Je-li rozdéleni chyb symetrické, unimodéni se stiedni hodnotou E(g) = O, voli
se sdruzend hustota pravdépodobnosti ze tridy eliptickych rozdéleni

P, (€) =Qy-/det(B) h (\/e" Bg) (12)

kde Qn je normalizacni koeficient, B je matice souvisgici s kovarian¢ni matici chyb Ce ah(.) je
kladnd funkce, definovana na intervalu (O, o) skonetnymi momenty do radu (n+1).
NejpouzivangjSim rozdélenim je vicerozmerné normani rozdéleni N(O, Ce), které vyjde pii
volbé h(x) = exp(-0.5 x°). Jeho sdruZené hustota pravdépodobnosti mé tvar

p.(e) =(2m "'?(detC,) M exp(-0.5¢'C'e) (13



Je mozno také pouzit vicerozmérného Laplaceova rozdéleni, Studentova rozdéleni resp.
dalSich[1].

Tvar kovarian¢ni matice chyb Ce souvisi s typem zavidosti chyb. Jednoducha je v pripadé
heteroskedasticity, kdy jsou chyby vzaiemné nezavidé, ae maji nekonstantni rozptyl

E(s®) = 0. Matice C: je potom diagondni sprvky o;® na diagondle a sdruZena hustota
pravdépodobnosti (13) prechézi na tvar (10). Pri raznych typech autokorelace neni jiz matice
C: diagonalni a jeji mimodiagondni prvky Ci odpovidaji kovariancim mezi €; a g, tj.

=E(s Sj).

Pri znadlosti bud” sdruZzené hustoty pravdépodobnosti chyb mereni pe(€) nebo margindnich
hustot pe(g)) miazeme urcit hustotu pravdépodobnosti p(y) nebo p(y;) na zékladé vztahu pro
hustotu pravdépodobnosti funkce nahodné veliciny.

Pro ptipad nezavidych ndhodnych chyb € plati vztah
-1
Z, ( )

p(Y;) = p; [Z (Xi.Y; ,8)] (14)

kde symbol Z;(.) oznatuje inverzi k funkci Z(.).

Pro aditivni model méreni (6) je

Z() = y;-f(x;, @) aderivace 3z7()
oy,

Dosazenim do rov. (14) pak vyjde

p(y;) = p.(y;-f(xi,a)) (14)

Z toho vyplyva, Ze aditivni model mereni nezpiasobuje Z&dné deformace rozdéleni merenych
veli¢in vzhledem k rozdgleni chyb.

Pro multiplikativni model méreni (7) je

Zi(.)

Zi_l(.) = In y, — Inf(x;,a) aderivace
Predpokladaji se pouze kladné hodnoty meérenych velicin. Po dosazeni do (14) bude
1
p(y;) = y p.(Iny; —Inf(x;, a)) (16)
[

Tato hustota pravdépodobnosti jiZz neodpovida hustoté pravdépodobnosti chyb pe(.).

Z piehledu modeli chyb vyplyva, Ze podle konkrétnich podminek experimentu a predstav
0 pasobeni raznych druht chyb |ze odvodit rozdeleni merenych hodnot velic¢iny y. Ve vétsing
piipadi se predpoklada normalita chyb meéfeni a aditivni model jegjich pasobeni. Rozdily jsou
pouze v tom, zda kovarian¢ni matice Ce, obsahuje jen diagonalni a nebo i nediagonéni prvky.



SdruZena hustota pravdépodobnosti pro vektor namgienych hodnot y = {yi, ..., y} ' se
oznatuje jako veérohodnostni funkce L(a). Tato funkce je zavida na vektoru parametra a,
ktery obsahuje parametry modelu a adistribu¢ni parametr 0. Maximdné vérohodné odhady
parametra se uréuji maximalizaci logaritmu vérohodnostni funkce

n
InL(a) =Inp(y) = 2.Inp(y;) (17)
i=1
Druh& rovnost vrovnici (17) plati pouze pro specidni pripad nezavidych chyb meteni.
Maximane veérohodné odhady maji asymptoticky rozptyl, ktery je roven inverzi o¢ekavané
Fisherovy informac¢ni matice

D(a) =1 () (18)
Prvky matice | (a) jsou dany vztahem
2
InL
| i =-E a—((l) (19)
oa; 0a,

Pro praktické &ely se ocekavana informacni matice |(b) nahrazuje odhadovanou
informa¢ni matici | () sprvky

_ [o?InL() -
! da; da,

—_—)

~

oa=a
Odhadovana informacni matice je pro konstrukci intervalt spolehlivosti vyhodngjSi nez
o¢ekavana informacni matice.
Pro maximalné vérohodné odhady Ize odvodit fadu dalezitych vysledka:
1. Odhady @ jsou pron — oo (tzn. asymptoticky) nevychylené, tj. vychyleni
h=a-E(@)=0 (21)
je nulovy vektor. Pro kone¢né poéty meéieni n jsou viak odhady vychylené avelikost h
zavisi na stupni nelinearity regresniho modelu.
2. Odhady d- jsou asymptoticky vydatné arozptyly odhadi D(dt}) jsou minimani ve tride
vSech nevychylenych odhadi. Kovarian¢ni matice D( ) lezi na dolni mezi Cramerovy-
Raovy nerovnosti [5]. Pro konecné vybeéry neni ani tato vliastnost obecné zachovana.

3. Nahodny vektor Jn (@-a) mé asymptoticky normélni rozdgleni N(O, 1) snulovou
stiedni hodnotou arozptylem rovnym inverzi Fisherovy informacni matice. Pokud je
rozdeleni chyb priblizne normélni, plati normalita odhadi i pro konecné vybery.

Pro dostatecné veliké rozsahy meieni |ze vyuzit vySe uvedenych viastnosti odhadt a. Pro

konecné pocty méieni Cini znatneé potize predevsim vychyleni odhadi .

Pri znalosti sdruzené hustoty pravdépodobnosti p(y) 1ze pak nalézt maximélne vérohodné

odhady nebo kritérium pro jejich uréeni, tzv. kritérium regrese.



V praxi nejcastejSi je pripad, kdy chyby meéfeni € jsou nezévidé, s nulovou stiedni
hodnotou, konstantnim rozptylem a normélnim rozdglenim N(O, 6°E). Plati také aditivni model
meteni definovany vztahem (15). Rozdgleni mstené veliciny y; je pak také normalni N(f,, o).
Plati ze

2
- ( - f
eXp y| | )

1
ply,) = one? 202 |

kde fi :f(Xi ,8) Vektor hledanych parametri necht je a’ = (a', o). Logaritmus
vérohodnostni funkce In L(a) ma pak tvar

InL(@) = Inp(y,) =~ NIn@ne?) - = S@) e
i=1 2 20

Symbol S(a) znati soucet Etverca odchylek

n
@) = (Y, _fi)2 (23)
i=1
Pro analytickou maximalizaci In L(a) podle o® plati
dlnL n 1
00 20° 20
Po Uprave vyjde
62 =X (25)
n

Odhad &7 je pro malé rozsahy mgieni vychyleny. Jeho nevychylena verze je

62 = Sa)
n—m
Dosazenim z rovnice (25) do (22) se ur¢i tzv. koncentrovana vérohodnostni funkce In L(a),
pro kterou plati

(26)

In(a) = —2(1+ In(2m) - 0.5InS(a) @

Maximum In L(a) ziggme¢ odpovidd minimu kritéria S(a), coz je vlastneé kritérium metody
neimenSich ¢tverca (MNC). Metoda maximélni vérohodnosti je pro tento pFipad totozna
smetodou negjmensich ¢étverci odchylek.

Na zékladé rovnice (18) plati, Ze kovarian¢ni matice odhadi D(d.) je rovna



623" Nt 0
D(a) = S (28)
0 20%/n

kde symbol J oznatuje Jakobian, tj. matici rozméru (n x m) prvnich derivaci modelu dle
parametri

] = of (x;,a)

! 0a,

(29)

Z rovnice (28) plyne, Ze odhady 0° a & jsou nezavisdé a kovariancni matice
D(a) =o’(J" J)™.

S wvyuzitim vlastnosti metody maximalni vérohodnosti Ize jednoduSe konstruovat intervaly
gpolehlivosti atestovat statistické hypotézy [1].

Hledani lokdiniho extrému vérohodnostni funkce vede obecné na dlohu nelinearni
optimalizace. Pokud je zndma kovariancni matice chyb Ce, Ize pro pripad, Ze plati aditivni
model meéieni a normalita chyb € = N(0, C¢), nalézt maximalné vérohodné odhady a parametri
a minimalizaci kritéria zobecnenych ngimenSich ¢tverca

S@) = (y-f)TCl(y -f) =Tr|c;lee | @)

kde e = y - f je vektor rezidui asymbol Tr(A) znati stopu matice A. Pokud je matice Ce
diagondni, situace je znatné jednodussi Kriteridni podminka metody nejmenSich ¢tverci (30)
piechézi na tvar

S(a) = 3w, (y; ~f(x;.a))’ @

kde w® = 1/C; jsou véhy umerné reciprokym hodnotdm diagondnich prvka kovarianéni
matice. Zavedenim proménnych yi = w; y; af = w; f(x, a) prechazi rov.(31) na kritérium
klasické metody nejmenSich ¢tverci odchylek

S(8) = 3.(y; -1 (x,,@)’ @

Pri znalosti vah w; Ize tedy Ulohu vazené a zobecnéné metody nejmenSich ¢tverca prevést
na Ulohu klasické metody ngmenSich ¢tverci pro modifikované proménné. Tento postup je
vhodny i pro nezrdmou diagoralni matici Ce, pokud se jgi prvky uréuji oddéleng, napr. na
z&ladé modelu heteroskedasticity. Pro pripad heteroskedasticity vede klasicka (nevazend)
metoda neimenSich ¢tverci k nevychylenym odhadim &, odhady kovariancni matice jsou vsak
vychylené.

Pri feSeni kalibracnich dloh se témei vyhradng vyuziva klasicka nevazena MNC. To vSak
miZe pro nékteré situace vést k nepouzitelnym vysledkam. Pokud plati, Ze:
a)vyhovuje multiplikativni model m¥eni je tieba pouzit kritéria neimenSich ¢tverca
v logaritmech



b)mereni probiha za podminek konstantni relativni chiuayiacniho koeficientu) je tieba
pouzit kritéria vazenych ngmensSich ¢tverct s vahami w; =1/ f(x, a)~1/y;

¢) m¢ieni probiha za podminek Uplné kumulace cjgytibeba pouzit kritéria ngjmensich
¢tverca v prvnich diferencich

d) m¢reni probih& za podminek kde se mohou vyskytovat velké odchylky s vySSi
pravdépodobnostje vhodné pouzit kritéria ngjmensich absolutnich odchylek

€) maji byt odchylky od kalibeniho modelu co do velikostrblizné stejnévoli se kritérium
minimalizace maximalni odchylky

Tento nedplny vyget ukazuje, Ze kritérium MNC neni zdaleka univerzalni a pii kalibraci
je tieba zkoumat i otézky typu poruch (chyb) ajgjich rozdéleni. Vyhodou pouziti metody
maximalni vérohodnosti je to, Ze umoziiuje také urceni rozptyla jednotlivych odhadt dalSi
statistickou analyzu. Podrobnosti jsou uvedeny v praci [1].

3. INVERZNI KALIBRA CNi ULOHA

Inverzni kalibragni tloha se vyskytuje pouze u C-kalibrace. Ve fazi pouZiti kalibra¢niho
modelu. Ugelem je nalezeni odhadu cilové velicinyy a odpovidajici ngjistoty (intervalu
spolehlivosti) ze zndmého signdlu x . Jde tedy forméng o uréeni inverzni funkce

g=f"(x",a) =g(x",a) (33)

Tato Uloha se da matematicky pirevést na problém hledani koiene nelinedrni rovnice

f(y,a)—x =0 (34)
vzhledem k promennéy. Pokud nelze tuto Ulohu redit analyticky pouziva se celé rady postupa.
Pomerné Ucinna je iterativni metoda Newtonova vyZaduijici znalost prvni derivace funkce f(y).

Problémem je uréeni odpovidajiciho rozptylu pokud je f(y) nelinearni. Na zékladé
Taylorovarozvoje kalibraéni funkce |ze nalézt priblizny odhad rozptylu D(y') ve tvaru

of(y,a))
D(yD):[aLy’] (P + (i (v @) (@)

Oby&eing je rozptyl signdlu totoZny s rozptylem chyb jeho mgteni o®, (viz. rov. (2)).Pro
rozptyl predikce kalibrasni funkce f(y,a) v misté y priblizng plati

D(f(y",a)=d"D(a)d=02d" (3" 1d (36)
Zde d je vektor prvnich derivaci kalibracni funkce s prvky
0
dj _ of(y—,a) (37)
oa.

J

aJ je Jakobian tj. matice prvnich derivaci kalibracni funkce ve vsech bodech. Pro silng
nelinearni modely je rov. (34) velmi aproximativni a voli se jiné postupy (Bootstrap nebo
odhady zaloZené na vérohodnostnim pomeru [ 7]



Pro pripad malych rezidui (to je u vétSiny kaibra¢nich modela spinéno) a mélo
nelineérnich modelt se konstruuji intervaly spolehlivosti odhadované cilové veliciny y* na
z&kladé predpokladu jeji normality. Pro priblizny 95%-ni interval spolehlivosti jsou dolni L
resp. horni U meze ve tvaru

L=y"-196/D(y") resp. U=y~ +196\D(y")

PresngjSi odhady Ize nalézt v préci [1]. Tam jsou také uvedeny odhady rozptylu predikcey pro
piipad inverzni kalibrace (odpovida odhadu rozptylu predikce u nelinearnich regresnich
modeli).

4. REGRESNI SPLINE

Pro nelinearni kalibraci se ¢asto pouziva empirickych modela. Jako dostatecne flexibilni se
uvazuji zegména polynomické modely. Jgjich vyhodou je, Ze jde o linearni regresni modely,
takZe Ize snadno odhadnout jgich parametry. Inverzni Uloha vede na ieSeni polynomické
rovnice, coz je pro nizké stupné polynomu mozno realizovat analyticky.Nevyhodou polynoma
zgména vySSth stupnd je jgich tendence oscilovat mimo experimentani body. Navic je
piedem definovan pocet extréma a inflexnich boda, coZ je pro neasociativni fyzikalni modely
nepiijatelné.

Odstraneni  téchto probléma pii zachovani jednoduchosti manipulace a odhadu
parametra zgjistuji tzv. lokéini funkce (polynomy). Kaibra¢ni model je zde tvoien soustavou
lokanich funkci (polynoma) spojitych v celém defini¢nim intervalu v zadaném poctu derivaci.
Pro tyto modely je tieba krome experimentdnich boda definovat také posloupnost tzv.
uzlovych boda t; j=1,...k. Uzlové body tvori hranice intervald, kde jsou jednotlivé lokani
funkce definované.V kazdém intervalu |; ohrani¢eném uzly t;.4, t; je kalibra¢ni model vyjadien
jako gj(x). Kvalitu kalibrace zde zavisi na poctu a polohéch jednotlivych uzlovych boda tj,
tvaru funkci gj(x) atiide C™, do které kalibra¢ni model g(x) patii. Uvedme, Ze funkce g(x) ze
tiidy C"je spojita v prvnich m derivacich.

Specidnim typem lokalni funkce jsou lokdalni polynomy jsou regresni spline. Spline
S (X) jsou funkce tiidy C™, které jsou definovany jako lokalni polynomy maximéalniho stupng
(m+1). Vlastnosti spline funkci jsou definovany v préci [2]. Pro Ucely kalibrace vyhovuji dobie
kvadratické spline S;(x), které jsou spojité a hladké (tj. spojité v prvni derivaci).

Spline S;(x) je mozno jednoduse definovat pomoci uiezanych polynomu
K 2
Sy(X) = by +byx +bax + 3 (x ~t; ) (38)
j=1

Plati, Ze

()2 =x2 prox>0

(x)i =0prox<0
Pro zname hodnoty t; prestavuje S;(x) linedrni regresni model vzhledem k parametram b.
Jestlize plati aditivni model méieni a chyby «;jsou vzgemné nezavidé ndhodné veliciny

s konstantnim rozptylem Ize odhadnout parametry b; j=1,...k+3 pomoci metody linearnich
nejmensSich ¢tverca.



S ohledem na specidlni tvar kubického spline vyjadieného pres useknuté polynomy |ze prevést
tlohu lineérnich ngimenSich ¢tverca na reSeni soustavy linearnich (normalnich) rovnic [1].

Z numerického hlediska je tato soustava rovnic Spatné podminend, a proto je vhodné
pouzit specidnich algoritma (napi. SV D). Ke zlepSeni numerické stahility je vhodné proveést
linearni transformaci x- ové souradnice do intervalu [1, 2].

Flexibilitu regresnich spline zgjist'uje predevsim vhodna selekce uzlovych bodu ti. V programu
KALIBRACE systému ADSTAT jsou k dispozici tii aternativy:

a) konstantni délka intervalu mezi uzlovymi body,
b) polohy uzli takové, ze v kazdém intervalu |; je stejny pocet dat,
c) uzivatelem volené polohy a pocet uzlovych boda

Priklad vlivu rizné strategie vybéru uzlovych bodi na vysledek spline kalibrace je na obr.3 a
obr.4.
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Obr 3. Kvadratick& spline regrese (varianta a) - dva uzly)



Quadratic Sphne Calibration
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Obr 4. Kvadratické spline regrese (varianta b) - tii body)

5. KALIBRA CNi PRIMKA

Kalibratni model ve tvaru primky patii mezi ¢asto pouzivané v praktickych aplikacich.
Lze pouzit jak klasické C tak i inverzni | kalibrace resp. celé rady modifikaci. Je tedy tieba
zvolit vhodna kritéria pro vyber typu kalibrace resp. porovnani jejich vhodnosti. Problémem je,
Ze existuje cela rada pristupa k vyberu typu kalibrace, které vedou k raiznym typam zaveéra.
V této kapitole je ucinén pokus o porovnani raznych typa kalibrace sohledem na praktické
pouZziti.

Vychozi dataje n- tice boda (yi, i) i=1, ..., n Pro vypocty v obou fazich tvorby
kalibra¢nich modeli postacuje znalost pramera, rozptylt a kovariance

X Y8782 C)=T 20y ~9)(x Y

V dalSim jsou ukazény jak postupy odhadu cilové hodnoty, tak i zpisoby porovnani
jednotlivych typa kalibrace
C - kalibrace
Vychézi se z predpokladu platnosti modelu mereni
X=a,+a, y +&,, £, =N(0,0,%) (39)
Pro MNC odhad kalibragniho modelu plati



A

g=x+00Y)

Y (y-y)
Sy

Odhady smernice a Useku lze vyjédrit ve tvaru
A 2 A _— A —
a; =C(x,y) /sy, ap =X —a;y

Odhad inverzni funkce a predikce ciloveé veli¢iny pro velikost signélu x jsou ve tvaru
2

.1 Y o
=—X-a,/a,, o=yt X =X 40
yal /&y y yC(X,y)( ) (40
Odhad Y je vychyleny, protoZe obecng
N E(x -3y)
E F———==
(o) E(ay) Y

Na druhou stranu jde o maximalné vérohodny odhad., pro ktery Ize jednoduse sestavit
interval spolehlivosti (viz [1]). Tento interval je konegny jen pokud plati, Ze &, je dostatesng
veliké. Na zaklade predpokladu, Ze chyby €, jsou dostatecné malé byly odvozeny
asymptotické aproximace pro vychyleni B a stiedni kvadratickou chybu MSE klasického
odhadu ¥ (viz. [9])

| - kalibrace:

Tato technika byla navrZzena Krutchoffem pro pripad, Ze je x deterministické. Vychézi se
z predpokladu platnosti modelu mereni

y=h, +b, x +¢,, g,=N(0,0,%)

MNC odhad kalibrasni piimky je piimo predikce Y., cilové veliciny pro velikost signdlu x
o _ o Cxy) oo C(x.y) iz
Yin=Y+ 2 (X=X), > =y (41)

Na zéklade predpokladu, Ze chyby €y jsou dostatecné malé byly odvozeny asymptotické
aproximace pro vychyleni B a stiedni kvadratickou chybu MSE inverzniho odhadu ¥;, (viz.
[9])

U obou modeli je mozné odhadnout piislusny rozptyl chyb
(0)2( resp. 05)2 rezidudniho rozptylu

~2_ RSC
0-0 =
n-2
Existuji préace, které ukazuji na prednosti klasického odhadu. Na druhé strang je
inverzni odhad Bayesovym odhadem a plati pro ngj, ze



N F N
= 42
ym |:F+(n_2):|ycl ( )

kde

L —

ap Zl(Yi -Y)
=

6¢

F=

Pokud je F dostatec¢né vetSinez kvantil F rozdéleni F, (1,n-2) je klasicky odhad yq
dostatecné presny. Pokud to neplati, a F je o madlo vétsinez F, (1,n-2), je klasicky odhad

nepiesny a lépe je pouzit inverzni odhad yi..Pokud je G § malé (tj.data lezi témeéi na kalibracni

piimce) a F je veliké (kalibracni pfimka ma vyznamnou smernici) nejsou rozdily mezi obéma
typy kalibrace prakticky vyznamné.
Je tedy uZitecné porovnat odchylky mezi obéma odhady. Snadno Ize ukézat, ze
& o 2
Yin =Y _C°(XY) _ 2
9 T 22

Ya =Y sS

Z tohoto vyrazu je patrné, ze:

(43)

« pokud je R? rovno jedné, jsou oba odhady stejné,

« protoZe musi platit, Ze R? je mensinebo rovno jedné, je inverzni odhad vzdy blize
k praméru Y nez odhad klasicky

V préci [8] byl odvozen vztah pro uréeni pravdépodobnosti, Ze R? se bude li§it od jedné o
malou piedepsanou hodnotu g. Tato pravdépodobnost P, je vyjadiena vztahem

P, =P(Fy <(n-2)(1-q)/q)

Zde Fy oznatuje necentralni F rozdéleni s 1 an - 2 stupni volnosti a parametrem necentrality
Sgaf /o 5 . Pti volbé P,=0:05 a g= 1% plati, ze oba odhady se prakticky nelisi, pokud

N

2
a
A=Y 213152 (44)
noy

Pri praktickych vypoctech je mozno jednotlivé parametry nahradit jejich odhady. PresnéjSi
postup je popsan v praci [8]. Je zagjimavé, Ze asymptotickeé vychyleni inversniho odhadu je (n -
3) krat vyssinez asymptotické vychyleni klasického odhadu.

Pro extrémné malé vybéry 2 < n <8 je z hlediska MSE odhad Y;,, vzdy lepsi
nez odhady 4 .

Porovnani C a | kalibrace

S vyuzitim rov (43) je mozno vyjadiit vztah mezi obéma odhady ve tvaru



‘S\’in _7‘ S ‘S\/cl _7‘
Z této nerovnosti plyne, Ze:
a) V., jeblizek centrunez Y,
A2 A .
b) pro 0.° - 0 je Vi, = Yee.
c) | - kalibrace |épe vystihuje chovani dat v oblasti centra (X, y) aC - kalibrace na krajich,

S ohledem na minimalni stiedni kvadratickou chypu MSE=E (y—V¥) jel - kaibrace
lepsiv intervalu

<7—\/253 +G§/a1,7+\/25)2, +02 /a >

nez C - kalibrace. Pri praktickych vypocétech se opét nahrazuji parametry a; a O )2(
odhady &, a 0] § uréenymi podle vySe uvedenych vztahi.

K ombinovana kalibrace

Vyuziva se vhodné vazené kombinace ¥ @V, resp. Y .Jeden z prvnich
kombinovanych odhadi se snazi ,,posunout* klasicky odhad § 4 smérem k t&Zigti

S\/p = CS\/CI +(1-0)y
D& se ukézat, Ze existuje hodnota c, pro kterou je tento odhad lepSinez odhad Yy . V préci
[9] je navrZen jny kombinovany odhad

S\/op = Vycl +(1-V) S\/in
Pri volbe

1
vV=E—
n-2

vyjde asymptoticky nevychyleny odhad s malym MSE. Je vZdy lepSinez klasicky odhad ¥ a
také lepSinez inverzni odhad ¥/, pokud jsou skutecné hodnoty vzdaené od prameru. V okoli
prameru jsou nejlepsiinverzni odhady Y, -

O - kalibrace

Pro zndmy pomgr rozptyla P= Cy2 / sz Ize ur¢it predikci cilové veliciny pro velikost signélu
X primo ze vztahu

© +s, (C(x,))/©° +P|(x —X), G)=m

Yo=Y~ 2 C(x.y)




Podrobnosti o této kalibraci a konstrukci intervalia spolehlivosti pro cilovou veli¢inu 1ze nalézt

v préci [1].

K ilustraci byl pouZzit jednoduchy priklad z prace [3]. Datajsou uvedena v tab.1

Tabulka 1 Data pro linearni kalibraci

Priklad

¢ido Target M easurement
méreni y X
1 2 5
2 4 6,5
3 4,5 6,25
4 5 6,5
5 5 8
6 6 6,5
7 6,5 8
8 6,5 9
9 7,75 10,5
10 8 11
11 9 12,5
12 9,5 10,5
13 10,5 12

Z&ladni gtatistické informace jsou

X=86346 s, =72,327 y=6,4808 5 =70,308 C(x,y) = 66,284

C - kalibrace
PouZitim lineérni MNC vy3o

X=k, +k, y+&,, X =2.524 +09427y, Yo = —2.68 +LO6X

Korelaéni koeficient vysel 0,9051 a rezidudlni rozptyl 6§ =0,89427.
Byly vypocteny také kalibragni limity (viz. [1]):

Mez detekce: 5.718
Mez kritick&: 2.859
Mez stanoveni: 10.320

Naobr. 5 je zndzornéna kaibra¢ni piimka spolu s 95 % intervalem spolehlivosti.
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Obr. 5 C-kdibra¢ni piimka

| - kalibrace
PouZitim lineérni MNC vy3o
Y., =—1432 +0.916x
Byly vypocteny kalibragni limity (viz. [1]):

Mez detekce: 4.53
Mez kritick& 1.54
Mez stanoveni: 13.53
Naobr. 6 je zndzornéna kaibra¢ni piimka spolu s 95 % intervalem spolehlivosti.
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Obr. 6 I-kalibracni ptimka



Z rov. (43) byl uréen parametr R® = 0,864 azrov (44) parametr A = 5,375. Klasicky
odhad se tedy vyznamné neliSi od inverzniho. Interval, ve kterém je ¥;,lepSi nez Y

z hlediska MSE vy3el < — 54173, 18.378 > Lze tedy shrnout, Ze¥;,je sice lepSinez Y
v Srokém intervalu, ale rozdil mezi obéma odhady je prakticky nevyznamny.

6. ZAVER

Jak je patrné zvySe uvedeného zdezi vybér typu kalibrace na charakteru
promeénnych a jejich variabilité.

Prom&nna x (M) :

» obycegné dosti presné stanovend (elektricka velicina, absorbance),
» g, zahrnuji predevSim neuvaZzované promeénneé (teplota, . . .)
o . .. mize byt nekonstatni

Promgnnay (T):

 uréenaz externich informaci (jiné pristroje, etalony, . . .),
* &, zahrnuje chyby meteni,
« 0,/ ....jeobyggns rostouci funkciy.

Pomér rozptyla P = 0,%/ 0,° se maZze menit v mezich (0, o0).Vyb&r mezi | - nebo C -
kalibraci se da provést bud’ na zakladé pomeru rozptyla nebo pouzitim jinych kritérii. Také pii
lineérni kalibraci je obecné tieba resit problém vybéru modelu mereni.

Podékovani: Tato prace vznikla s podporou grantu MSMT ¢. VS 97084.
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