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SUMMARY:

Exploratory Data Analysis provides the first contact with the data and serves to uncover unexpected
departures from familiar (Gaussian) models. When the data does not fulfil all assumption about
the sample i. e. the sample distribution differs from the Gaussian, normal one the user is faced with
the problem how to analyze the data. Power or Box-Cox transformation involves finding a scale that
can clarify the analysis of the data or simplify the behavior of the data. It help to promote
symmetry, constancy of variability, linearity, or additivity of effect, depending on the structure of the
data. The proper transformation leads to symmetric distribution of data, stabilizes the variance, or
makes the distribution closer to normal.

UvoD

Ugelem prizkumové (exploratorni) analjzy dat EDA vysledkd kazdé analytické metody je
tieba odhalit zvladtnosti a ov&fit pfedpoklady o vybéru pro nasledné statistické zpracovani.
Tak lze zabranit providéni numerickych vypoétt bez hlubsich statistickych souvislosti.

Pied vlastni analyzou je proto nezbytné vySetfit platnost zdkladnich pfedpokiadi, tj.
nezivisiost, homogenitu a normalitu vyb&ru. Reprezentativni nahodny vybér je popsin
nésledujicimi vlastnostmi: prvky vybéru x; jsou vzajemné nezavislé, vibér je homogenni, jde
o normélni rozdé&lenj pravdépodobnosti, prvky souboru maji stejnou pravdépodobnost, Ze
budou zafazeny do vybéru, Vychdzi se z pofddkovich statistik, X4y < %oy = ... < X, a poFadové

i
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pravdépodobnosti P, = , pro kterou plati, ze 100P; procentni vybérovy kvantil je
hodnota, pod kterou lezi 100P; procent prvkl vybéru. Vynesenim hodnot xg proti P, i = 1, ..,
n, se ziskd hruby odhad kvantilové funkce Q(P). Ta je inverzni k funkei distribulni
a jednoznacné charakterizuje rozdéleni vybéru.

12 3.0

Fix) a iR b

0.6 00

0.0 -3.0
o ) x o ) W 7o
w3 [ =] Ly (=3 [ =] -

Obr. 1 (a) Distribuéni funkce F(x) a (b) kvantilovd funkce Q(P;) Laplaceova rozdéleni
s nulovou stfedni hodnotou a rozptylem rovnym 2



METODICKA CAST
1. Postup analyzy dat

Data ve spektrofotometrii se Zasto vyznaduji nekonstantnim rozptylem, malou Cetnosti,
asymetrickym rozdélenim a obecn& poruSenim zikladnich predpokladi, kladenych na vybér.
Uvedme proto nejprve obecnou osnovu analyzy vybéru dat.

1. Pruzkumova analyza dat:
Diagnostické grafy:  stupefi symetrie rozdélent
lokdinf koncentrace dat
whodlujicl data

2. Ovéreni predpokladu vybéru dat:
Diagnosticky, testy:  ovéieni normality
ovéfeni nezdvislosti
ovéfeni homogenity
urceni minimdini Cetnosti

3. Transformace dat:

Analyza dat: origindlni data
data po mocninné transformaci
data po Box-Coxové transformaci

4. Parametry polohy, rozptyleni a tvaru:
Analyza 1 vybéru: klasické odhady - primér
' - rozptyl
robusini odhady - medidn
- ufezané prioeméry
- winsarizovany rozptyl
- interkvantilové rozpélf
adaptivai odhady

S. Testovani dvou vybéru: -

a) Testy polohy
b) Testy rozptyleni




2. Transformace dat

Pokud se na zaklad¢ analyzy dat zjisti, Ze rozdéleni vib&ru dat se pfili§ odliSuje od rozdéleni
nomalniho, vznikd problém, jak data vlibec vyhodnotit. V fadé piipadu lze nalézt vhodnou
transformaci, kterd vede ke stabilizaci rozptylu, zesymetri¢téni rozdéleni a nékdy ik
normalité. Vychazi se z predstavy, Ze zpracoviavana data jsou nelinedrni transformaci
normalné rozdélené nihodné velidiny x. Hled4 se k nim pak inverzni transformace g(x).

1. Stabilizace rozptylu vyzaduje nalezeni transformace y = g(x), ve které je jiZ rozptyl

o*(y) konstantni. Pokud je rozptyl plvodni proménné x funkei typu o*(x) = f,(x), lze rozptyl
o(y) urdit

) = [ e - c

X
X

kde C je konstanta. Hledané transformace g(x) je pak feSenim diferencialni rovnice

dx
JE®

U fady instrumentélnich metod a pifstroji je zajisténa konstantnost relativni chyby §(x).
To znamend, Ze rozptyl o*(x) je dan funkci fi(x) = §%(x) x¥* = konst x*. Po dosazeni vyjde
g(x) = In x. Optimalni je pro tento pfipad logaritmickd transformace piivodnich dat. Z toho
vyplyva také vhodnost pouziti geometrického priméru. Pokud je zévislost o*(x) = fi(x)
mocninnd, bude optimalni transformace g(x) také mocninna. JelikoZ pro normalni rozdélent
je stfedni hodnota na rozptylu nezavisla, bude transformace stabilizujici rozptyl také zajistovat
pfibliZzeni k normalité.

gx) = C[

2. Zesymetricténi rozdéleni vybéru je mozné provést jednoduchou mocninnou
transformaci

0
0
0

A n vy

A
y = g{x} = {lnx pro A
A

Tato transformace viak nezachovavd méfitko, neni vzhledem k hodnoté A v3ude spojita
a hodi se pouze pro kladna data. Optimélni odhad A se hleda s oliledem na minimalizaci
vhodnych charakteristik asymetrie. Kromé Sikmosti g,(y) je moZné uziti robustni verzi Sikmosti
definovanou vyrazem

(5’0.‘?5 B 370.50) - (5’0.50 - 5’0.25)

Yors ~ Yoas

gir(Y) =

Pro symetricka rozdéleni je g,(y) = 0, stejné jako g,(y) a gr(y). Hodnotu A Ize hledat
pomoci rankitového grafu. Pro optimalni 1 budou leZet kvantily ¥ Priblizné na pfimce.



3. Hines - Hinesttv selekéni graf (osa x: %o5/x.0, 053 y: %p/%05)

Diagnostickou pomiickou pro odhad optimélniho parametru A je selekéni graf.
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" Obr. 2 Sclekéni graf pro vibér z lognormalniho rozdéleni

Vychézi z pozadavkil symetrie jednotlivych kvantili kolem medianu
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kde pro pofadové pravdépodobnosti jsou obvykle voleny pismenové hodnoty, P; = 2,i=2,
3. K porovnén{ pribéhu experimentélniho bodi s idealnim (teoretickym) pro zvolené A se
do grafu zakresluji i feSeni rovnice Y +xt'=2pro0sxslal=sy=sl

a) pro A = 0 je feSenim piimka y = X,

b) pro A < O je feenim vztah y = (2 - xM)",

¢) pro A > 0 je fedenim vztah x = (2 - y*)™",
Podle umisténi experimentalnich bodt na teoretickych kfivkach selekéniho grafu lze odhadovat
velikost A a posuzovat kvalitu transformace v riznjych vzdalenostech od medianu.

Pro piibliZeni rozdéleni vybéru k rozdéleni normalnimu vzhledem k $ikmosti a $picatosti
se uziva Boxoevy-Coxovy transformace

(A # 0)
Inx (A = 0)

Boxova-Coxova transformace mé tyto vlastnosti:
1. Transformace g(x) jsou vzhledem k veliZin& A spojité, protoze plati



A
. ox* -1

lim = Inx
A=0

2. VSechny transformace prochédzeji bodem [y = 0; x = 1] a maji v tomto bod& spoleinou
smérnici.

3. Mocninné transformace s exponenty -2; -3/2; -1; -1/2; 0; 1/2; 1; 3/2; 2 jsou co do kfivosti
rovnomémné rozmisténé.

Boxova-Coxova transformace je pouzitelnd pouze pro kladni data. Rozsifeni této
transformace na oblast, kdy rozdé€leni dat za&ina od prahove hodnoty x,, spofiva v nahradé x
rozdilem (x - x;), ktery je vidy kladny.

4. Graf logaritmu vérohodnostni funkce (osa x 4, osay: In L)

Pro odhad parametru A v Boxové-Coxové transformaci lze uZit metodu maximalni
vérohodnosti s tim, Ze pro A = 14 je rozdéleni transformované veliiny y normalni, Nu,,
&*(y)). Po upravéch bude logaritmus vErohodnostni funkce ve tvaru

InL(A) = - % Ins’(y) + (A -1 Y lnx
=

kde s*(y) je vybérovy rozptyl transformovanych dat y. Pribéh vérohodnostni funkce In L =
f(1) lze znadzomit ve zvoleném intervalu napf. -3 = A = 3 a identiffkovat i maximum A .
2.1
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Obr. 3 Graf logaritmu vérohodnostni funkce pro vybér z lognormélnsho rozdé&leni

Pro asymptoticky 100(1 - a)%ni interval spolehlivosti parametru A plati
2[mL(d) - mL(Y] s x..0)

kde xf_a (1) je kvantil x?-rozdéleni sjednim stupném volnosti. V tomto intervalu
spolehlivosti lezi viechna A, pro ktera plati nerovnost



InL(x) = IL(A) - 0.5¢3 (1)

Cim bude konfiden&ni interval 3irdi, tim je mocninnd Boxova-Coxova transformace méné
J

vjhodna. Pokud obsahuje tento interval i hodnotu A = 1, neni transformace ze statistického

hlediska pfinosem.

5. Zpétna transformace
Pokud se podaii nalézt vhodnou transformaci, které vede k pfiblizné normalité, lze urdit y,
s*(y), interval spolehlivosti ¥ = t,,,(n-1) s(y) /y/i a provadét i statistické testovani. Problém
viak spotiva vtom, Ze viechny statistické charakteristiky je tfeba uréit pro piivodni
promeénné.
1. Nekorektni pristup spodiva v prosté zpétné transformaci X = g'(y)- Pro jednoduchou
mocninnou transformaci vede zpétna transformace na obecny priimér definovany vztahem

1 1/2
A

X

i=1

n

X = X F

Pro A = 0 se misto x* pouZivd In x a misto x'/* pak e Hodnota Xz = X, piedstavuje
harmonick§ prémér, X = X, geometricky primér, Xy = X, aritmeticky pramér a Xy = X,
kvadraticky prémér. Tento zplsob zpétné transformace vede Casto ke zkreslujicim
vysledkam.

2. Korektni (pFesnéjsi) piistup zpétné transformace vychazi z Taylorova rozvoje funkce y =
g(x) v okoli y. Pro retransformovany primér X lze pak odvodit pfiblizny vztah

= gl o 1 d%g(x) (dg@)\? 2
xR g |y 2 gl dx s“(y)
' -2
Pro rozptyl vyjde si(xg) = (%ﬂ) s2(y)
X

Zde jednotlivé derivace jsou vydisleny vbodé x = Xp. Pro 100(1 - «)%ni interval
spolehlivosti stfedni hodnoty plivodniho souboru dat x plati

- E
b = K S Xt

kde I, = g-l[y +G -t ,(n-1) %]

I, = g"[? + G+t ,(@m-1) %}



s 4% (dg@V?
G 0.5 o {dx] 2y)

Symbolem t, »(n - 1) je oznaéen 100(1-a/2)%ni kvantil Studentova rozdéleni s (n-1) stupni
volnosti. Pfi znalosti hodnot konkrétni transformace y = g(x) a odhadii ¥, s*(y) je snadné
vyZislit hodnoty X a s*(xy):

a) Pro specidlni pfipad A = 0, tzn. logaritmickou transformaci typu g(x) = In x, bude

Xg = exp['f + 05 52()’)}

Rozptyl se wréi  s%(xp) = Xz s*(y)

b) Pro pfipad A # 0 a Boxovy-Coxovy transformace bude X jednim z kofenf kvadratické
rovnice, pro které plati

X, = (051 +AY) =

1/

05 yT+24 @ +s(y) + G2 -2s))

Jako odhad X se pak bere kofen Xy, ktery je nejblizii medidnu %5 = g'(§,5). P¥i znalosti
retransformovaného priméru lze z vyéislit i odpovidajici rozptyl

s %) = %' s¥(y)
ZAVER

Symetrizujici mocninné transformace a normalizujici Boxovy-Coxovy transformace dat slouZi

k uréeni objektivnich parametri polohy. Vlastni vypofet ma nasledujici postup:

1. Pro mocninnou transformaci se potitaji rizné miry symetrie a vybérové $picatost v rozmezi
-3 = A = 3 s krokem 0.1. Jsou ti§tény optimélni hodnoty téchto mér. Je mozno kreslit
Hinest-Hineslv selekéni graf k uréenf optimalni hodnoty A. Na zakladé téchto informaci
se zaddva zvolena hodnota A. V této transformaci se pak vy&isli ¥, s*(y), Sikmost a $piCatost.

2. Pro transformaci se po&ita In L(}), rizné miry symetrie a vyb&rové Spicatost v rozmezi -3 =
A = 3 s krokem 0.1. Jsou ti§tény optimalni hodnoty téchto mér. Je kreslen graf zavislosti
In L na X spolu s 95%nim konfidenénim intervalem. Na zaklad& téchto informaci se zadava
zvolend hodnota A. V této transformaci se poéita y, s*(y), Sikmost a 3picatost. Jsou uréeny
i retransformované hodnoty X a 95%nikonfidenéniinterval pro retransformovanou stiedni
hodnotu w.
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